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R, 1 birimli, involutifleri sadece- 1ve 1 olan bir degismeli halka vé, elemanlarR halkasi Gzerindealinan
bir Ust Gc¢gensel matrisler halkasi olsun. gahda,M halkasindan alinan bir elemanin involutif olmasi igin
gerek ve yeter kosullar ortaya koyulmaktadir. AyriRasonlu oldugunda)/ halkaindaki involutif elemanlarin
sayisini belirleyen bir sonu¢ verilmekte ve bu sonug sayisal drneklerle desteklenmektedir.
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Involutives in Triangular Matrix Rings

ABSTRACT

Let Rbe a commutative ring with identity 1 whose involutives are etflyand 1, and letM be an upper
triangular matrices ring which entries are taken from the fitidn the study, it is established the necessary and
sufficient conditions for an element taken from the rilfg to be involutive. Also, whernR is finite, it is given

a result determining the number of involutive elements in timg M, and this result is supported
by numerical examples.

Keywords Involutive matrices, Triangular matrices, Matrix rings
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. GIRiS

Calisma boyuncaN, dagal sayilar kimesiniR, 1 birimli ve involutifleri (Bir a0 R elemanina, gr
a’ =1 ise, R’ nin bir involutif elemani denir) sadece1 ve 1 olan bir dgismeli halkay, |H R’ nin

eleman sayisiniT (n, R) ve T (o, R), sirasiyla, elemanlarR halkasindan alinam € N olmak (izere tum
n x n boyutlu tst tggensel matrisler halkasini ve sonsuz boyutlu st tggensel matrisler halkasini gosterecektir.

Matris teorisinde cailan 6zel tipli matrislerin (idempotent, involutif, nilpotent, tripotent vs) lineer
bilesimlerinin karakterizasyonu ile ilgili caimalara benzer olarak, halka teorisinde de 6zel tipli matrislerin
karakterizasyonu ile ilgili cadmalar son vyillarda ilgi gérmeye gamistir. 1991'de Hannah ve O’Meara, matris
halkalarinda, ¢ zamanli Uc¢gensel#érilebilir idempotent matrislerin carpimini karakterize eferidir [1].
2005'de Fosner, keyfi biF cismi UzerindeNX N boyutlu tim Ust tggensel idempotent matrislerin kismi sirali
kiimelerinin otomorfizmalarini koruyarak ortogonghi genel formunu elde etstir [2]. 2009'da Chen ve
arkadalari, elemanlari, d@smeli olan bir idempotent ve bir birimin toplami olarak tek turli ifade edilebilen
halkalar tUzerinde ¢aimiglardir [3]. 2016 yilinda Ying ve arkaglari, ilk olarak bir R halkasinin her elemaninin
degismeli bir idempotent ve bir tripotentin toplami olmasinin gerek ve yetgidlkoni; daha sonra her elemanin
degismeli iki idempotentin toplami veya farki olmasi igin gerek ve yetgulkar1 ve son olarak her elemanin
desismeli iki tripotentin toplami olmasi igin gerek ve yeterlari argtirmiglardir [4]. 2017'de Sheibani ve
Chen, her eleman bir tripotent ve bir nilpotent matrisin toplami olan bir matris halkas! Uzerigdeleal
yapmeslardir [5]. 2018'de Zhou, 6nce, her elemani, bigetleri ile dgismeli olan bir nilpotent, bir idempotent
ve bir tripotentin toplami olan halkalar, daha sonra da her elemani,darledi ile dgismeli olan bir nilpotent
ve iki tripotentin toplami olan halkalar Gzerinde gaalar yapmytir [6]. 2018’de Danchev, elemanlari, ¢ tane
degismeli idempotentin toplami veya iki tane gilgneli idempotentin negatif toplami olan halkalar Gzerinde
calsmistir [7]. 2019'da Cheraghpour ve Ghosseiri, sonlu Ifrcismi Uzerindeki bir matris halkasinin
idempotentlerinin ve sifir bélenlerinin sayisini hesapdirdir [8]. Yine 2019'da Tang ve arkagdiari, Hirano-
Tomigana’nin her elemani iki idempotentin toplami olan halkalar Gizerindekimgesh (bkz: [11]) ve Seguins
Pazzis'in pozitif karakteristikli bir cisim Uzerindeki her matrisin, idempotentlerin toplamingtiaymasi ile
ilgili calismasindan (bkz: [12]) esinlenerek birgtigneli halka Uzerinde U¢ idempotent ve ¢ involutif matrisin
toplami olan matrisleri incelegiérdir [9]. Yine 2019’da Hou, Uc¢gensel matris halkalarinda idempotentlerin
yapisini inceleyerek, halkanin sonlu boyutlu olmasi durumunda bu tip matrislerin sayisini belirleyen bir sonug
elde etmgtir [10].

Bu calsmada once, Ucgensel matris halkalarinda idempotent matrislerin karakterizasyonuna benzer
sekilde t¢cgensel matris halkalarinda involutif matrislerin yapisi karakterize edilecektir. Sonra, halkanin sonlu
boyutlu olmasi durumunda bu tip matrislerin sayisini ortaya koyan bir sonug¢ verilecektir.

II. ANA SONUCLAR

M, T(n,R) veya T (0, R) olmak uzere A:[a]-] UM bir involutif eleman olsun.A? = |
oldugundan,

aiia‘j+l+ a‘i,+la'+1,+1=01
aii aj+2 + a'i,+1a'+1,+2+ ﬁ',+ 2ia+i2,+ 2: 0’
883t @Rt BaaBie st iRy 58 0,

K
Zai,iﬂ 3414« =0,
=0
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elde edilir. R halkasi dgismeli oldusundan, bu denklemler sisteminigagidaki sisteme denk oldu agiktir.

a; =1,

(& +8.) @.,=0,

(& +8.2i22) @2t BaRns 2= 0

(B + Buarez) Raat BasPons o Ao 2Bizy =0, @

k=1
(aii T Qi w ) a « +Z Q4 Aix =0,
1=1
Boylece AOT (2,R) ve A’ =1 oldugunda (1) denklemlerindera O R keyfi olmak izere, A matrisinin
1 O +1 a
0 #1)'( 0 F1
bicimlerinden birine sahip olgu hemen gorilir.

Benzersekilde, AT (3,R) ve A’ =1 oldugunda, (1) denklemlerinderg, b R keyfi olmak tizere,A
matrisinin

1 a b)(#1 0O b)(+l1 a Fah2)(+1 0 O
O #¥2 0|, O 1 a OF1 b , 01 O
0O 0 #1){L 0 O F O 0 =1 0O 0=

bicimlerinden birine sahip oldiu kolaylikla gorulebilir.

Bu sekilde incelemeye devam edilerek, daha yiiksek boyutlu durumlar karakterize edilalitidaki teorem,
sonlu veya sonsuz boyutlu Ust tggensel matris halkalarindaki bir elemanin involutif olmasigiginasa
gereken 6zellikleri ortaya koyar.

Teorem 2.1. R, 1 birimli ve involutifleri sadece—1 ve 1 olan bir dgismeli halka olsunM |,
T (0, R) veyan € N olmak tzereT (n, R) matris halkasi olsun. Bu durumda, #x=[g,] 1 M matrisinin
involutif olmasinin gerek ve yeter gdlari,

i) Tum i lerigin & 0{-1,3 " dir,
i) <] icinegera; =a; ise, budurumda@®; =

i) 1 <] icineger a; # a ise,ai keyfidir

Ozelliklerinin sglanmasidir.
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ispat. A:[a]-], M ’nin bir involutif elemani olsun. Once gereklilik kismini ispatlayalin.
matrisinin elemanlarinin (1) denklem sisteminigladigl agiktir. R’nin involutifleri sadece -1 ve 1
oldugundan (1) denklem sisteminin ilk denklemind@n D{ —1,]} elde edilir. Bdylece (ijikki salanir.

A matrisinin ana kgegeninin tzerindeki Ust kégenlerin sayisk = j—i olsun. Ust k§egenlerde

i > j oldugundank > 1" dir. (i) ve (iii) siklarinin ispati igin,k =1 ve k >1 olmasi durumlarini ayri ayri
inceleyecgiz.

k =1 olmasi durumu.

(1) denklem sisteminin ikinci denkleminden,
(& *+8ue1) 2,250 2)

esitli gine sahibiz. &; D{—l,]} oldugu dikkate alinirsa (2)séli ginden; a; =g, ,, ise, &;,, =0 olduu ve
& # 8.4+ IS€, &, 'Nin keyfi secilebilecgi gorulur. Dolayistylak = 1 igin (ii) ve (iii) saglanr.

k >1 olmasi durumu.

(1) sisteminir(k+1) . denklemini ele alalim;

k-1
(aii+a+4<,i+k)qi+k+z Ay By =0 )
=

& D{—l,]} ve R’ nin birim elemanil oldusundan, ger &; = g, ;. ise,

2, & =y 4 =1lise

a1i+a+k,i+k:4(q+a*ki+k)_1:{_2 a =a =-1ise
) i +K i K

1 1 =
dir. Boylece (3)’ Un her iki taraﬂ(aii Ty ) ile carpilaraka, ; ,, = —Z(qi T Qi )Z &y F4ix
I=1
elde edilir. Dolayisiyla (iisikki sglanir.

Eger & # 8,4 ise, bu durumda & +8, 4 = olmalidir. Dolayisiyla (3)" ten
k-1
a;48y,« =0 elde edilir.
=1

aii aj +1 te a',i +k
Simdi, A( K, i) = Fasjn a@ * | matrisi, A matrisinin bir alt matrisi olsunA( K, i)
a1'+k,i+k

matrisini
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& a0 8
Alki)=| 0 B y (4)
O O a1‘+k,i+k

seklinde bir blok matris olarak yazalimA bir involutif matris oldgundan, A’ nin kdsegeni Uzerindeki bir

: . : - N_|& a
blogu olan  A(k,i) matrisi de involutiftir.  Dolayisiyla, A(k—1,|)= 0 5 ve

B vy

a1'+k,i+k

A(k-1i+1)= ( J blok matrisleri de involutiftr.

(A(k—l,i))2 = | oldugundan,

8’ aa+ap _(1 0
0 g ) o |

ve buradan

aa+aB=0 ve [ =1 )

bulunur. Benzesekilde, (A(k—l, i+ 1))2 = | oldugundan,

ﬂZ ﬁy+ya1'+k,i+k - l O
O a1'2+-k,i+k O 1

ve buradan,

lgy+ya+k,i+k =0 ve B°=1 (6)

elde edilir. B('jyleceﬁﬁ2 = eﬁk i =1 oldusu dikkate alinarak, (5) ve (6)'dan

, 1 0 a4 *aV+ 8. Ruiw
I=(Ak 1)) =0 I 0 @)
00 1

bulunur.
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Hatirlanirsa, Zanﬂq“k =0 idi. Bu sitligin sol yanindaki toplamay carpimina sittir.

Dolayisiyla, (7)'deki matrisin(l, k+]) . elemani (&, +%,-+k)ai+k ' ya esittir. Fakat, & 3,4 =0

oldugundan, bu eleman goudan O olur. Dolayisiyla, &, nin deseri ne olursa olsunA(k, i) matrisi
involutif olur. Boylece, (iii)sikki sglanir.

Yeterlilik kisminin ispatina gecelimh elemani teoremin (i), (i) ve (iiijiklarindakisartlari sglasin.
Gosterilmesi gerekedy matrisinin involutif oldgudur. Bunun icink Uzerinde timevarim uygulayaga.

Tum A(Z,i) alt matrislerinin involutif oldgunu gosterelim.

6\1 ai+1 ai,+2 ﬁ i@ﬂ i§+2 é ﬁa "li+1 |F"-’l+1| §1+1 ii @1 az i all +81+ 2°ii %uaa
0 aﬂi +1 a+:li,+2 0 "%‘+1;+1 a+]i,+2 =0 érljﬂ §1j+1 a]i,+2 Q1j+2“':‘}+2,+2 (8)
0 0 a+2j+2 0 0 Q+2j+2 0 0 azarzj+2

olup, (i) sikkindan dolayi aﬁ2 =1, 6\2+1j+l:1, 812+2’i+2 =1 oldugu aciktir. & = 8,444 ise, (ii) sikkindan
a;,, =0, dolayisiyla, & q;,,t %,+1a+1,+1:0’ dir. & # 8.y, ise, & *+38,,;,,=0, dolayisiyla
(aii + 3, +1) & 1= O olur. Boylece (8)in (1,2). elemard olur.

Benzersekilde,

Qigj+1 = Qg2 ise, (i) sikkindan, & .o =0 ve dolayisiyla CTIL: P - WP NN ,=0 olur.

Q1% Qigapise, Byt E}+2-’+2:0 ve buradan yine,(a1.+1j+1+ Q+2i,+2) a,,,,=0 olur. Boylece
(8)'in (2,3). elemani0 olur.

simdi, (1,3). elemani igin inceleme yapalind; = 3,,;,, Ve & % 8,,., durumlarini ayr ayri
inceleyecgiz.

& = g4z olmasi durumu.

Bu durumda, (iiyikkindan,

i+1

a1’,i+2 = _%(6\ a‘+2|+2) Z q a‘1+2 _%( q + a’r21+2) §+1ial,+2 (9)

I=i+1

o —1. 1 :
olur. Simdi, & =, ., =Llise, (9)dand,, = "2 23;,12,y., yani,

1
ai,i+2 :_E a,i+1a+lj,+2 (10)

elde edilir. Ote yandan
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aiiai+2+ a‘i,+1a+1|+2+ ﬁ|+ 2ia+i2,+ 2:(iia+i a=i 2+ )iiaf 2+iia+i1@' Y 2:2| a’r j-ii al 1Ta 1,

dir. Buradan, (10) dikkate alinirsa; @, @ 1R 42F @4 2Bi2s = 1B 08 1 F11%i1@ ¢ 70
olur.

: _ — 1. 1 .
Benzersekilde, & = @,,;,, = ~Lise, (9)dand,;,, = 2 (-2)3;.,8,1 ., vani

1
a1',i+2 :E ai+1a‘+1,+2 (11)
elde edilir. Ayrica,
&2t R aBrot BaaBioe = (@F 30 08y 1@y 728§ & R

olup, (11) dikkate alinirsa@y; @+ & 1By ot R4 aize 2~ "1 08 3 2118 1@ 4 70 bulunur,
Bdylece, (8)'in (1,3). elemanini@ oldugsu goralir.

a; * Qg2 olmasi durumu.

Bu durumda,& + 8.5+, =0 olmakla birlikte iki durum s6z konusudur:

1. & = 8,44, Olmasi durumu.

Bu durumda, (i)  sikkindan &= 0 oldugundan, (8)'in (1,3). elemani
(Qi 3.y +2) &t A 2™ O seklinde olur.

2. a; # g,,,, olmasi durumu.

Bu durumda, @i, = 8,940 ise (i)  sikkindan  a,;,,=0 oldugundan

(& + Qo +2) P W 0 olur,

Not edelim ki &; # 8,5, V& & 7 8,31 ken &,y;,, % ,5,, durumu imkansiz durumdur.

Boylece, her durumda, (8)'in (1,3). elemani dainfiedsr. Sonug olarak,A(2,1) matrisi involutiftir.

simdi, kabul edelim kiA(2, i), A(3,1) , ... A(k= Li) matrisleri timi ler igin involutif olsun.

ispatlamak istegiimiz A( K, i) " nin de heri igin involutif oldugudur.

A( K, i) matrisi, (4) biciminde yazilabildinden,
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& ga+af ay+(a+a..)a.

(A( K, I))2 =0 182 By + QY (12)
0 0 ai2+k,i+k

dir. Kabulimize gore

e o(3 2 (5 596 )

ve (13)
2 2
+ya., . | O
(A(k—l, i+]))2:(:3 14 ] — IB :By 2}/a1+k,|+k :( j
0 & 0 A vk 01
seklinde yazilabilir. Bu matrisséliklerinden,
a+al3=0
ga+ap a4
By+ya.ix =0
elde edilir. (14) gitliklerinin ilki ) ile sggdan, ikincisia ile soldan carpilirsa,
aay+apy=0
apy+aya, . =0
bulunur. Buradan
apy=-g,ay=—aya,,« (15)

olur.

& # Ju iy i€, (15)e goreqy =0 olmalidir. Ayricad; + g, ;, =0 du. B('jylece(A(k, i))2

nin (1,k+]) . elemani

ay+(aii+a'ﬂ<,i+k)a'jﬂ< =0 (16)
olur. Ayrica, (13)'ten

ol atm1ved, =] a7

dir. Ote yandargy, = @, ;, ise, (ii)sikkinin ikinci durumundan,
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. _ay
& = 8y —lised 5
ve
ay

- o==11 ==
a1| a+k,|++< Isea,ﬁk 2

bulunur. Yani,a; =3, ;, =1ise

a
ay"'(@i"'ehkhk)awk =ay+2q, :a'y+2_—J2/:0 (18)
ve 8 = gy 4 = ~1ise
a
ay"'(@i"'ehkhk)awk =ay-23, :ay—z?y:o (19)

oldugu gorulir. Boylece, (12)'deki matris ile birlikt€l4), (16), (17), (18) ve (19)silikleri dikkate alinarak
(A(k, i))2 = | bulunur.

Sonug olarak,A’ nin Ust U¢gensel bir matris halkasinda bir intiblmatris olmasi icin gerek ve yeter
kosullar kiimesinin (i), (i) ve (iii) olmasi gerelii gorilmds olur.

Sonug¢ 2.2. R, 1 birimli, involutifleri sadece-1 ve 1 olan bir dgismeli halka 0Isun.|H, R

halkasindaki eleman sayisini gostersin. Bu durunmapozitif bir tamsay! olmak uzereT (n, R) matris
halkasindaki involutiflerin sayisi,

N ()=

k=0
ifadesi ile verilir.

ispat. Teorem 2.1’e goreT (n, R) 'deki iist tiggensel involutif matrislerin sayisimalarak & # aﬂ

olan k&segen eleman ciftine ghdir. Bu olasiliklari hesaplamak i(;irdi D{ —1,]} , 1= 1,...n, olmak uzere,
d,
d, o i

d=| ° | vektorini tanimlayalimA ile, i <j ve di ¢dj olmak Uzere (di,dj) ¢iftlerinin sayisini
d

100
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fi G
e || 9] » i _
gosterelim. f =| “ |, g=| 7|, i=1...,n icin f,q D{O,f} ve f. # 0 olmak tizered = f — g
fn gn

olarak yazilabilir. A'nin ayni zamandd < j ve fi z fj olan (fi, fj) ikililerinin sayisina da gt oldugunu
gormek kolaydir.

F, i. satir ve ]. siitundaki elemant,

(20)

1, f=#f
fi(l_ fj)+(1_ fi )fj = 0 f=f

olan n x n boyutlu bir matris olsun. (20)’'nin sol tarak, vektord, tim elemanlad olan n -boyutlu bir vektor
olmak lzere,F = f (e— f)'+(e— f) f' olarak yazilabilegéni gosterir.e' Fe, F ' nin elemanlari toplami,
k =¢e' f, f 'deki elemanlarin toplami va = e' e oldugu aciktir.

A, F 'deki elemanlarin toplaminin yarisingiteoldugundan,

p=cre-dle Jrle T e (ol e )TId (emelld X o

elde edilir. A, f’ de goriinen0 ve 1 elemanlarinin; dolayisiylal ' de goérinenl ve —1 elemanlarinin
sirasindan Bamsizdir. Sonug olarak, anage@en tzerindé tanel elemaninin ven — k tane-1 elemaninin

her bir duzenlemeS||,R| (19 tane Ust Ucgensel involutif matrise goéturir. Bdlylediizenlemeyi se¢gmek igin
n!
ki(n-K)!

tane yol oldgundan ispat tamamlanir.

(1) denklem sisteminin altinda verileBx 2 boyutlu matris 6rneklerine bakifginda, ana kgegen
Uzerinde2 tanel elemanini icered tane; 2 tane—1 elemanini icered tane vel tanel elemanini iceripl
tane de—1 elemanini icerer? tane matris vardir. Fakat, bu son iki matris, Kigegen zerindd. tane keyfi

eleman icerir. Yani toplamd2 + 2|R| tane 2 x 2 boyutlu Ust tiggensel involutif matris vardir.

Ote yandan, Sonug 2.2’ ye gor2x 2 boyutlu tst ticgensel involutif matrislerin sayiain
2 2! K(2-K)
N(2,R) = ——
(2R) ;k!(Z—k)!m

-2 R

oldugu agiktir. Bu durum,2x 2 boyutlu matrisler igin verilen drneklerin, Sonu@4le uyumlu oldgunu
gOsterir.
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Benzersekilde, 3% 3 boyutlu matrisler icin verilen érneklere bakgdhda, ana kfegen lizerinde2
tane —1 elemanini vel tanel elemanini iceren matris sayi81 (Ust k&egenler Uzerinde ikér tane keyfi
degisken iceren);1 tane —1 elemanini ve2 tanelelemanini iceren matris sayi3i (Ust kegenler Uizerinde
ikiser tane keyfi dgisken iceren);3 tanel elemanini iceren matris saykive 3 tane —1 elemanini igeren
matris sayist 1 dir. Yani, 3x3 boyutlu Ust (dcgensel involutif matrislerin  sayisi

3R +3 R’ +1+ 1= 2+ § R d.

Ote yandan, Sonug 2.2'ye gore,

N R iR

k=0
=2 R

oldugu gortlmektedir. Dolayisiyla, verilen 6rnekler, &Qr2.2’ yi dgrular niteliktedir.

NOT: Sonug 2.2’ dekik(n— k) ifadesi, ana kfegen Uzerindek tanel’in, n-k tane -1’ in
bulund@u matrislerin Ust kgegenleri Uzerindeki keyfi ggsken sayisini ifade eder. Ayricax 2 boyutlu Ust
Ucgensel involutiflerin4 farkh formu, 3x 3 boyutlu Ust tGggensel involutiflerii® farkli formunun mevcut

oldugu goérilmektedir. Bu say|lar|r’22 ve 2 sayllarindan ibaret olguna dikkat edelim. Burada, tabanddki
say|5|{—1,]} kimesinin eleman sayisini, kuvvetlerdeki sayike, imatrislerin mertebesini belirtir. Bu tip

ornekler, N > 3 tamsayilari igin de gegietilebilir.
TESEKKUR

Yazarlar, makalenin sunumuna katkglsgan yapici ve gefirici 6nerileri ve dgerli yorumlari igin
hakemlere tgekkir etmektedirler.
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