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Polihedral Kiime-Degerli Doniisiimlerin Yardimiyla Bir Esitsizlik
Sisteminin Coziilebilirligi Uzerine

On the Solvability of an Inequality System via Polyhedral Convex Set-Valued Mappings

Ozkan DEGER!
L [stanbul Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii, Vezneciler, 34134, Istanbul, T, tirkiye

Oz

Kiime-degerli doniisimlerin bilimsel, teknik ve diger akademik disiplinlerdeki ¢esitli ¢alismalarda ortaya ¢ikan problemlerin
¢oziimiinde temel bir matematiksel arag olarak kullanilmas1 giinden giine hizla artmaktadir. Ornegin dogrusal olmayan analiz,
dogrusal olmayan programlama, matematiksel ekonomi ve isletme, optimal kontrol teorisi, biyoloji, yapay zeka ve daha birgok
arastirma alanlarinda ortaya ¢ikan problemlere kiime-degerli dontistimler ve onlara ait teoriler ile ¢6ziim bulunabilmektedir.
Bu galigmada x € R™, y € R™,y > 0, A birr X n matris, B bir r X m matris olmak tizere bir (xq, ¥y) € R™ X R™ igin Axy —
By, < 0 esitsizliginin gerceklesmesi durumunda polihedral kiime-degerli doniisiimler kullanilarak Ax — By < 0 seklinde
verilen bir esitsizlik sisteminin herhangi bir x igin y’ye gore ¢6ziilebilir olabilmesi i¢in bir yeter kosul verilmektedir. Bu amagla
once, verilen esitsizlik sistemi uygun bir konveks kiime-degerli doniigiim ile ifade edildi sonra da o kiime-degerli doniisiimiin
eslenik doniisiimii belirlendi.

Anahtar Kelimeler: Polihedral kiime-degerli doniistimler, Dogrusal esitsizlik sistemlerinin ¢oziimleri, Eslenik kiime-degerli
doniisimler, Konveks analiz, Yeter kosullar

Abstract

The use of set-valued mappings as a basic mathematical tool in solving problems arising in various studies in scientific,
technical and other academic disciplines is increasing day by day. For example, one can be found solutions with using set-
valued mappings and their relaited theories to some problems that arise in nonlinear analysis, nonlinear programming,
mathematical economics and management, optimal control theory, biology, artificial intelligence and many other research
areas. In this work, using by polyhedral set-valued mapping we get a sufficient condition for an inequality system given as
Ax — By < 0 to be solvable according to y for any x, where x € R*, y e R™,y >0, Aisan r X n matrix, B isanr xm
matrix and Ax, — By, < 0 is satisfied for a point (x,, y,) € R™ x R™. For this purpose firstly, the given inequality system is
expressed with a suitable convex set-valued mapping and then the conjugate mapping of that set-valued mapping is determined.
Keywords: Polyhedral set-valued mappings, Solutions of linear inequality systems, Conjugate set-valued mappings, Convex
analysis, Sufficient conditions

. GIRIS

Bu caligmanin amaci x € R", y € R™,y > 0, A bir r X n matris, B bir r X m matris olmak iizere bir (x,,y,) €
R™ X R™ i¢in Axy, — By, < 0 esitsizliginin ger¢eklesmesi durumunda Ax — By < 0 seklinde verilen esitsizlik
sisteminin herhangi bir x i¢in y’ye gore ¢oziilebilir olabilmesi i¢in polihedral kiime-degerli doniistimlerin eslenik
doniigiimlerini kullanarak bir yeter kosul vermektir. Bu amagla Pshenichnyi tarafindan [1]’de verilmis olan yerel
eslenik kiime-degerli doniisiim kavrami yerel bir degisken barindirdigindan konveks optimizasyon problemlerinde
gerek ve yeter kosullar1 belirlemede kullanilabilmektedir. Bu kavram Rockafellar’in [2]’de verdigi kiime-degerli
doniistimlerin bir genellestirilmisi olan “bifunction” kavramu ile yakindan iliskili olmakla beraber “bifunction”
kavram daha c¢ok dualite problemlerinin ispati i¢in kullanilmaktadir. Ote yandan bir lineer programlama
probleminin uygun ¢6ziimler kiimesi konveks polihedral bir kiime olarak yazilabildiginden polihedral kiimeler
lineer programlama problemlerinde 6nemli bir role sahiptir. Kiime degerli doniisiimlerin 6zel bir hali olan
polihedral kiime-degerli dontisiimler ve bu tip kiime-degerli doniigiimleri barindiran bir takim diskret ve
diferansiyel igermeli problemlerin optimizasyonu Mahmudov ve Ogrencileri tarafindan [3,4,5,6,7]’de ele
almmustir.

II. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde konveks analizde kullanilan ve bu ¢alismanin konusu olan bazi temel kavramlar tanitilacaktir. Bu
amagla yalnizca caligsma igerisinde referans verilecek tanim, 6nerme, teorem ve sonuglara kendi aralarinda
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siralanacak bi¢imde numara verilmigtir. Ayrica daha
onceden bilinen 6nerme, teorem ve sonuglarin ispatlari
tekrardan kacinmak icin referans gosterilerek
verilecektir. Konveks analize ait kavramlar ve sonuglar
ile ilgili derinlemesine bilgi icin [2,8,9] kaynaklarina
bakilmalidir.

R reel sayilar kiimesi olmak iizere her i = 1,...,n igin
x! € R gergekleyen x = (x1,...,x™) vektérlerinin n-
boyutlu Oklid uzayr R" ile gosterilecektir. x;,x, € R"
vektorleri igin i¢ carpim (x;, x,) = Y%, xixl vebuig
carpim yardimiyla da bir x € R™ vektoriiniin normu
[lx]l = +/{x,x) seklinde tamimlanacaktir. x;,x, € R"
vektorleri i¢in x; < x, yaziligt ile her biri =1,...,n
icin x! < x{ esitsizliklerinin gerceklestigi ifade
edilecektir. Sifir reel sayisi ile ilgili uzaydaki sifir
vektorii olan orijin ayni1 0 semboli ile gosterilecektir.

Bir K € R" kiimesi ancak ve yalniz her x,, x, € K ve
her 0 <A<1 igin (1 —-A)x; +Ax, € K icermesini
saglandiginda konveks olarak adlandirilir. K kiimesinin
ici int K, kapanis1 K, afin ortiisii af f(K) ve izafi ici
ri K ile gosterilecektir.

Onerme 1. [1] @ # K S R™ konveks bir kiime olmak
tizere daima ri K # @ gecerlidir.

Eger K S R™ kiimesi sonlu sayidaki kapali yari-uzayimn
kesisimi olarak ifade edilebiliyorsa, yani i = 1,2,..,r
icin b; ER™ ve a; € R olmak iizere (x,b;) < a;
bicimindeki sonlu sayida esitsizlikler sisteminin
¢Oziimii ise K kiimesi bir polihedral kiime denir.
Dolayistyla herhangi bir polihedral kiime A bir r x n
matris ve b bir r-boyutlu siitun vektor olmak iizere {x €
R™ : Ax < b} kiimesi ile ifade edilebilir. Tanim geregi
polihedral kiimeler kapali ve konveks bir kiimelerdir.

Bir @ # K € R™ kiimesi her A > 0 ve her x € K igin
Ax € K igermesini  gercekliyorsa koni olarak
adlandirilir. Eger bu K kiimesi ayni zamanda konveks
ise 0 zaman bu koniye konveks koni denir.

Tanmm 1. Konveks bir K konisinin dual konisi K* =
{x* € R": Vx € Kicin (x,x*) = 0 } seklinde
tanimlanan kapali ve konveks bir konidir.

Onerme 2. [8, 9] Herhangi bir @ # K € R™ konveks
konisi icin K** = K bagintis1 gegerlidir.

X ve Y sonlu boyutlu Oklid uzaylari ve Z =X XY
olsun. Herhangi bir M < Z kiimesini gdz oniine alinsin.
Bu durumda M kiimesi her x € X i¢in F(x) = {y:
(x,y) € M} bagntisi ile bir F(x) € Y kiimesi belirler.
Bu F bagntisina X ten Y’ye bir kiime-degerli doniisiim
denir ve kisaca F:X — P(Y) bigiminde ifade edilir,
burada P(Y) ile Y kiimesinin tiim alt kiimelerinin
kiimesi olan Y  kiimesinin  kuvvet kiimesi
gosterilmektedir. Bu calismada bundan sonra aksi
soylenmedik¢e F doniigiimil ile F: X — P(Y) kiime-
degerli doniigiimii kastedilecektir.
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Bir F kiime-degerli doniisiimiine iligkin asagidaki iki
kiime tanimlanir:

domF ={x:F(x) #0} X ve
gphF={(x,y) :y € F(x)} S X xY.

Dikkat edilirse gph F kiimesi F kiime-degerli
doniistimiinii tek tiirlii belirleyen bir kiimedir.

Tamm 2. Eger gph F kiimesi X X Y’de konveks bir
kiime ise F doniisiimiine konveks kiime-degerli
doniistim denir. Bu durumda herhangi x,, x, € X ve
0 < A < 1i¢in agagidaki

F((Q=Dx; + 2x,) 2 1= DF () +AF(xy) (1)

kapsama gerceklesir.

@ # K konveks bir kiime oldugunda cone(K)
={Ax: 1> 0, x € K} seklinde olusturulan kiimeye
K kiimesinin dogurdugu konveks koni denir.

Tamm 3. F bir konveks doniisiim oldugunda
Zy = (x9,¥0) € gph F olmak iizere

KgphF(ZO) = Cone(gph F - ZO)
= { (fvy) X = /1(36 _xO)!y = /1(_’)’ —}’o),

&)

seklinde tanimlanan koniye konveks gph F kiimesinin
Zy € gph F noktasindaki teget yonler konisi denir.

A>0,(x,y) € gphF}

z € gph F olmak {izere Kgp,p, r (2) konveks konisinin
belirledigi konveks kiime-degerli doniisimii

F(%2) ={y: (%,9) € Kgpn r (2)} (3)

ile gosterilir [5,8,9].

Tammm 4. F bir konveks donisim, z € gph F ve
Kgpn r () konisi Ky p (z) konisinin dual konisi
olmak {izere

Fr(y52) = {x": (=x",y") € Kjpu 1 (2)} (4)
seklinde tanimlanan kiime—degerli donisime F

doniistimiiniin z € gph F noktasindaki yerel eslenik
doniisiimii denir.

Sonug 1. Dual koni ve yerel eslenik doniisiim tanimlari
kullanilarak x* € F*(y*; z) igermesinin gergeklesmesi
igin gerek ve yeter kosulun her (¥, y) € Kgpp ¢ (2) igin
—(X,x*) + (X, y*) = 0 esitsizliginin saglanmas1 oldugu
sonucuna varilir.

Eger gph F kiimesi X X Y’de polihedral bir kiime ise F
doniisiimiine bir polihedral doniisiim denir. Polihedral
kiimelerin konveks olduklari bilgisi ve Tanim 2 birlikte
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ele alindiginda boyle bir F doniisiimiiniin konveks bir
doniistim oldugu goriiliir.

Teorem 1. [5, 8 x€R", yeR™ A bir rxn
matris, B bir r x n matris, AT ve BT sirasiyla A ve B
matrislerinin transpozeleri, d vektorii r-boyutlu bir
situn vektér olmak tizere gph F = {(x,y): Ax —
By < d} polihedral doniistimii verilsin. Bu durumda
gph F kiimesinin z, € gph F noktasindaki K, r (z,)
teget yonler konisinin dual konisi asagidaki konidir;
Koonr(z)) ={ (", y) s x*=—-A"u, y" =By
0<ueR"}
I11. BULGULAR VE TARTISMA
Bu boliimde x € R™, y € R™ ve A bir r X n matris, B
bir r X m matris olmak tizere

Ax—By<0,y=0 ®)
esitsizlik sisteminin herhangi bir x igin y’ye gore
¢oziilebilirligi problemi  kiime-degerli  doniisiim

kavramimi kullanarak ele alinacak ve eslenik kiime-
degerli doniisiim yardimiyla ¢oziilebilirligi igin bir
yeter kosul verilecektir.

Simdi (5) sistemine karsilik gelen asagidaki F:R™ —
P(R™) kiime-degerli doniigiimii tanimlayalim,

F(x)={y: Ax—By <0, y =0}

Bu durumda (5) sisteminin ¢oziilebilirligi problemi
F(x) # @  saglanmasi  durumunda  kosullarin
belirlenmesine problemine indirgenmis olur.

Onerme 3. F(%5z2) ={y: (%)) € Kypnr(2)}
seklinde tanimlanan bir kiime-degerli doniisiim x’ye
gore pozitif homojendir.

Ispat. 1 > 0 olmak iizere Esitlik (3) kullanilarak

F(Ax;z) = {y

: (A%,5) € Kgpn r(2)}
2 (;z, %) € ng(z)}
V 1

(53) 4m 0]

(53) € fonr09)
= (A7 : (%, %) € Kypn r(2)}
My (%,9) € Kypn r(2)}
AF(x;z)

K, bir

oldugundan A > 0 i¢in %Kgph F(2) = Kygpn £(2) esitligi

bulunur.  Burada, pnr(2)  kiimesi koni

saglanacagi icin (x) esitligi gecerlidir.

Sonu¢ 2. dom F(-;z) kiimesi R™de konveks bir
konidir.

Ispat. gph F(-;2) = Kypp £ (2) Ve Kgpp p(2) konveks
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oldugu i¢in Tamim 2 nedeniyle F(-;z) konveks bir
kiime-degerli doniigiimdiir. Bu durumda dom F(-;z)
kiimesi R™’de konveks bir kiimedir. Clinkii 0 <A <1
ve X, X, € dom F(-;z) igin Esitlik (1) nedeniyle
F(Ax; + (1 = Dxy;2) 2AF(k;2) + (1 = DF(X;2) = @

gecerlidir. Ustelik ¥ € dom F(-;z) ve A > 0 igin AX €
dom F(-;z) gergeklesir. Ciinkii X € dom F(-;z) ise
F(x;z) # @ olup Onerme 3 nedeniyle F(AX;z) =
AF(x;2z) # @ gergeklesir bu ise AXx € dom F(-;z2)
demektir. Suhalde dom F (- ; z) kiimesi R™’de konveks
bir konidir.

Onerme 4. (dom F (- ;Z))* = —F*(0; z) gegerlidir.

Ispat. dom F(-;z) kiimesinin Sonu¢ 2 nedeniyle
R™’de konveks bir koni oldugu goz Oniine alinirsa
asagida hesaplanan dual konisinden soz edilebilir. Bu
durumda Tanim 1 ve Sonug 1 yardimiyla

(dom F( ;Z))*

= {x*: Vx € dom F(:;z) i¢in (X, x*) = 0}

= {x": V(%,9) € Kypnr(2) igin (x,x*) + (¥,0) > 0}
= {x* : (x,0) € ;phF(z)}

= —{—x* : (x,0) € K*phF(z)}

{x": (=x",0) € Kjpp p(2)}

= —F'(0;2)

elde edilir.

Onerme 5. (dom F (- ;Z))* ={0}isedom F(-;2) =
R"™ olur.

Ispat. K := dom F(-;z) diyelim. Sonu¢ 2 nedeniyle
K € R™ konveks konidir. Dolayisiyla Onerme 2
yardimyla K = K** = {0}* = R" elde edilir. Yani K
konveks konisi R™ uzayinda yogundur. Simdi iddiamiz
K =R" oldugudur. Bunun igin R" c
Kgerceklendigini  gostermek yeterlidir. Eger bu
kapsama gegerli olmasaydi i, € K gergekleyen bir
%, € R™ elemani var olurdu. Ote yandan K bir konveks
koni ve K = R" oldugu i¢in konveks analiz kavramlari
yardimiyla K konisinin afin ortiisiiniin af f(K) = R"
oldugu goriiliir. Bu durumda K konveks konisinin igi
ile izafi ici ¢akisir, yani int K = ri K olur. Onerme 1
nedeniyle konveks K kiimesinin izafi i¢i bos degildir.
Boylece i, € int K(# @) olmak iizere X := 2%, — X;
noktasini tanimlayabiliriz. K konveks konisi R™
uzayinda yogun oldugundan Vk € N i¢in X, € K ve

]lim X, = X kosulunu saglayan bir (%)) dizisi vardir.
—00

Simdi Vk € N i¢in elemanlari

(6)

seklinde tanimlanan (x;) dizisini gdz Oniine alalim.
llm fk = llm 23?0 - ﬁk = 2)?0 - 52 = 2.’)?0 - (2)?0 -
k—o k—oo

X,) = X%, bulunur. Bu durumda i, € int K oldugundan
yeterince biiylik k € N dogal sayilari i¢in X, € K olur.

fk = 2)?0 _)?k
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Sonug olarak Esitlik (6)’dan %, = gfk +§£k ve K
ek €K
konveks oldugundan x, € K bulunur ki bu durum x, ¢
K olmasi ile geligir. Dolayisiyla R™ € K kapsamasi
gegerlidir ve sonugta K = dom F(-;z) = R™ bulunur.

Teorem 2. F bir konveks kiime-degerli doniisiim
olmak tizere z = (xq,¥,) € gph F ve F*(0;z) = {0}
gerceklessin. Bu durumda 6yle bir 6 > 0 sayisi vardir
ki ||x|| <& saglayan her X € R™ igin F(xy + X) # 0
olur.

Ispat. F*(0; z) = {0} oldugundan Onerme 4 nedeniyle
(dom F(-;2))" = {0} olur, bu durumda Onerme 5
nedeniyle dom F(:;z) = R™ bulunur. Herhangi bir
x € R® verilsin. Bu durumda x € domF(-;2z)
olacagindan (X,¥) € Kgpp, r(2) icermesini saglayan bir
y noktast vardir. Dolayisiyla Tanim 3’teki Esitlik (2)
yardimiyla ¥ = y(x —x,) ve y =y(y —y,) olacak
bi¢imde bir y > 0 sayisi ve bir (x,y) € gph F elemam
vardir. Eger § = ]3/ > 0 olarak segilirse 0 <A <6

saglayan her A icin gph F kiimesinin konveks olmasi
ve 0 < Ay < 1 nedeniyle

(xo + A%, ¥ + AY) = (xp + Ay (x — %0), Yo + Ay (¥ —
yo)) = (1 = A)xo + Ayx, (1 = A¥)yo + Ayy) € gph F

icermesi gerceklesir. Bu ise F(x, + AX) # @ olmasi
demektir. Ote yandan i = 1,2, ...,n+ 1 olmak {iizere
Oyle uygun X%; € R™ vektorleri bulunabilir ki S =
MF + %, + -+ Ay i Ay = 0ve Y, =
1} seklinde olusturulan konveks kiime (bu tiir kiimelere
n-boyutlu simpleks denir) orijini bir i¢ nokta olarak
icerir [10, s.123]. Yani R™’de oyle n+ 1 tane %;
vektorleri bulunabilir ki bu vektorlerin konveks ortiisii
olan S konveks kiimesi i¢in 0 € int S gergeklesir. Bu
durumda bu vektorlerin boylar1 istenildigi kadar
kisaltilsa da 0 € intS saglanir. Dolayisiyla
1,2,..,n+1, olmak iizere 0<A; <§ seklinde
secilen uygun A; sayilari yardimiyla tanimlanan X;
A%, vektorleri igin  F(xq + ;) # @ gerceklesir.
Boylece orijinin § komsulugundaki her X noktast yani
||| < & saglayan her ¥ noktasi, A; = 0ve YA, =
1 olmak f{izere x = Ay + Ay, + -+ A1 Xnsq
biciminde ifade edilebilir. Bu durumda ||X|| <&
saglayan her x noktasi i¢in Tanim 2’deki Esitlik (1)
kullanilarak

[ =

n+1 n+1
F(xo+X)=F (Z Ai(xo + fi)) 2 Z AiF(xg + %) # 0
i=1 i=1

elde edilir.

Sonu¢ 3. x € R", y € R™ ve A bir r X n matris, B bir
rxm matris, U={u=>0: BTu <0} olmak iizere
U < Ker AT gergeklegsin. Bu durumda Ax — By < 0,
vy = 0 esitsizlik sistemi herhangi bir x i¢in y’ye gore
¢oziilebilirdir. Burada AT ile A matrisinin transpozu ve
Ker A ile de A matrisinin ¢ekirdegi gosterilmektedir.
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Ispat. Grafigi gph F = {(x,y): Ax — By < 0,y > 0}
olan polihedral kiime-degerli F doniisiimiinii g6z 6niine
alalim. gph F kiimesi tanimi geregi R™™ uzayinda
polihedral bir kiime oldugu i¢in F doniisimi
konvekstir. 0 := (0,0) € gph F oldugu agiktir. Dikkat
edilirse Teorem 2’nin ifadesinde bulunan F*(0;z)
ifadesi Esitlik (4)’teki y* = 0 haline denk gelmektedir.
Dolayisiyla x, = 0,y, = 0 ve Esitlik (4)’te y* =0
alinirsa Teorem 2’nin kosullar1 saglanir. Ote yandan
Teorem 1°de z, = (0,0) ve y € R™ olarak alinirsa
Kgpn r (2o) konisinin dual konisi
aonr(0) = { (%, y") 1 x* = =ATu,y* = BTu +v,
0<u€eR,0<veR™}
={(-A"™u,BTu+v): 0<uE€ER,
0<veR™}

olarak hesaplanir. Bu durumda Tanim 4’teki Esitlik (4)
geregi F*(y;0)={A"u: y*=BTu+v, 0<ue
R",0 < v € R™} olur. O halde Teorem 2 nedeniyle
F*(0;0) = {0} kosulunun gergeklesmesi, B*u <0
kosulunun saglayan 0 <u vektdrlerinin  ATu=0
esitligini saglamasima denk olur. Baska bir deyisle
Ax — By <0, y = 0 esitsizlik sisteminin herhangi bir
x €ER" i¢in y’ye gore ¢ozilebilir olmast igin U =
fu=0: BTu<0} olmak iizere U S KerAT
kapsamasinin ger¢eklesmesi yeterli olur.

IV.SONUC VE DEGERLENDIRMELER
Bu calisgmada x € R", y e R™,y >0, A bir rxn
matris, B bir r X m matris olmak {izere bir (xg,y,) €
R*x R™ igin  Axy— By, <0 esitsizliginin
gerceklesmesi  durumunda Ax — By < 0 seklinde
verilen esitsizlik sisteminin herhangi bir x i¢in y’ye
gore ¢oziilebilirligi problemi ele alindi. Bu problem,
once [3,5,8]’de incelenen polihedral kiime-degerli
doniistimler yardimiyla farkli bir bigimde ifade edildi,
sonra da [1]’de verilmis olan yerel eslenik kiime-
degerli doniisiim kavrami kullanilarak Sonug 3°te ifade
edilen bir yeter kosul verildi. Benzer yontem
kullanilarak farkli esitlik ya da esitsizlik sistemlerinin
cozillebilirligi veya daha genel olarak bir kapali
fonksiyon yardimiyla verilmis bir denklemin bir
noktanin komsulugunda ¢oziilebilirligi icin yeter
kosullar tespit edilebilir.
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