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Bu calismada, L, ; n. Lucas sayisini gostermek iizere C = [Lk+max(i,j)—1j|nj:1 seklinde bir Max matrisi tanimladik

i
ve bu matrisin determinant, ters ve norm gibi baz1 ézelliklerini inceledik. ilk olarak, genel Max matrisi igin
bilinen sonuglar1 kullanarak C matrisinin determinantini ve tersini verdik. Daha sonra, C matrisinin Oklid normu
igin bir esitlik ve spektral normu igin bir {ist simir olusturduk. Son olarak, C matrisinin Hadamard tersinin
determinantini ve tersini hesapladik.
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An Application of Lucas Numbers in Max Matrices

ABSTRACT

In this study, we have defined a Max matrix as C = |:Lk+ma>(| J)—l:r]: and have examined its some properties,

such as determinant, inverse and norm, where L denotes the nth Lucas number. First, we have given the

determinant and inverse of matrix matrix C by using known results for general Max matrix. Then we have
established equality for Euclidean norm and an upper bound for the spectral norm of matrix C. Finally, we have
computed the determinant and inverse of Hadamard inverse of matrix C.

Keywords- Max Matrix, Inverse Matrix, Matrix Norm
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I.GIRIS

Ozel yapili matrislerden ikisi; elemanlar1 maksimum ve minimum kavramlarima bagh olarak tanimlanan
Max ve Min matrislerdir. Literatiirde, Max ve Min matris gesitlerine veya 6zel hallerine adina Max ve Min
matris denilmese de farkli zamanlarda rastlanilmaktadir. Bu calismalarla ilgili detayli bilgi, Max ve Min
matrisleri asagidaki gibi tanimlayan Mattila ve Haukkanen [1] tarafindan verilmistir.

Tamm 1.1. T={z,z,,...,z} kimesi sonlu reel sayilar kiimesi ve z <z,<..<z olmak iizere; elemanlari

min(z. z.)n seklinde tanimli (T)min matrisine ve elemanlari max(zi,zj)n seklinde tanimli (T)

i j= ij= max

matrisine sirastyla Min matris ve Max matris denir [1]. Bu matrisler agik olarak,

zl Zl Zl Zl Zl z2 23 Zn

Zl ZZ ZZ ZZ ZZ ZZ Z3 Zn
M=z 2 23 . | ve (T) =23 2, z, ... 1,

'z 7, 1 z, | 1z, 2z, z, Z, |

seklinde yazilir [1].

Mattila ve Haukkanen [1], bu (T)__ ve (T)_ matrislerini;

max

11 1|z -z, 0 .. 01 0
M=ot % =E e 0 o)
00 1 0 O z, |1 1 1
Ve
10 0]z 0 0 1 1
(T)mm _ 1 0110 z, ‘—zl 0 1 @
11 10 0 . zz)oo0 .1
seklinde carpanlarina ayirmislardir. Ayrica, yine ayni ¢aligmada yazarlar bu matrislerin determinantlarini
det(T) = znﬁ(zi -z,,) ve det(T) = zlln;i(zi+1 -7) (3)
i=1 i=1

sekinde ve uygun sartlar altinda (T)__ ve (T)_ matrislerinin terslerinin (i, j). elemanlarin sirastyla
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0, li-ij|>1,
, i=j=1
=17,
! + ! , l<i=j<n, (4)
L,—%4 LIy
L. i—j|=1
|zi -1,
1 1 L
+—=, i=j=n
Zn—l Zn Zn
ve
0, li-ij|>1
= i=j=1
2,(2,-1,)
! + ! , l<i=j<n, (5)
Li—4y Liu—g
1 . |i _ j| =1
-2
1 .
, | = J =N
Z,=Z,

olarak elde etmislerdir.

n

Bahsi ve Solak [2], A =[k+min(, j)-1]" _ ve B, =[k+max(i, j)—l]in‘j:1 matrislerini incelemisler ve bu

ij=1
matrislerin karakteristik polinomlar1 ile genellestirilmis Fibonacci sayilar1 arasindaki iligkileri vermislerdir.
Petroudi ve Pirouz [3], elemanlar1 Fibonacci sayilarindan olusan F =[F_ ., .,]7;, matrisinin determinantini,
tersini incelemisler ve spektral normu i¢in alt ve iist simirlar vermislerdir. Akyliz [4] yiiksek lisans tezinde,

. B=[FR

n

Petroudi ve Pirouz [3] tarafindan incelenen bu F matrisini A=[Fk+max(i’j)71] +min(i,j),1]i i

ij=1’
C= |:Lk+max(i, j)’l:|:j:1 ve D= [mein(i, J’)*l:l seklinde Fibonacci ve Lucas sayilarina bagh olarak genellestirerek bu
matrislerin  determinantlarini, terslerini, bazi normlarmi ve Hadamard terslerini incelemis ve
A= [kaax(iy J')flln,-:l matrisi ile iliskili elde edilen bazi bulgular [5] de verilmistir. Bu ¢aligmada ise, elemanlart

Lucas sayilari olan

Lk Lk+1 Lk+2 te Lk+n—1
Lk+l Lk+1 Lk+2 A Lk+n—l
C= |:Lk+max(i,j)—1:|i'j:1 =| L L., Lo - Lens (6)
_Lk+n—1 Lk+n—1 I‘k+n—1 Lk+n—1_
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matrisi ile ilgili aymi tez ¢aligmasinda elde edilmis bazi bulgular verilecektir. Dolayisiyla, buradan itibaren
caligmamizda bahsi gececek olan C matrisi yukaridaki (6) ile verilen matris olup, bu durum her defasinda
tekrarlanmayacaktir. Simdi, calismamizda faydalanacagimiz bazi temel bilgileri verelim.

Tanm 1.2. Ly =2 ve L =1 olmak lizere n>2 i¢in L, =L, +L, _, indirgeme bagintis1 ile tanimlanan say1
dizisi Lucas say1 dizisi olarak tanimlanir [6]. Bu say1 dizisi {Ln}n ile gosterilir. L, , n. Lucas sayis1 olarak ifade

edilir.

>0

n. Lucas sayist L,, Binet formiilii olarak da adlandirilan

Ly=a"+p" ()
formilii ile de bulunabilir [6]. Burada & = l*f ve f= 1"2‘/§ sayilart, x* —x—1=0 karakteristik denklemin
kokleridir.

Tamm 1.3. A= (a;),., Ve B=(b;),., olmak iizere AoB=(a;b;) ifadesine A ve B matrislerinin Hadamard

carpimu denir [7].

/Z|au| ve cf Z|bu| olmak iizere A ve B matrislerinin Hadamard
l<|<m 1<J<n

carpiminin spektral normu i¢in
[AeB], <r(A)c(B) (8)

esitsizligi gegerlidir [7].

i Jmen MAtrisinin Hadamard

ij

Tamm 1.4. a; #0 olmak iizere A =(ij seklinde tanimli matrise A= (g
tersi denir [7].

Tanim 1.5. A= (a; matrisinin Oklid normu

ij )mxn

I -5 ] o

i=1 j=1
seklinde tanimlanir [7].

Tamim 1.6. A matrisinin spektral normu; A" A matrisinin mutlak degerce en biiyiikk 6z degerinin karekokii
seklinde tanimlanir [7]. Genellikle spektral norm ||||2 sembolii ile gosterilir.

Lemma 1.7. 1+ X reel sayisi1 igin

IS 4 x"-1
K=l X+ X+ X" =
x-1

1
X (10)
k=0

ve
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”‘1k « _ (n=1)x™ —nx"+x 1
=he (x-1)° -

esitlikleri gegerlidir [3].

Il.BULGULAR

Bu béliimde, ¢aligmamizda elde ettigimiz bulgular verilecektir. Oncelikle, C matrisinin determinantini
ve tersini; (3) ve (4) ile verilen esitliklerde i=12,...,n i¢in z, =L,,,, segerek ve L, =L, ,+L, , esitligi de
kullanilarak Sonug 2.1 ve Sonug 2.2 deki gibi elde ederiz.

Sonuc 2.1. k>0 ve n>2 olmak iizere C matrisinin determinanti icin,

n-2
|C| = (_1)[”1 Lk+n—lH Lisica
i=0
yazilir.

Sonug 2.2. tij , C matrisinin tersinin (i, j). elemani olsun. Bu durumda, k >0 ve n= 2igin

0, li-j|>1
— 1 , i=j=1
Lk+i—2
— ! — ! , l<i=j<n
tij = Lk+i—3 Lk+i—2
S liml=
Lk+i—l - Lk+j—l|
1 1 .
— , i=j=n
Lk+i—1 Lk+i—3

seklindedir.

Teorem 2.3. C matrisinin Oklid normu,

1
”C"E = I:z(n-l-zmzt( - (n +1) L2n+2k—2 + L2k—2 ) - ( L2n+2k—1 - L2k—1 ) +2n (_1)k+n71:|2

esitligi ile hesaplanir.

ispat: Tanim 1.5, (7)’deki Binet Formiilii ve Lemma 1.7°deki esitlikler kullanilarak

”CHZE = i(ZI _1) Li”& = i(2| _1)(ak+i71 + ﬂkﬂ,l )2
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_ z[iiazkfz (a2 )i + iiﬁZkQ (,82 )‘ + zii(_l)mHj

_(iaZk—Z (a2 )‘ 4 N pr? (ﬁz )‘ 4 Zi (_1)k+i—1j

_ 2(2”: i 2k 2(052) +Z|ﬂ2k 2( z)i +Zii(_1)k+i71j
_(ﬁflazk (az)i + S B (ﬂz )‘ +2i (_l)k+i—1j

L o M) (08

+2ii(_l)k+i—lj_{a2k (0;2) _1+,32k ( 22)_;1“'_2":2(_1)[(“_1}
_ 2|:n(a2k+2n +ﬂ2k+2n)_(n+1)(a2k+2n—2 +ﬁ2k+2n—2)+(a2k—2 +ﬁ2k—2):|

_|:(a2k+2n—1 + ﬂ2k+2n—1)_(a2k—1 +ﬂ2k71):| + Zn(_l)km—l

= 2[”'—2k+2n —(N+)Ly 0, + L2k—2]_[L2k+2n—l - sz—l] +2n(-p<nt
elde edilir.

Teorem 2.4. C matrisinin spektral normu igin,

”C"z = \/nLim—l ((n _1) Li+n—1 +1)

seklinde bir tist sinir vardir.

ispat: C matrisini iki matrisin Hadamard garpimi olarak,

Lk 1 1 1 1 Lk+1 Lk+2 Lk+n—1
I‘k+1 I‘k+1 1 1 l 1 Lk+2 Lk+n—1
C=l L L. L. - 1 o1 1 1 Lns
Lk+n—1 Lk+n—1 Lk+n—1 I-k+n—1 l 1 1 1
=XoY

seklinde yazalim. Bu durumda,
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r(X) rlDE)n( i|xi,j|2 = \lnLiJrn—l
j=1
ve

= ‘\l (n _1)Li+n—1 +1

seklindedir. (8) esitsizligine gore,

c(Y) = max ih(” |2

1<j<n

ICl, =X Y], < rOeY) = i, o[ (\-DLZ,, +1]

elde edilir.

Teorem 2.5. C matrisinin Hadamard tersinin determinant igin,

R, |
Lk+n—1Lk+n—2 i=2 Lk+if1
yazilir.
Ispat:
1 1 1 1
Lk I‘k+1 I‘k+2 Lk+n—1
L1 1
Lk+l I‘k+1 Lk+2 Lk+n—1
Lk+2 Lk+2 Lk+2 Lk+n 1
1 1 1 1
I‘k+n—l I‘k-v-n 1 Lk+n—1 I‘k+n—1

olup, ikinci satirdan baslanarak her satir (-1) ile ¢arpilip bir 6nceki satira eklenirse,
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1 1 0 0 0
Lk Lk+1
111 1 0 0
I‘k+1 Lk+2 I‘k+l Lk+2
cH=1 1 1 1 1 1 0
Lk+2 Lk+3 Lk+2 Lk+3 Lk+2 Lk+3
1 1 1 1
Lk+n—1 Lk+n—1 I‘k+n 1 Lk+n 1
elde edilir. Buradan,
|C°1|={i— 1](1 B 1]( 1 1][ 11 ] 1
I‘k Lk+l Lk+1 I‘k+2 Lk+2 Lk+3 Lk+n—2 Lk+n—1 Lk+n—1
_ Lk+1 — Lk Lk+2 — Lk+1 Lk+3 - Lk+2 . Lk+n—1 — Lk+n—2 1
I‘k I‘k+1 Lk+1Lk+2 Lk+2Lk+3 Lk+n—2Lk+n—1 I‘k+n—].
— I‘k -1 Lk I‘k+l Lk+n—3 1
k+1 Lk+lLk+2 I‘k+2|‘k+3 Lk+n—2Lk+n—l I‘k+n—1
3 L., il
Lk+n—lLk+n—2 i=2 Lk+i—1
olur.
Teorem 2.6 C matrisinin Hadamard tersinin tersi, k > 0 i¢in,
Lb,  _Lba 0 0 |
kal kal
_ I‘k Lk+1 Lk Lk+l + Lk+1Lk+2 _ Lk+lLk+2 0
o Lk—l Lk—l Lk Lk
(CH) = 0 _ Leabio Leabieo + Leobies 0
Lk Lk LK+1
L. L
O 0 0 Lk+n,1+ k+n-2 —k+n-1
L Lk+n—3 J

seklindedir.

ispat C matrisinin Hadamard tersi, sagdan ve soldan nxn tipinde
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00 -1
I, = :
' 0
0
matrisi ile ¢arpildiginda,
_ 1 1
O 0 . 1 I‘k Lk+1
- 1 1
|1C0_1|1 =, . 0 Lt )
1 0 :
1 1
L I-k+n 1 Lk+n—l
1 1 1 ]
Lk+n—l Lk+n—1 Lk+n—1
1 1 1
= Lnas L Lz =6
1 1 1
L Lk+n—l Lk+n—2 Lk i
elde edilir. C, matrisi (2) esitligine gore
! 0
0 0 Lk+n 1 . L
11--0 0 —
Cl = . N . Lk+n72 Lk+n—1
11 1 '
0 0

seklinde yazilir. Bu esitlik, 1,'C,I;*

1 -0
1 .0
0
0
: 00 - 1
11
Lk Lk+l

=C* esitliginde yerine yazilirsa,
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f .
— 0 0
Lk+n—1
00 - 110 - 11 - 10 -
o 1 1
R A | R 0 —— 0 01 10 -
e AP PR, L**“:L“”. |
10 - 0l[1 1 - . 00 - 1|1 -
0 0 C ———
Lk Lk+1
Ll 0 0
1 . 1 k+n-1 1 1 1
1 0| O - 0 0
= o : I‘k+n 2 Lk+n—1 .. .
10 0 ' . : Lt o
0 0 . —=— -
L Lk Lk+1
elde edilir. Bu esitliginin her iki yaninin tersi alinirsa,
~ __Lk+n—1 0 0 __ ~
00 ..001 1 00 ..001
0o .01 T 1T 7 % oo .01
(CH)71:0 0 ..1-10 Lo Lo 00 ..1-10
01 ..0¢00 1 01 ..000
0 0 -—
1-1..0 ] L 1t a1..00 0
L Lk I‘k+1
[ I‘k Lk+1 L Lk+1 0 0 |
Lk—l Lk1
LkLk+l LkLk+1 + Lk+1Lk+2 Lk+1Lk+2 0
L Ly L L
= 0 _Lk+lLk+2 Leabie +Lk+2Lk+3 0
L L Lt
L..,L
0 0 0 Lk+n-1+ k+n-2 —k+n-1
L Lk+n—3

elde edilir ki ispat tamamlanmis olur.
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I1l. SONUC VE TARTISMA

Bu ¢alismada, elemanlar1 Lucas sayilarindan olusan C :[Lk+max(i, J)—l]nj:1 seklindeki Max matrisinin

i
determinanti, tersi, bazi mormlar1 ve Hadamard tersinin tersi ile determinanti incelenmistir. C matrisinin
determinanti ile tersini, genel Max matrisler i¢in daha dnceden elde edilmis olan bulgularin direkt bir uygulamasi
olarak verdik. C matrisinin Oklid normunu ise Lucas sayilarmin Binet formiiliinii kullanarak elemanter
islemlerle Lucas sayilarina bagl olarak elde ettik. Maksimum satir ve siitun normlari ile spektral norm arasinda
bilinen bir esitsizlik kullanilarak C matrisinin spektral normu igin bir {ist sinir olusturduk. Ayrica, Max ve Min
matrislerin bilinen ¢arpanlara ayrilisindan faydalanarak C matrisinin Hadamard tersinin determinantini ve tersini
hesapladik.

Calismamiz, Lucas sayilarinin Max matrislere bir uygulamasini icermektedir. Elde etti§imiz sonuglarin
Lucas sayilarina bagl olarak elde edilmis olmasi ilgingtir. Ayrica, iizerinde ¢aligmis oldugumuz C matrisinin
karakteristik polinomunun da incelenebilecegi ve giizel sonuglar elde edilebilecegi kanisindayiz.
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