Afyon Kocatepe Universitesi Fen ve Miihendislik Bilimleri Dergisi

AKU FEMUBID 20 (2020) 021302 (213-221)

Afyon Kocatepe University Journal of Science and Engineering

AKU J. Sci. Eng. 20 (2020) 021302 (213-221)

DOI: 10.35414/akufemubid.685429

Arastirma Makalesi / Research Article

Kesirli Mertebe Kismi Diferensiyel Denklemlerin Ayrik Homotopi
Perturbasyon Metodu ile Coziimii

Figen OZPINAR?!

t Afyon Kocatepe Universitesi, Bolvadin Meslek Yiiksekokulu, Biiro Yénetimi ve Yénetici Asistanligi, Afyonkarahisar.

e-posta: fozpinar@aku.edu.tr ORCID ID: https.//orcid.org/0000-0002-7428-498

Gelis Tarihi: 07.02.2020

Anahtar kelimeler
Ayrik homotopi
perturbasyon metodu;
Caputo kesirli mertebe
turev; Kesirli mertebe
ayrik diflizyon
denklemi; Kesirli
mertebe ayrik
Schrédinger denklemi;
Kesirli mertebe ayrik
Burgers denklemi

Kabul Tarihi: 13.04.2020

0z

Bu ¢alisma, lineer ve lineer olmayan zaman kesirli mertebeli kismi diferensiyel denklemleri ¢6zmek igin
ayrik uzak bigimli ayrik homotopi perturbasyon metodunu gelistirmistir. Kesirli mertebe tlrevler Caputo
anlaminda goz ontine alinmistir. Bu metodun basarisi ve uygulanabilirligi bazi 6rnek problemler ile
gosterilmistir. Elde edilen sonuglar kesirli mertebe bir oldugunda, tam ¢ézimler ile iyi bir uyumluluk
gostermistir. Bu ¢alismada gosterilen metodun kesirli mertebe hesabindaki benzer problemleri ¢ozmesi
beklenmektedir.

Solution of Fractional Order Partial Differential Equations by Discrete
Homotopy Perturbation Method
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1. Giris

Kesirli mertebe tirev teorisi, t¢ ylz yildir sadece
matematikgiler icin yararli olan teorik matematik
alaninda gelisme gostermistir.

Son yirmi-otuz yildir bircok arastirmaci

Abstract

This work is developed the discrete homotopy perturbation method with a space discrete version to
solve the linear and nonlinear time derivative fractional partial differential equations. The fractional
derivatives are considered in the sense of Caputo. The success and applicability of this method has been
demonstrated by some sample problems. When fractional order is unit, obtained results are good
agreement with the exact solutions. The method demonstrated in this study is expected to solve similar
problems in fractional calculus.
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ozelliklerini tanimlamak i¢cin mikemmel bir aractir.

Kesirli mertebe tlirevlerin avantajlar, gercek

malzemelerin mekanik ve elektriksel 6zelliklerinin
modellenmesinde, kayalarin reolojik 6zelliklerinin
kesirli tanimlanmasinda ve diger bircok alanda 6ne cikar.

Cogu kesirli mertebe diferensiyel denklemin analitik

mertebe modellerin 6nceden kullanilan tamsayi

¢ozimleri  olmadigindan, bu  denklemlerin

mertebe modellerden daha yeterli olduklarinaisaret

¢ozimlerini elde etmek icin yaklasik ve sayisal

etmislerdir.  Kesirli mertebe tlrevler, c¢esitli

metotlar  kullanilir.  Homotopi  perturbasyon

materyallerin ve islemlerin hafizasini ve kalitsal
metodu(HPM) lineer/lineer olmayan problemlere
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analitik yaklasim saglamak icin oldukca yeni bir
HPM ilk olarak 1998 vyilinda He
tarafindan o©nerilmistir. HPM uygulamasi birgok
arastirmada kullanilmistir(He 1998, He 2000, He
2003, He 2009, Maitama 2016, Zhu et al. 2010, Zhu
and Ding 2014). Son yillarda, ayrik HPM(AHPM)
Burgers denkleminin ve 1si denkleminin sayisal

yaklasimdir.

¢6zlimiind elde etmek icin kullanildi(Zhu and Ding
2014). Ayrica ayrik Adomian ayrisim metodu ve ayrik
homotopi analiz metodu kesirli mertebe kismi
diferensiyel denklemlerin sayisal ¢6ziimlerini elde
etmek icin kullanildi (Dhaigude and Birajdar 2014,
Ozpinar 2018).

Bu ¢alismada, kesirli mertebe ayrik diflizyon, ayrik
Schrédinger ve ayrik Burgers denklemlerinin sayisal
¢6zlimiini elde etmek igcin AHPM kullanildi.

2. On Bilgiler ve Gosterimler

2.1. Kesirli Mertebe Analizi

Tanim 1 (Luchko and Gorenflo 1999): f;(x) €
f(x) =xPf;(x) olacak

bicimde p > a, a € R reel sayisl varsa

C[0,) olmak uzere,
f(x), x> 0 reel fonksiyonu C, uzayindadir denir.
Tanim 2 (Luchko and Gorenflo 1999):

f(x), x>0
uzayindadir denir.

f™ecC, ise

fonksiyonu  CM*, m € N U {0}

Tanim 3 (Podlubny 1999): f € (C, ve a = —1 ise
f(x,t)'nint ‘ye gére a mertebe Riemann-Liouville
kesirli mertebe integrali

Jf(x,t) = " )f (t — )% 1f(x,1)dr,
t>0 a>0.
ile tanimlanir.
y+a
]at}’ — w
rly+a+1)

J% Riemann-Liouville operatérinin 6nemli bir
ozelligidir .

Tanim 4 (Caputo 1967). a > 0 sayisindan blyiik en
kiglik tamsayr m olmak tzere f(x,t)‘nin t‘ye gore
a mertebe Caputo kesirli mertebe tirevi

0%f(x,t)
DEfet) = —5 2=
mf
_ \ym-a-1 —

T —a)f(t T) atmdr m—-1l1<a<m,

o™ f(x,t)

S = N.

Som a=mE€

olarak tanimlanir.

Riemann-Liouville operatéri ve Caputo kesirli
mertebe tlirev operatorli arasinda
bagintilar asagida verildigi gibidir:

iyi bilinen

DE(J*f (x,t)) = f(x, 1),

JE(DEf (e, ) = J% (Jm O (x, )
=M (x, )

m—1

=G0 - Z 00,0

Tanim 5 (Podlubny 1999): z € C ve Re(a) >0

olmak lzere, bir parametreli Mittag-Leffler
fonksiyonu
(oo} ZTL
F=Y
— F(na+ 1)
ile tanimlanir.

2.2. Ayrik Homotopi Perturbasyon Metodu

Bu metodu aciklamak icin; A, genel fark operatori
olmak lzere

A(uj(t))—fj(t):o, JEZ, teR (1)

j ‘ye gore genel fark denklemini g6z 6niine alalim.
Ax =h ve u(x,t) =u(jAx,t) fonksiyonunun
u;(t) ile gosterilen bir ayrik fonksiyon oldugunu
kabul edelim. Benzer bicimde f(x,0) = f(jAx),
f; ile gésterilen ayrik fonksiyondur.
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A operatori; L lineer ve N lineer olmayan operator
olarak iki parcaya ayrilabilir. Boylece (1) denklemi
asagidaki gibi yeniden yazlabilir:

L(w®) + N (y®) - £ =o. 2)
Homotopi teknigini kullanarak, (2) denklemi igin

H(v(t;p),p) =
(1-p) [L (vj t p)) —L (uj,o(t))]
+p[a(vep)-f®]=0 @)

veya

H(v(t;p),p) = L (Vj(t; p)) —L (uj,o(t)) +
14 [N (Vj(t; p)) - ff®+L (uj(O))] =0

biciminde bir homotopi kurulur. Burada p € [0,1]
gémme parametresi ve u;(t) orijinal denklemin
¢6zlimiine bir baslangic yaklasimidir. p =20
oldugunda (3) denklemi lineerlestiriimis denklem

olur:
H(v;(£;0),0) = L (v(t;0)) = L (u;0(6)) = 0 (4)

ve p = 1 oldugunda (3) denklemi orijinal denklem
olur:

Hy(tD,1) =A(vED) - =0 (5)

p‘nin sifirdan bire degismesi, vj(t; p)‘nin baslangi¢
kosulu u; (t)‘den orijinal denklemin ¢6zimii olan
u;(t)ye
homotopi olarak adlandirilir.

degismesidir. Topolojide bu durum

(3) denkleminin ¢éziiminiin p‘nin bir serisi olarak
yazilabilecegini kabul edelim:

V(&) = vj0(t) + pvj 1 () + p?vj2 (1) + - . (6)
p = 1alarak, (1) denkleminin bir yaklasik ¢6zimu

u;(t) = %ig vj(t; p)
=vj () +vj1(t) +vj () + - ™

olarak elde edilebilir.

3. Ornekler

Ornek 1. ilk olarak asagidaki zaman kesir mertebeli
ayrik difiizyon denklemini

DEu;(t) = DEui(t) + jhDpu;(6) + u; (0),
0<a<1l (8

u;(0) = jh €)
baslangi¢ kosuluyla géz 6niline alalim.
Dnu;(t) ve Diu;(t) ;
U1 () —uj—1(2)
2h ’

uj+1(t) - 2uj (t) + uj—l(t)
h2

ile tanimlanan standart merkezi farklardir.
(8)-(9) baslangi¢ deger problemi

u(x,0) = x,
baslangi¢ kosullu

Dfu(x, t) = Uy (x, t) + xu (x, t) + ulx, t),
0<ac<sl,

difizyon denklemi icin baslangic deger probleminin
ayrik bigimidir. Burada Dffu(x, t), « mertebe Caputo
kesirli mertebe turevdir. .

(8)-(9) baslangic deger problemini AHPM ile ¢c6zmek
icin asagidaki homotopi kurulur:

(1 —p)[Dfv;(t; p) — DFu; o (D)]
+p[Dfv;(t;p) — DEv;(t; p) — jhDyv;(t; )
—v;(t;p)] = 0. (10)

(6)'y1 dereceli

terimlerinin katsayilari karsilastirilarak:

(10)y'da yazarak ve p‘nin ayni

p°: DV o(t) — Dfu;o(t) =0,
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p* : Dfvj1(t) + Dfu; o(t) — DEvj o (6)
—jhDpvjo(t) —v;o(t) =0,
p?: DV ,(8) — DEv; 1 () — jhDpv; 1 () — v; 1 (1)
= 0,

p?: DV p(t) — DFvj -1 (t) — jhDRV; 1 ()
—Vje-1() =0

elde edilir.
Baslangic degeri

Vjo(t) = u;0(t) = u;(0) = jh

oldugunda,

ya® = Wy
2t2a

V2 (t) = (’h)r(z D
3t3a

vj3(t) = (lh)r.(3 D
ntna

in® = GW) s

sonuglari elde edilir. (7)’'den

nigna

C L 2 . .
u;(t) = ;Oh)m = (Jh)E,(2t%)

elde edilir. Burada E, Mittag-Leffler fonksiyonudur.
u(x, t) = xE, (2t%).
Surekli bicimin analitik ¢cozimdr.

Sekil 1, a "nin farkl degerleri icin u(x, t)‘nin AHPM
yaklasik ¢oziimlerini gbsterir.

wiit)

e a=02
3 = a=035
+ =08

4 a=1

. Analitik Coznm
F

02 0.4 0.8 (3] 1o

(a) t=0.01

1 e a=02
B = a=05
+ a=08

4 a=1

. Analitik Coznm

i

0z 0.4 0.6 08 10

(b) t=0.1

Sekil 1. u(x, t) ‘nin AHPM ile yaklasik ¢éziiminin sayisal
gosterimi.

Sekil 2’de a =1 oldugunda,
¢O6zimle iyi bir uyumu oldugunu goririz.

metodun analitik

18 i
1 i
4 a=1
18 - Analitik Coznm
a
0.
a
X
02 o4 0.6 0s 10
(a)t=0.4
Kjlt:l
[
i
. i
a a=1
3 « Gk C
A
x
02 04 0.6 (3] 10
(b) t=0.9
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Sekil 2. a =1 oldugunda, AHPM ile elde edilen
u(x, t)’'nin sayisal ¢o6zimu ile analitik ¢6zimuin
karsilastirmasi.

Ornek 2. Bu 6rnekte, asagidaki lineer olmayan
kesirli mertebe ayrik Schroédinger
denklemini

i 2
iDfu;(t) + D2 (t) + qlui (D] w(®) = 0,

JEZ t>0, 0<a<1, (11)

u;(0) = eUkn (12)

baslangi¢ kosulu ile gbz 6niine alalim.
(11)-(12) baslangi¢ deger problemi
u(x,0) = etkx
baslangic kosullu
iDEu(x, t) + Uy, (x, t) + qlulx, t)[?ulx, t) = 0,

t>0 0<ac<l,

Schrodinger denklemi i¢in baslangic deger
probleminin ayrik bicimidir.

|uj(t)|2uj(t) = uj2 (t)u;(t) alacagiz.

(11) denklemi icin AHPM kullanarak asagidaki
homotopi kurulabilir:

(1 - p)[D&v;(t; p) — Dfw; ()]
+p[Dfv;(t; ) — iDRvj (t; p) — iqv? (& p)¥;(t; p)]
=0. (13)

(6)'y1 (13)'te yazip, p’nin ayni dereceli terimlerinin
katsayilarini karsilastirarak:

p° : Dfv;o(t) — Dffujo(t) =0,
p' : DV (8) + Dfuo(t) — iDRv;o(t)
—iqui,(D)7j,0(1) = 0,
p?: Dfv;,(6) — iDRv;1(0)
_iQ[ZVj,o(t)Vj,1(t)17j,o(t) + ij,o(t)ﬁj,1(t)] =0,
p®: D&V 3(6) — iDFv;,(0)

—iq[2v;,0(£)v; 2 (£)Vj,0(£) + v/, ()75 (2)
+ 2v; 0 (t)v} 1 ()1 (2)
+ 7 (0)7;,(0)] = 0,

p’: DEv; () — iDFvj p—1(t)

l-m-1

-1
> OO nms )] = 0
m=0

n=0

elde ederiz.
Baslangi¢ degeri

Vo) = uj0(t) = u;(0) = eVkn

oldugunda asagidaki sonuglar elde edilir:

[24

vi1(t) = —iwekKh ———— |
2 (0) Ma+1)

B tza
(1) = — 2 ,ijkh ____~ ,
Vi) = 0" rm

B t3a
Via(t) = iw3e Tkt ————
43 (0) FBa+1)

[ rQa+1) - 2(M(a +1)°
1+¢q 5
w(f(a+1))

Burada w = (4/h?)sin?(kh/2) — q dir.
(7)'den

iwt® w?t?*
lNa+1) TQRa+1)

u; (t) = et/kh {1

iw3t3(x
"T@a+ 1)
2
[1 q rQa+1) - 2(F(a2+ o)yl . } a
w(T(a+1)

sonucunu elde ederiz.
a = 1 6zel durumu igin ayrik Schroédinger
denkleminin tam ¢6zimi olan
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w?t?  iw3t?

u; (t) = ekn {1 —iwt —

6
+}
_ ijkh (=Dwt  (—)?w?t? (—i)3w3t?
=em T TEEY
+}
— pijkh g-iwt
=ei(jkh—wt)

sonucu elde edilir (Bratsos et al. 2008).
k dalga sayisi ve w frekansi gostermek lizere siirekli
bigim;

u(x, t) = ellkx-wt) xeER, t>0,

diizlemsel dalga ¢6ziimiine sahiptir.

Sekil 3ve Sekil4, k=1 ve g =2 igin, a@’nin
farkli degerleri icin u(x, t)‘nin AHPM ile elde edilen
yaklasik ¢oziimlerini gosterir.

Tomfu 1]
os 4
»
]
y b o a=02
06 * = a=05
e | s + a=08
0.4 - E 4 a=1
L] z -
Analitik Coznm
o ] -
b4
x
02 04 06 0s 10
(a) t=0.01
Emlujit)]
‘ 1
a
0g
-
. 4 - e a=02
0 & -
05 : I " = a=05
» . 2 + a=08
o - + = ™ a a=1
[
- .
02— . Analitik Coznm
]
\ L ® M M M x
. o4 o6 oE 1
3
(b) t=0.1

Sekil 3. AHPM ile elde edilen u(x,t) nin yaklasik
¢6zUmanidn sanal kisminin sayisal gésterimi.

Relujiti]
lof &
S S
-
os e R + e a=02
] " 4 = a=05
06 . .
L . r + o=08
0.4 * 4 a=1
* J Analitik Cozum
[}
02 04 o6 [1}:] 10 *
(a) t=0.01
Relujit]]
Lop—r
L]
3
s
08 — =02
- * a=u.
. [
. - = a=05
06
. . . . L M 4 - i + =08
o P! -
. - & a=l1
04
- Analitik Cozum
[}
02 04 o6 08 10 *
(b)t=0.1

Sekil 4. AHPM ile elde edilen u(x,t) nin yaklasik
¢6zUmUnin reel kisminin sayisal gdsterimi.

Sekil 5 ve Sekil 6'daise a = 1 oldugunda, metodun
analitik ¢oztimle iyi bir uyumu oldugunu goéririz.

Imlujit]]
1&
-
08 <
-
0.6 a a=l
. Analitik Coznm
0.4
03
x
02 04 06 0e 10
(a)t=0.4
Tmlu )]
108 i
-
0.95 Fe
i
0.9 a a=1
Analitik Coznm
0.85
-
0.88
-
x
02 04 06 os 10
(b) t=0.9

Sekil 5. a =1 oldugunda, AHPM ile elde edilen
u(x, t)’nin sayisal ¢dziim ile analitik ¢éziimiin
sanal kisimlarinin karsilastirmasi.
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Relu;(t)]
0B
s
- a a=l
04 : Analitik Coznm
02
02 04 06 0e 10 *
(a)t=0.4
Relujjit)]
0.§
Y
.
0.4
4 a=1
0. =
Analitik Coznm
012 04 o6 - oE 1 *
-0
(b)t=0.9

Sekil 6. @ =1 oldugunda, AHPM ile elde edilen
u(x, t)’'nin sayisal ¢dzim ile analitik ¢6zimin
reel kisimlarinin karsilastirmasi.

Ornek 3. Son olarak asagidaki zaman kesir
mertebeli lineer olmayan ayrik uzay Burgers’
denklemini

JEZ 0<t<1l O<a<1 (15)

4;(0) = jh (16)

baslangic¢ kosulu ile gbz 6niine alalim. (15)-(16)
baslangic deger problemi

u(x,0) =x
baslangi¢ kosullu
Dfu(x, t) + ulx, )u, (x, t) = uy, (x, t),
o< t<l,

x€[01], 0<a<1,

lineer olmayan kesirli mertebe Burgers denklemi
icin baslangic deger probleminin ayrik bicimidir.
(15) denklemini AHPM ile ¢6zmek icin, asagidaki
homotopi kurulur:

(1= p)[DEv;(t; ) = Dffuj0(2)]
+p[D&v;(t; p) + v; (t; p)Dyv; (t; p) — DEvi (£ p)]
=0. (17)

(6)'yr (17)de vyazarak ve p'nin ayni dereceli

terimlerinin katsayilarini karsilastirarak:

p°: Dfvj o(t) — Dfu;o(t) = 0,
p* + DEvj 1 (1) + Dfuj () + vj 0 (£)Dpvj ()
_szlv],o(t) - 0,

p%: DV 2 (6) +v; o () Dpvy 1 ()

+v; 1 ()Dpvjo(8) — DEv;1(t) = 0,
p?: Dfv; 5(t) + vj o () Dpv; 2 (t)
+v; 1 () Dpvj 1 (8) + v 2 () Dpv; o () — DF2(t) = 0,

-1
p’: DEv; (0 + z Vj k() Dpvj p—1—i (t)
k=0

—Dvj,-1(t) = 0

elde edilir.
Baslangic degeri

Vi o) = ujo(t) = u;(0) = jh

oldugunda asagidaki sonuclar elde edilir:

ta
vj1(t) = —jhm ,
2a
Vvj2(t) = 2jhm ,
3a
Vj,3(t) = —4]hm

IQa + 1)t3@
rGa+1)(Ma+1)"

(7)’den (15)-(16) baslangi¢ deger probleminin
¢6zUmu

u;i(t) = vjo(t) +vj1 () + v () + -

219



Kesirli Mertebe Kismi Diferensiyel Denklemlerin Ayrik Homotopi Perturbasyon Metodu ile ¢6ziimii, Ozpinar

a t2a
e+ T Y " Tz D
3a

I TBa+ 1)
F(2a + 1)t3¢

rGa+1D(@+1)°

elde edilir.
a = 1 6zel durumu igin

w(t) =jh[l -t +t* -3+ -]

R
¢6zimu elde edilir.
Surekli bigim;
x
,t) =
ubet) =173

analitik ¢ozlimUne sahiptir(Taghizadeh et al. 2011 ).

Sekil 7, a “nin farkl degerleri icin u(x, t)‘nin AHPM
yaklasik ¢oziimlerini gbsterir.

ujit)

1 L
4
os ’ . a=02
¢ . =05
0.6
b +« =08
+ < . .
04 - A o=
[
1 . Analitik Coznm
0. 3 .
@ L
.
02 04 0.6 0.3 10 "
(a) t=0.01
u_',-nj.
i "
0% ry
- e a=02
0.6 B -
& ; + =05
04 $ + a=08
P t 4 o=l
0. =
1 Analitik Coznm
-
[] X
o Y Oii o6 (1] 1
* e,
0. .
(b)t=0.1

Sekil 7. u(x, t) nin AHPM ile yaklasik ¢6zimuiniin sayisal
gosterimi.

Sekil 8de a =1 oldugunda, metodun analitik
¢O6zumle iyi bir uyumu oldugunu goririz.

0. 4
a
0.5
0.5 i
o a a=l
03 * Analitik Cozum
0.2 A
0.t
a
x
02 04 0.6 08 10
(a)t=04
ujit)
0.5
a
0.4
Y

03 4 o=l

h Analitik Coznm
0.

a
0t
a
x
02 04 0.6 08 10
(b)t=0.9

Sekil 8. a =1 oldugunda, AHPM ile elde edilen
u(x, t)’nin sayisal ¢cozimi ile analitik ¢cézimiin
karsilastirmasi.

4. Tartisma ve Sonuglar

Bu makalede, lineer ve lineer olmayan kesirli-

mertebe kismi diferensiyel denklemlerin
¢ozimlerini bulmak icin ayrik HPM tanitildi.
Onerilen metodun dogrulugu ve etkisi test

problemlerle gosterildi. Sonuglar, AHPM’nin bilim ve
mihendisligin kesirli-mertebe kismi diferensiyel
denklemlerini ¢6zmek icin son derece basit,
kullanimi kolay ve dogrulugunun yiksek oldugunu
gostermektedir. Bu makalede acgiklanan temel
diisincenin, diger benzer lineer olmayan kesirli
mertebe kismi diferensiyel denklemleri ¢ozmek icin

daha sik kullaniimasi beklenmektedir.
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