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Anahtar Kelimeler Oz: istatistiksel analizlerden biri olan regresyon analizinin temel amaci, tahmin
Ahsilmis En Kiigik Kareler, edilen degerler ile gercek gozlem degerleri arasindaki farki minimum yapmaktir. Bu
En Cok Olabilirlik, nedenle, ¢esitli tahmin yontemleri gelistirilmistir. Regresyon modeli olusturulurken

Kisitlanmis En Kiictik
Kareler,

genellikle alisilmis en kiiglik kareler (AEKK) veya en ¢ok olabilirlik (ECO)
Lineer Model yaklasimlarindan biri kullanilir. Bazi durumlarda, parametre vektdrii iizerine lineer
Moore-Penro,se esitlik veya lineer esitsizlik kisitlamalar1 konulabilir. Parametre vektorii tizerine
Genellestirilmis Tersi, lineer esitlik kisitlamas1 konuldugunda parametre, kisitlanmis en kiigiik kareler
Parametre Tahmini (KEKK) yaklasimi ile tahmin edilir. Ayrica kisitlanmis modeller altinda parametre
tahmini, matrislerin genellestirilmis terslerini (g-terslerini) igerir. Bu ¢alismada
klasik regresyon modelinde en kiiciik kareler tahmin edicileri, parametre vektori
iizerine esitlik kisitlamalar1 konularak ve matrislerin Moore-Penrose g-tersleri
kullanilarak elde edilmistir.

A Study on Parameter Estimation under Constraint in the Linear Models

Keywords Abstract: The main purpose of the regression analysis, which is one of the statistical
Ordipary Least Squares, analyzes, is to minimize the difference between the estimated values and the actual
Maximum Likelihood, observation values. Therefore, various estimation methods have been developed.

Constrained Least Squares,

Linear Model, Ordinary least squares (OLS) or maximum likelihood (ML) approaches are often

M . used when creating the regression model. In some cases, linear equality or linear

oore-Penrose Generalized . . € . .

Inverse, inequality constraints can be imposed on the parameter vector. When linear

Parameter Estimation equality constraint is imposed on the parameter vector, the parameter is estimated
by the constrained least squares (CLS) approach. Besides, parameter estimation
under constrained models includes generalized inverse (g-inverse) of matrices. In
this study, least squares estimators in classical regression model were obtained by
imposing equality constraints on parameter vector and using Moore-Penrose g-
inverses of matrices.
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1. Giris

Cesitli alanlarda, uygulama vasitasiyla toplanan veriler incelenir ve bu verileri modelleyen fonksiyon bulunmak
istenir. Verilere tam anlamiyla uyan fonksiyonu bulmak her zaman miimkiin olmayabilir. Regresyon analizi, bu
verilere en iyi sekilde uyan fonksiyonu bulma yontemidir [1].

Alsilmis en kiiciik kareler (AEKK) yontemi, regresyon analizinde siklikla kullanilan yéntemlerden biridir. Unli
matematikgi C. F. Gauss, AEKK yontemini 1795’de gelistirmistir. Bu yontemi ilk defa 1801’de Cres astroidinin
yoriingesini belirlemek icin kullanmistir [2]. Gauss’dan bagimsiz olarak A. Legendre 1805’de ve R. Adrain 1808’de
yontemi bulmuslardir [3].
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AEKK yontemi, pek ¢ok bilim dalinda (matematik, sosyoloji, miihendislik, tip, ziraat gibi) degiskenler arasindaki
iliskileri saptarken kullanilan arag¢lardan biridir [4].

AEKK yontemi Gauss-Markov Teoremi'ne gore, optimal yontemdir. Yani hata kareler toplamini (HKT’yi) minimum
yapmayl amaglayan bir yontemdir. Veriler icin birtakim varsayimlar saglandiginda yontem, giivenilir tahminler
elde edilmesini saglar [5-6]. Buyontemde, degiskenler arasindaki iliskiyi bulmak icin matematiksel model kurulur,
daha sonra da kurulan modelin gecerliligi arastirilir [7]. Eger kurulan model verilere uygun degilse yaniltici
sonuglar doguracaktir [8].

AEKK yo6ntemi, ge¢cmisten giiniimiize kadar matematikgilerin ve diger bilim adamlarinin yogun olarak tizerinde
calistiklar1 konu haline gelmistir [9-15].

Ancak baz1 durumlarda AEKK Kkestirimine lineer kisitlamalar koymak gerekebilir. Bu durumda lineer modellerde
kisitlama altinda elde edilen tahmine, kisitlanmis en kii¢tik kareler (KEKK) tahmini denir [16-21]. KEKK yontemi
ile elde edilen parametreler bu kisitlar1 saglamalidir. Amag yine HKT’yi minimum yapmaktir.

Bu ¢alismada amacimiz, lineer modellerde kisitlama altinda KEKK tahminini, matrislerin genellestirilmis tersinin
6zel bir hali olan Moore-Penrose g-tersi vasitasiyla bulmaktir. Bunun i¢in 6nce, AEKK ile KEKK tahminlerini ifade
edelim ve Moore-Penrose g-tersinden kisaca bahsedelim.

2. Materyal ve Metot

2.1. Alisilmis en kiiciik kareler (AEKK) tahmini

Z bilinenlerin t rankli bir s X t matrisi, w gozlenebilir bir s X 1 rasgele vektor, y parametrelerin bir ¢t x 1

vektorii, e, E(e) = 0 ortalamali ve var(e) = oI kovaryansh bir hata vektérii ve 62 pozitif bir parametre olmak
lizere asagidaki genel lineer modelini g6z 6niine aliniz:

w=Zy+ e. (1
Y nin AEKK tahmin edicisi, asagidaki HKT yi y ya gore minimumlastirilarak elde edilir:

HKT(y) =e'e=wW—-2y)(w—-2y) =ww-—-2y'Z'w+Vy'Z'Zy.

HKT(y) nin minimum olmasi i¢in gerek sart

JHKT(y)

- v = 0’
ay’
—2Z'w+2Z'2Zy =0

olmasidir.

Boylece ¥ icin, Z'Zy = Z'w normal denklemler sistemi elde edilir.

Yukaridaki normal denklemler sistemi her zaman tutarlidir. Yani Z nin rankina bagh degildir. rank(Zg,; ) =t <
s olmasi halinde, normal denklemler sistemi icin ¥ ¢6zimu

y=Z'2)Z'w
ile verilir [22-26].

E(®) =E[(Z'2)"'Z'w] = (Z'Z)"'Z’'E[w] =y dir. Yani P, ¥ nin bir yansiz tahmin edicisidir.  nin kovaryans
matrisi ise,
var(y) = E[(Z'2)'Z'w - y)(Z'Z2)'Z'w — y)']
=E[(Z'2)'Z'Zy + e) - V)(Z'2)"'Z'(Zy + &) - V)']
=(Z'2)"'Z'E(ee2(Z'2) ' = 6?(Z'2)!
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2 _ W-Zpw-zp)’

bicimindedir. @ , @ nin bir yansiz tahmin edicisidir.
s—rank(Z)

2.2. Kisitlanmis en Kkii¢iik kareler (KEKK) tahmini
RY; t x 1 tipindeki tiim reel matrislerin bir kiimesi olmak iizere R’ nin bir alt uzayy,
d={y: Cy =28}

olsun. y icin parametre uzay1 ¢ altuzayina kisitlanmistir. y, Cy = § tutarlilineer denklemler sistemini saglamak
lizere, beklenen degeri Zy olan w yi gozleriz.

C ;x; matrisinin tam rankh oldugunda israr edecegiz; aksi halde gereksiz denklemlere sahip olacagiz.
Denklemlerin tutarl olmalarini garantilemek icin § € €(C) (C(C), € nin stitun uzay1) olmasi yeterlidir [27].

0 halde rank(C qxt) =g ve § bilinenlerin bir g X 1 vektdrii olmak tizere, € sinirlama matrisi i¢in katsayilar
lizerine koyulan asagidaki q —sayida lineer kisitlamasini géz dniine aliniz:

Cy = 6. (2)

e'e = (w—Zy)' (w — Zy) amag fonksiyonu, (2) kisitlamasi altinda minimumlastirilarak KEKK tahmini elde edilir.
a' Lagrange ¢arpanlarinin bir g X 1 vektorii olmak tlizere, Lagrange fonksiyonu

L=ww-=-2yZ'wW+VY'Z'Zy — a'(8§ — Cy)
dir. [28]'deki calismaya gore M bir matris, m ve n vektorler olmak iizere,

a(m'Mm)

am =M+ M')m (= 2Mm, M simetrik oldugunda)
ve

a(m'n) B
am n

dir. Bu sonucu kullanarak, Lagrange fonksiyonunu y yave a ya gore diferensiyelleme asagidaki sartlari verir:
—2Z'w+2Z'Zy+ Ca =0,
Cy—-6=0. 3)

(3) esitligini soldan €(Z'Z)~! ile carpma
-2C(Z’2) ' Zw+2Cy+C(Z'2)"Ca=0

esitligini verir. C(Z'Z)~1C’' matrisi pozitif tanimhidir. Yukaridaki esitlikte ¥ = (Z'Z)~1Z'w ifadesini kullanarak,
a=(C(Z'Z)71c)1(2cy — 2Cy) = -2(C(Z'2)"1C’)"1(6 — CP)

elde edilir. @ nin bu degerini (3) esitliginde yerine koyarak, y nin KEKK tahmin edicisi
Ve=7+Z'2D)7C(CZ2)7C) - CP)

olarak bulunur [29-32].

. tahmin edicisi, (2) esitligini saglar. Ustelik ¥, ¥ nin bir yansiz tahmin edicisidir. #, nin kovaryans matrisine
gelecek olursak,

var(¥.) = E[¥c — V)@ —¥)'1 = M(Z'Z2)'Z'E(ee)Z(Z'2) (M) = 0’ M (Z'Z)' (M)
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olarak bulunur.

Burada M, = [I — (Z'Z)71C'(€(Z'Z)~'C")~1C], idempotent bir matristir ancak simetrik bir matris degildir [27].
Ayrica var(¥y, ) i¢in, var(¥.) = 6°M (Z'Z)~! denk ifadesi de yazilabilir.

2.3. Matrisler icin genellestirilmis tersler (g-tersler)
Fredholm ilk kez 1903’de g-ters kavramindan integral operatorleri ile ilgili calismasinda bahsetmistir. Matrislerin
g-ters kavrami ilk olarak E. H. Moore tarafindan 1920’de ifade edilmistir. Daha sonra bu, Penrose tarafindan
1955’de gelistirilmistir. 1900°lii yillarin ortasindan itibaren lineer programlamanin gelismesiyle g-terslere ilgi
daha da artmistir [33].
2.3.1. Moore-Penrose g-tersi
Herhangi bir P matrisi icin,

i. PGP = P ,iii. (PG)' = (PG),

ii. GPG = G, iv. (GP)' = (GP)
kosullarini saglayan tek bir G matrisi vardir. Bu matrise Moore-Penrose g-tersi denir ve P* ile gosterilir [34].
3. Bulgular

3.1. Moore-Penrose g-tersi ile KEKK tahmininin elde edilisi

Burada ¥, y1 elde etmek i¢in baska bir yontemi ortaya koyacagiz. Bunun igin, rank(C qxt) =q <t sartive (2)

kisitlamasi altinda, € nin €* = €'(CC’)~! Moore-Penrose g-tersini (C*, tektir) kullanarak (2) lineer denklemler
sisteminden asagidaki y* ¢oziimiinii elde ederiz:

y*=C*6+ (U —-C"C), §eR: 4)
£ € R? optimum vektoriinii bulmaya ¢aligalim ve buna ¢ diyelim. y* degerini (1) modelinde yerine koyarak

W—ZC'6=ZI-C'CO¢+ e

modelini elde ederiz. Bu takdirde ¢ nin @ tahmin edicisi, Z'Z¢ = Z'v normal denklemi saglar. O halde
P=U-CO¢=Z'2)"'Z7(W—-2C"8)=7—-C*5
oldugu goriiliir. n € R? keyfi bir vektor olmak tizere, yukaridaki ifadenin & igin ¢éziimiinden
E=(U-CTOZ'D) ' ZwW—-ZC* O +[I-U-CtO*UT-CTO)n
=(U-C*CO)(Z'D)'Z(Ww—ZC8+[I-T—-CTO)]ny
= —-CTC)(Z'2)'Z'(w—ZC*6) + C*Cn
olur. (4) ifadesinde & yerine & koyarak ¥, yi1 elde ederiz. Buna gore,

P.=C'6+ (I-CO{U-CTC)(Z'2)Z'(Ww—ZC*6) +C*Cn }
=C*'6+ (I-C*C)Z'2) ' Z'(W—ZC*6) =C*6+ (I - C*C)y (5)

elde edilir.

(Z'2)71c'[c(Z'Z)"1C']™! g-tersi, Moore-Penrose g-tersinin ii¢ 6zelligini saglar.
i.cctCc=¢,ii.ctcct = ct,iii. (CCY)' = CC*.

Eger (5) ifadesinde C* yerine (Z'Z)~1C’[C(Z'Z)~1C’]~* matrisini kullanirsak,

Ve ={@'D)'C[c@D)'C1™6+ U-{(Z'D)'C'[cZ' D' CT 07
= ? + (Z'Z)_IC'(C(Z'Z)_1C')_1(5 _ C?)
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oldugu goriliir. KEKK tahmin edicisinin kovaryans matrisine tekrar dénecek olursak,
var(¥.) = 6*(Z'2)" 1 + a*[—(Z'2)"1c*C—-CcTC(Z’2) 1+ CcTCc(Z'2)71ct ],
var(P) —var(¥.) = 6?*[(Z'2)"'Cc*C+ CctC(Z’Z)' - ctCc(Z'Z)~1ctC)

ifadesini elde ederiz.

Simdi AEKK tahmin edicisinin varyans matrisi (kovaryans matrisi) ile KEKK tahmin edicisinin varyans matrisinin
farkindan olusan matrisi inceleyelim. Bunun i¢in

X=[(Z'2)c*C+CcrC(Z'2) - ctc(Z' )¢t
diyelim. ¢ parametre uzayindan a € C(C') = N (I — €C*C) = N(I — C'C'*") vektorinii secelim (burada V, sifir

uzay1 veya cekirdegi gosterir). a = C'b b € R? ve a € R’ olacaktir. Béylece Moore-Penrose g-ters 6zelliklerini
kullanarak, her a € R i¢in

a'Xa=b'C[(Z'Z2)71C*C+CTC(Z'2)t - ctc(Z'2)~1ctCIC'h
= b'[C(Z'Z)"1C*CC + CCHC(Z'Z)"1C' — CCHC(Z'Z)"1ctCC'|b
=b'[C(Z'Z)IC +C(Z'2)"1C = C(Z'Z2)"1C'|b = b'[C(Z'Z)"1C']b

bulunur. Burada rank(Z,,, ) = t oldugundan, (Z'Z), (Z'Z)! ve €(Z'Z)~'C’ matrisleri pozitif tanimhdir. O halde
X de pozitif tanimhidir.

Bdylece, ¥, tahmin edicisinin varyansi, ¥ tahmin edicisinin varyansindan bir pozitif tanimhi matris kadar eksiktir
[35-36]. Yani, var(¥) = var(¥. ) dir. O halde, ¥, nin; ¢ nin biliniyor olmasi sart1 veya kovaryans matrislerinin
kriteri ile Loewner siralamasi altinda ¥ dan daha etkin oldugu ispat edilmis olur.

Son olarak ¥, nin tekliginden bahsedelim. (5) ifadesini soldan Z'Z ile ¢arpalim.

ZZ9,=Z'ZC6+ZZ(I-CCOy=2ZC*86+Z'Zp=ZZC6+Z'v
=Z'ZC6+Z(w—-2C'8)=2Z'w

olur. Bu ifadeyi soldan (I — €C*C) ile carparak
I-Cc*C)(Z'Zy.—Zw) =0

elde ederiz. Buradan (Z'Zy. — Z'w) € N(I — €*C) oldugu yani, (Z’Zy,—Z'w) € C(C") veyaZ'Zy,=Z'w+
C'A, A € RY oldugu gorilir. Bu nedenle ¥, tektir.

3.2. KEKK tahmininin bir uygulamasi
Ordu ilindeki bir findik fabrikasinda, 2013-2017 yillar1 arasinda findiktan elde edilen gelir asagida Tablo 1. de

verilmistir[27].
Tablo 1. 2013-2017 yillar1 arasinda findiktan elde edilen gelir

Yillar Gelir (TL)

2017 1033132,457
2016 1062882,890
2015 1324114,990
2014 824509,375
2013 536710,989

Once parametre iizerine lineer kisitlama koyarak parametre tahminini, Moore-Penrose g-tersini kullanarak
hesaplayalim. Sonra Tablo 1. deki verilerden yararlanarak en kii¢lik kareler yontemi vasitasiyla 2021 yilindaki
gelirin kestirimini yapalim.
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(1) modeli goz o6niine alindiginda, AEKK tahmin edicisi ¥ = 283186,7010 olarak bulunur. Simdi (2) lineer

kisitlamasim goz 6niine alimz. Ozel olarak € =

0 0
1] ve 6 = [123121,6451 ]segilirse, ') 'c'cz'z)y ¢ g
0 0

tersi, Moore-Penrose g-tersinin ti¢ 6zelligini sagladigindan,

7. =7+ @' c'(cZ2)tcH 66— (Z2)'c(cZ2)c)cy
= 283186,7010 + 123121,6451 — 283186,7010 = 123121,6451
elde edilir. O halde ¥., ¥ dan daha etkindir.

é=w-— y.Z =586905,2049 dur. Tablo 1. deki verilere gore model, w = 123121,6451 Z + 586905,2049
seklinde bulunur. O halde 2021 y1ilii¢in ( Z = 9 i¢in), tahmini findik geliri w = 1695000,011 TL olarak hesaplanir.

4. Tartisma ve Sonug

(1) modeline benzer lineer modeller i¢in parametrelerin tahmini ve bircok hipotezin testi, parametre vektori
lizerine lineer kisitlamalar koyarak da yapilir. Bu tahmin Lagrange carpanlari yontemi ile yapildig gibi farkl
yontemlerle de yapilabilir. Bu ¢alismada, KEKK tahminini matrislerin Moore-Penrose g-tersini kullanarak yaptik.
Bu calismada tartisilan konular, bu konuda c¢alisan arastirmacilara biraz da olsa katkida bulunacaktir.
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