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Öz: İstatistiksel analizlerden biri olan regresyon analizinin temel amacı, tahmin 
edilen değerler ile gerçek gözlem değerleri arasındaki farkı minimum yapmaktır. Bu 
nedenle, çeşitli tahmin yöntemleri geliştirilmiştir. Regresyon modeli oluşturulurken 
genellikle alışılmış en küçük kareler (AEKK) veya en çok olabilirlik (EÇO) 
yaklaşımlarından biri kullanılır. Bazı durumlarda, parametre vektörü üzerine lineer 
eşitlik veya lineer eşitsizlik kısıtlamaları konulabilir. Parametre vektörü üzerine 
lineer eşitlik kısıtlaması konulduğunda parametre, kısıtlanmış en küçük kareler 
(KEKK) yaklaşımı ile tahmin edilir. Ayrıca kısıtlanmış modeller altında parametre 
tahmini, matrislerin genelleştirilmiş terslerini (g-terslerini) içerir. Bu çalışmada 
klasik regresyon modelinde en küçük kareler tahmin edicileri, parametre vektörü 
üzerine eşitlik kısıtlamaları konularak ve matrislerin Moore-Penrose g-tersleri 
kullanılarak elde edilmiştir. 
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Abstract: The main purpose of the regression analysis, which is one of the statistical 
analyzes, is to minimize the difference between the estimated values and the actual 
observation values. Therefore, various estimation methods have been developed. 
Ordinary least squares (OLS) or maximum likelihood (ML) approaches are often 
used when creating the regression model. In some cases, linear equality or linear 
inequality constraints can be imposed on the parameter vector. When linear 
equality constraint is imposed on the parameter vector, the parameter is estimated 
by the constrained least squares (CLS) approach. Besides, parameter estimation 
under constrained models includes generalized inverse (g-inverse) of matrices. In 
this study, least squares estimators in classical regression model were obtained by 
imposing equality constraints on parameter vector and using Moore-Penrose g- 
inverses of matrices. 
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1. Giriş
 
 
Çeşitli alanlarda, uygulama vasıtasıyla toplanan veriler incelenir ve bu verileri modelleyen fonksiyon bulunmak 
istenir. Verilere tam anlamıyla uyan fonksiyonu bulmak her zaman mümkün olmayabilir. Regresyon analizi, bu 
verilere en iyi şekilde uyan fonksiyonu bulma yöntemidir [1].  
 
Alışılmış en küçük kareler (AEKK) yöntemi, regresyon analizinde sıklıkla kullanılan yöntemlerden biridir. Ünlü 
matematikçi C. F. Gauss, AEKK yöntemini 1795’de geliştirmiştir. Bu yöntemi ilk defa 1801’de Cres astroidinin 
yörüngesini belirlemek için kullanmıştır [2]. Gauss’dan bağımsız olarak A. Legendre 1805’de ve R. Adrain 1808’de 
yöntemi bulmuşlardır [3]. 
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AEKK yöntemi, pek çok bilim dalında (matematik, sosyoloji, mühendislik, tıp, ziraat gibi) değişkenler arasındaki 
ilişkileri saptarken kullanılan araçlardan biridir [4].   
 
AEKK yöntemi Gauss-Markov Teoremi'ne göre, optimal yöntemdir. Yani hata kareler toplamını (HKT’yi) minimum 
yapmayı amaçlayan bir yöntemdir. Veriler için birtakım varsayımlar sağlandığında yöntem, güvenilir tahminler 
elde edilmesini sağlar [5-6]. Bu yöntemde, değişkenler arasındaki ilişkiyi bulmak için matematiksel model kurulur, 
daha sonra da kurulan modelin geçerliliği araştırılır [7]. Eğer kurulan model verilere uygun değilse yanıltıcı 
sonuçlar doğuracaktır [8].  
 
AEKK yöntemi, geçmişten günümüze kadar matematikçilerin ve diğer bilim adamlarının yoğun olarak üzerinde 
çalıştıkları konu haline gelmiştir [9-15]. 
 
Ancak bazı durumlarda AEKK kestirimine lineer kısıtlamalar koymak gerekebilir. Bu durumda lineer modellerde 
kısıtlama altında elde edilen tahmine, kısıtlanmış en küçük kareler (KEKK) tahmini denir [16-21]. KEKK yöntemi 
ile elde edilen parametreler bu kısıtları sağlamalıdır. Amaç yine HKT’yi minimum yapmaktır. 
 
Bu çalışmada amacımız, lineer modellerde kısıtlama altında KEKK tahminini, matrislerin genelleştirilmiş tersinin 
özel bir hali olan Moore-Penrose g-tersi vasıtasıyla bulmaktır. Bunun için önce, AEKK ile KEKK tahminlerini ifade 
edelim ve Moore-Penrose g-tersinden kısaca bahsedelim.  
 
2.  Materyal ve Metot 
 
2.1. Alışılmış en küçük kareler (AEKK) tahmini 
 
𝒁 bilinenlerin 𝑡 ranklı bir 𝑠 × 𝑡  matrisi, 𝒘 gözlenebilir bir 𝑠 × 1  rasgele vektör, 𝜸 parametrelerin bir 𝑡 × 1   
vektörü, 𝒆, 𝐸(𝒆) = 𝟎 ortalamalı ve 𝑣𝑎𝑟(𝒆) = 𝝈2𝑰 kovaryanslı bir hata vektörü ve 𝝈2 pozitif bir parametre olmak 
üzere aşağıdaki genel lineer modelini göz önüne alınız:   
 

𝒘 = 𝒁𝜸 +  𝒆 . (1) 

 
𝜸  nın AEKK tahmin edicisi, aşağıdaki HKT yi  𝜸 ya göre minimumlaştırılarak elde edilir:  
 
HKT(𝜸) = 𝒆′𝒆 = (𝒘 − 𝒁𝜸)′(𝒘 − 𝒁𝜸) = 𝒘′𝒘− 𝟐𝜸′𝒁′𝒘+ 𝜸′𝒁′𝒁𝜸 . 
 

 

 
HKT(𝜸) nın minimum olması için gerek şart 
 
𝜕HKT(𝜸)

𝜕𝜸′
= 0,  

 

−𝟐𝒁′𝒘+ 𝟐𝒁′𝒁𝜸 = 𝟎  

 
olmasıdır. 
 
Böylece �̂�  için,  𝒁′𝒁�̂� = 𝒁′𝒘  normal denklemler sistemi elde edilir.  
 
Yukarıdaki normal denklemler sistemi her zaman tutarlıdır. Yani 𝒁  nin rankına bağlı değildir. 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝒁𝑠×𝑡  ) = 𝑡 ≤
𝑠  olması halinde, normal denklemler sistemi için  �̂�  çözümü 
 
�̂� = (𝒁′𝒁)−𝟏𝒁′𝒘 
 
ile verilir [22-26]. 
 
𝐸(�̂�) = 𝐸[(𝒁′𝒁)−𝟏𝒁′𝒘] = (𝒁′𝒁)−𝟏𝒁′𝐸[𝒘] = 𝜸  dır. Yani  �̂�, 𝜸  nın bir yansız tahmin edicisidir. �̂�  nın kovaryans 
matrisi ise, 

𝑣𝑎𝑟(�̂�) = 𝐸[((𝒁′𝒁)−𝟏𝒁′𝒘− 𝜸)((𝒁′𝒁)−𝟏𝒁′𝒘− 𝜸)′]

= 𝐸[((𝒁′𝒁)−𝟏𝒁′(𝒁𝜸 +  𝒆) − 𝜸)((𝒁′𝒁)−𝟏𝒁′(𝒁𝜸 +  𝒆) − 𝜸)′]
= (𝒁′𝒁)−𝟏𝒁′𝐸(𝒆𝒆′)𝒁(𝒁′𝒁)−𝟏 = 𝝈𝟐(𝒁′𝒁)−𝟏 
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biçimindedir.  �̂�2 =
(𝒘−𝒁�̂�)(𝒘−𝒁�̂�)′

𝑠−𝑟𝑎𝑛𝑘(𝒁)
,  𝝈2 nin bir yansız tahmin edicisidir. 

 
 
2.2. Kısıtlanmış en küçük kareler (KEKK) tahmini 
 
ℝ𝑡;  𝑡 × 1  tipindeki tüm reel matrislerin bir kümesi olmak üzere  ℝ𝑡  nin bir alt uzayı,  
 
ɸ = {𝜸 ∶  𝑪𝜸 = 𝜹} 
 

 
 

olsun. 𝜸  için parametre uzayı ɸ  alt uzayına kısıtlanmıştır.  𝜸,  𝑪𝜸 = 𝜹  tutarlı lineer denklemler sistemini sağlamak 
üzere, beklenen değeri  𝒁𝜸  olan  𝒘  yi gözleriz. 
 
𝑪 𝑞×𝑡  matrisinin tam ranklı olduğunda ısrar edeceğiz; aksi halde gereksiz denklemlere sahip olacağız. 

Denklemlerin tutarlı olmalarını garantilemek için 𝜹 ∈ 𝒞(𝑪) (𝒞(𝑪), 𝑪 nin sütun uzayı)  olması yeterlidir [27]. 
 

O halde 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑪 𝑞×𝑡) = 𝑞  ve 𝜹  bilinenlerin bir 𝑞 × 1 vektörü olmak üzere,  𝑪  sınırlama matrisi için katsayılar 

üzerine koyulan aşağıdaki  𝑞 −sayıda lineer kısıtlamasını göz önüne alınız: 
 

𝑪𝜸 = 𝜹.  (2) 

 
𝒆′𝒆 = (𝒘 − 𝒁𝜸)′(𝒘 − 𝒁𝜸) amaç fonksiyonu, (2) kısıtlaması altında minimumlaştırılarak KEKK tahmini elde edilir. 
𝜶′  Lagrange çarpanlarının bir 𝑞 × 1 vektörü olmak üzere, Lagrange fonksiyonu 
 
ℒ = 𝒘′𝒘 − 2𝜸′𝒁′𝒘+ 𝜸′𝒁′𝒁𝜸 − 𝜶′(𝜹 − 𝑪𝜸) 
 

 

dır. [28]’deki çalışmaya göre  𝑴  bir matris, 𝒎 ve 𝒏  vektörler olmak üzere,  
 
𝝏(𝒎′𝑴𝒎)

𝝏𝒎
= (𝑴 +𝑴′)𝒎 (= 2𝑴𝒎, 𝑴  𝑠𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖𝑘 𝑜𝑙𝑑𝑢ğ𝑢𝑛𝑑𝑎) 

 
 

ve 
 
𝝏(𝒎′𝒏)

𝝏𝒎
= 𝒏  

 
dir. Bu sonucu kullanarak, Lagrange fonksiyonunu  𝜸  ya ve  𝜶  ya göre diferensiyelleme aşağıdaki şartları verir: 
 

−𝟐𝒁′𝒘+ 𝟐𝒁′𝒁𝜸 + 𝑪′𝜶 = 𝟎,  

 

𝑪𝜸 − 𝜹 = 𝟎. (3) 

 
(3) eşitliğini soldan  𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏  ile çarpma 
 
−𝟐𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝒁′𝒘+ 𝟐𝑪𝜸 + 𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′𝜶 = 𝟎 
 

 

eşitliğini verir. 𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′   matrisi pozitif tanımlıdır. Yukarıdaki eşitlikte �̂� = (𝒁′𝒁)−𝟏𝒁′𝒘  ifadesini kullanarak, 
 

𝜶 = (𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′)−𝟏(𝟐𝑪�̂� − 𝟐𝑪𝜸) = −𝟐(𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′)−𝟏(𝜹 − 𝑪�̂�)  

 
elde edilir. 𝜶  nın bu değerini (3) eşitliğinde yerine koyarak,  𝜸  nın KEKK tahmin edicisi  
 

�̂�𝒄 = �̂� + (𝒁
′𝒁)−𝟏𝑪′(𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′)−𝟏(𝜹 − 𝑪�̂�)  

 
olarak bulunur [29-32]. 
 
�̂�𝑐  tahmin edicisi, (2) eşitliğini sağlar. Üstelik �̂�𝑐, 𝜸 nın bir yansız tahmin edicisidir. �̂�𝑐  nin kovaryans matrisine 
gelecek olursak, 
 

𝑣𝑎𝑟(�̂�𝒄 ) = 𝑬[(�̂�𝒄 − 𝜸)(�̂�𝒄 − 𝜸)
′] = 𝓜𝒄(𝒁

′𝒁)−𝟏𝒁′𝑬(𝒆𝒆′)𝒁(𝒁′𝒁)−𝟏(𝓜𝒄)
′ = 𝝈𝟐𝓜𝒄(𝒁

′𝒁)−𝟏(𝓜𝒄)
′  
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olarak bulunur. 
 
Burada  𝓜𝑐 = [𝑰 − (𝒁

′𝒁)−𝟏𝑪′(𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′)−𝟏𝑪],  idempotent bir matristir ancak simetrik bir matris değildir [27]. 
Ayrıca  𝑣𝑎𝑟(�̂�𝑐 ) için,  𝑣𝑎𝑟(�̂�𝑐  ) = 𝝈

2𝓜𝑐(𝒁
′𝒁)−𝟏   denk ifadesi de yazılabilir. 

 
2.3. Matrisler için genelleştirilmiş tersler (g-tersler) 
 
Fredholm ilk kez 1903’de g-ters kavramından integral operatörleri ile ilgili çalışmasında bahsetmiştir. Matrislerin 
g-ters kavramı ilk olarak E. H. Moore tarafından 1920’de ifade edilmiştir. Daha sonra bu, Penrose tarafından 
1955’de geliştirilmiştir. 1900’lü yılların ortasından itibaren lineer programlamanın gelişmesiyle g-terslere ilgi 
daha da artmıştır [33]. 
 
 2.3.1. Moore-Penrose g-tersi 
 
Herhangi bir 𝑷 matrisi için, 

i. 𝑷𝑮𝑷 = 𝑷 , iii. (𝑷𝑮)′ = (𝑷𝑮), 
ii. 𝑮𝑷𝑮 = 𝑮,   iv. (𝑮𝑷)′ = (𝑮𝑷) 

koşullarını sağlayan tek bir 𝑮 matrisi vardır. Bu matrise Moore-Penrose g-tersi denir ve  𝑷+ ile gösterilir [34]. 
 
3. Bulgular  
 
3.1. Moore-Penrose g-tersi ile KEKK tahmininin elde edilişi 
 

Burada �̂�𝑐 yı elde etmek için başka bir yöntemi ortaya koyacağız. Bunun için, 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑪 𝑞×𝑡) = 𝑞 ≤ 𝑡  şartı ve (2) 

kısıtlaması altında, 𝑪  nin  𝑪+ = 𝑪′(𝑪𝑪′)−𝟏   Moore-Penrose g-tersini (𝑪+, tektir) kullanarak (2) lineer denklemler 
sisteminden aşağıdaki  𝜸∗ çözümünü elde ederiz: 
 

𝜸∗ = 𝑪+𝜹 + (𝑰 − 𝑪+𝑪)𝝃,         𝝃 ∈ ℝ𝒕. (4) 

 

𝝃 ∈ ℝ𝑡  optimum vektörünü bulmaya çalışalım ve buna  �̂�  diyelim. 𝜸∗ değerini (1) modelinde yerine koyarak 
 
𝒘− 𝒁𝑪+𝜹⏟      

=𝒗

= 𝒁(𝑰 − 𝑪+𝑪)𝝃⏟      
=𝝋

+  𝒆 

 
 

modelini elde ederiz. Bu takdirde  𝝋  nın  �̂�  tahmin edicisi,  𝒁′𝒁𝝋 = 𝒁′𝒗  normal denklemi sağlar. O halde 
 

�̂� = (𝑰 − 𝑪+𝑪)�̂� = (𝒁′𝒁)−𝟏𝒁′(𝒘 − 𝒁𝑪+𝜹) = �̂� − 𝑪+𝜹 
 

 

olduğu görülür.  𝜼 ∈ ℝ𝑡   keyfi bir vektör olmak üzere, yukarıdaki ifadenin �̂�  için çözümünden  
 

�̂� = (𝑰 − 𝑪+𝑪)(𝒁′𝒁)−𝟏𝒁′(𝒘 − 𝒁𝑪+𝜹) + [𝑰 − (𝑰 − 𝑪+𝑪)+(𝑰 − 𝑪+𝑪)]𝜼
= (𝑰 − 𝑪+𝑪)(𝒁′𝒁)−𝟏𝒁′(𝒘 − 𝒁𝑪+𝜹) + [𝑰 − (𝑰 − 𝑪+𝑪)]𝜼
= (𝑰 − 𝑪+𝑪)(𝒁′𝒁)−𝟏𝒁′(𝒘 − 𝒁𝑪+𝜹) + 𝑪+𝑪𝜼 

 

 

olur. (4) ifadesinde  𝝃  yerine  �̂�  koyarak  �̂�𝑐   yı elde ederiz. Buna göre, 
 
�̂�𝒄 = 𝑪

+𝜹 + (𝑰 − 𝑪+𝑪){(𝑰 − 𝑪+𝑪)(𝒁′𝒁)−𝟏𝒁′(𝒘 − 𝒁𝑪+𝜹) + 𝑪+𝑪𝜼  }
= 𝑪+𝜹 + (𝑰 − 𝑪+𝑪)(𝒁′𝒁)−𝟏𝒁′(𝒘 − 𝒁𝑪+𝜹) = 𝑪+𝜹 + (𝑰 − 𝑪+𝑪)�̂� 

 
(5) 

elde edilir. 
 
(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′[𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′]−1  g-tersi, Moore-Penrose g-tersinin üç özelliğini sağlar. 
 
i. 𝑪 𝑪+𝑪 = 𝑪,  ii. 𝑪+𝑪𝑪+ = 𝑪+, iii. (𝑪𝑪+)′ = 𝑪𝑪+. 
 
Eğer (5) ifadesinde 𝑪+ yerine  (𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′[𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′]−1 matrisini kullanırsak, 
 
�̂�𝒄 = {(𝒁

′𝒁)−𝟏𝑪′[𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′]−𝟏}𝜹 + (𝑰 − {(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′[𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′]−𝟏}𝑪)�̂�  
= �̂� + (𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′(𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′)−𝟏(𝜹 − 𝑪�̂�) 
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olduğu görülür. KEKK tahmin edicisinin kovaryans matrisine tekrar dönecek olursak, 
 
𝑣𝑎𝑟(�̂�𝒄 ) = 𝝈

𝟐(𝒁′𝒁)−𝟏 + 𝝈𝟐[−(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪+𝑪 − 𝑪+𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏 + 𝑪+𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪+𝑪], 
 
𝑣𝑎𝑟(�̂�) − 𝑣𝑎𝑟(�̂�𝑐  ) = 𝝈

2[(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪+𝑪 + 𝑪+𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏 − 𝑪+𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪+𝑪] 
 

 
ifadesini elde ederiz. 
 
Şimdi AEKK tahmin edicisinin varyans matrisi (kovaryans matrisi) ile KEKK tahmin edicisinin varyans matrisinin 
farkından oluşan matrisi inceleyelim. Bunun için 
 

𝑿 = [(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪+𝑪 + 𝑪+𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏 − 𝑪+𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪+𝑪]  

 
diyelim. ɸ parametre uzayından 𝒂 ∈ 𝒞(𝑪′) = 𝒩(𝑰 − 𝑪+𝑪) = 𝒩(𝑰 − 𝑪′𝑪′+) vektörünü seçelim (burada 𝒩, sıfır 
uzayı veya çekirdeği gösterir). 𝒂 = 𝑪′𝒃   𝒃 ∈ ℝ𝑞  ve   𝒂 ∈ ℝ𝑡  olacaktır. Böylece Moore-Penrose g-ters özelliklerini 
kullanarak, her 𝒂 ∈ ℝ𝑡  için 
 
𝒂′𝑿𝒂 = 𝒃′𝑪[(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪+𝑪 + 𝑪+𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏 − 𝑪+𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪+𝑪]𝑪′𝒃

= 𝒃′[𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪+𝑪𝑪′ + 𝑪𝑪+𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′ − 𝑪𝑪+𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪+𝑪𝑪′]𝒃
= 𝒃′[𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′ + 𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′ − 𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′]𝒃 = 𝒃′[𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′]𝒃 

 

 

bulunur. Burada 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝒁𝑠×𝑡  ) = 𝑡 olduğundan, (𝒁′𝒁),  (𝒁′𝒁)−𝟏  ve  𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′ matrisleri pozitif tanımlıdır. O halde 
𝑿 de pozitif tanımlıdır.  
 
Böylece, �̂�𝑐 tahmin edicisinin varyansı, �̂�  tahmin edicisinin varyansından bir pozitif tanımlı matris kadar eksiktir 
[35-36]. Yani, 𝑣𝑎𝑟(�̂�) ≥ 𝑣𝑎𝑟(�̂�𝑐  ) dir. O halde, �̂�𝑐  nin; 𝝈2 nin biliniyor olması şartı veya kovaryans matrislerinin 
kriteri ile Loewner sıralaması altında �̂�  dan daha etkin olduğu ispat edilmiş olur. 
 
Son olarak  �̂�𝑐   nin tekliğinden bahsedelim. (5) ifadesini soldan  𝒁′𝒁 ile çarpalım. 
 
𝒁′𝒁 �̂�𝒄 = 𝒁

′𝒁 𝑪+𝜹 + 𝒁′𝒁 (𝑰 − 𝑪+𝑪)�̂� = 𝒁′𝒁 𝑪+𝜹 + 𝒁′𝒁�̂� =  𝒁′𝒁 𝑪+𝜹 + 𝒁′𝒗 
= 𝒁′𝒁 𝑪+𝜹 + 𝒁′(𝒘 − 𝒁𝑪+𝜹) = 𝒁′𝒘 

 
 

olur. Bu ifadeyi soldan  (𝑰 − 𝑪+𝑪) ile çarparak  
 
(𝑰 − 𝑪+𝑪)(𝒁′𝒁 �̂�𝒄 − 𝒁

′𝒘) = 𝟎  

 
elde ederiz. Buradan (𝒁′𝒁 �̂�𝑐 − 𝒁

′𝒘) ∈ 𝒩(𝑰 − 𝑪+𝑪) olduğu yani, (𝒁′𝒁 �̂�𝑐 − 𝒁
′𝒘) ∈ 𝒞(𝑪′)  veya 𝒁′𝒁 �̂�𝑐 = 𝒁

′𝒘+
𝑪′𝝀, 𝝀 ∈ ℝ𝑞  olduğu görülür. Bu nedenle �̂�𝑐  tektir. 
 
3.2. KEKK tahmininin bir uygulaması 
 
Ordu ilindeki bir fındık fabrikasında, 2013-2017 yılları arasında fındıktan elde edilen gelir aşağıda Tablo 1. de 
verilmiştir[27]. 

Tablo 1. 2013-2017 yılları arasında fındıktan elde edilen gelir 
Yıllar Gelir (TL) 
2017 1033132,457 

2016 1062882,890 

2015 1324114,990 

2014 824509,375 

2013 536710,989 

 
Önce parametre üzerine lineer kısıtlama koyarak parametre tahminini, Moore-Penrose g-tersini kullanarak 
hesaplayalım. Sonra Tablo 1. deki verilerden yararlanarak en küçük kareler yöntemi vasıtasıyla 2021 yılındaki 
gelirin kestirimini yapalım.  
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(1) modeli göz önüne alındığında, AEKK tahmin edicisi �̂� = 283186,7010 olarak bulunur. Şimdi (2) lineer 

kısıtlamasını göz önüne alınız. Özel olarak  𝑪 = [
0
1
0
]  ve  𝜹 = [

0
123121,6451  

0
] seçilirse, (𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′[𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′]−1  g-

tersi, Moore-Penrose g-tersinin üç özelliğini sağladığından, 
 
 
 �̂�𝒄  = �̂� + (𝒁

′𝒁)−𝟏𝑪′(𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′)−𝟏𝜹 − (𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′(𝑪(𝒁′𝒁)−𝟏𝑪′)−𝟏𝑪�̂� 
       = 283186,7010 + 123121,6451 − 283186,7010 = 123121,6451 
 
elde edilir. O halde  �̂�𝑐  ,  �̂�  dan daha etkindir.  
 
�̂� = �̅� − �̂�𝒄�̅� = 586905,2049 dur. Tablo 1. deki verilere göre model,  𝒘 = 123121,6451 𝒁 + 586905,2049 
şeklinde bulunur. O halde 2021 yılı için ( 𝒁 = 9 için), tahmini fındık geliri 𝒘 = 1695000,011 TL olarak hesaplanır. 
 
4. Tartışma ve Sonuç 
 
(1) modeline benzer lineer modeller için parametrelerin tahmini ve birçok hipotezin testi, parametre vektörü 
üzerine lineer kısıtlamalar koyarak da yapılır. Bu tahmin Lagrange çarpanları yöntemi ile yapıldığı gibi farklı 
yöntemlerle de yapılabilir. Bu çalışmada, KEKK tahminini matrislerin Moore-Penrose g-tersini kullanarak yaptık. 
Bu çalışmada tartışılan konular, bu konuda çalışan araştırmacılara biraz da olsa katkıda bulunacaktır.  
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