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Özet: Bu çalışmada, geometrik fonksiyonlar teorisinin en önemli araştırma konularından biri 

olan ve son yıllarda oldukça popüler hale gelen kendisi ve tersi yalınkat fonksiyonlar 

araştırılmıştır. Fonksiyonlar üzerine yapılan araştırmalarda sınır belirleme çalışması alışılagelen 

bir durumdur. Bu bağlamda, ilk olarak kendisi ve tersi yalınkat fonksiyonlar sınıfının   
{      | |   } açık birim diskinde yeni bir alt sınıfı tanımlanmıştır. Bu alt sınıf tanımlanırken 

kompleks değerli fonksiyonlar için geliştirilen Komatu integral operatörü ve sabordinasyon 

prensibi kullanılmıştır. Daha sonra Fibonacci sayı dizisi ile reel kısmı pozitif olan fonksiyonlar 

arasındaki ilişki verilmiştir. Bu ilişki Bulgular bölümü için temel teşkil etmektedir. Tanımlanan 

sınıfa ait fonksiyonların ilk iki Taylor Maclaurin katsayıları    ve    ün modülleri için üst 
sınırlar araştırılmıştır. Son olarak yine bu sınıfa ait fonksiyonlar için Fekete-Szegö eşitsizlikleri 

elde edilmiştir. Elde edilen bulgular literatürdeki sonuçlar ile karşılaştırılmıştır. 

 

Anahtar kelimeler: Kendisi ve tersi yalınkat fonksiyonlar, Yıldızıl ve konveks fonksiyonlar, 

Katsayı eşitsizlikleri, Sabordinasyon, Komatu integral operatörü  

 

 

Coefficient Inequalities for Bi-univalent Functions Defined by Subordination and 

A Sequence of Fibonacci Numbers 
 

Abstract: In this work, bi-univalent functions, which are one of the most important research 

areas of Geometric Function Theory and which are still very popular in recent years, have been 

investigated. For the studies of functions, it is customary to determine the bound. In this 

direction, firstly, we introduce a new subclass of bi-univalent functions in the open unit disk 

  {      | |   }  For this purpose, the Komatu integral operator developed for complex 

functions and subordination princible are used. Afterwards, the relation between the Fibonacci 

number sequence and the functions with the positive real part is given. This relation is a 

fundamental role for Results section. The upper bounds of the first two Taylor-Maclaurin 

coefficients are investigated. Finally, we derive Fekete-Szegö inequalities for functions 

belonging to this newly-defined class. The obtained results are compared with studies in the 

literature. 

 

Key words: Bi-univalent functions, Starlike and convex functions, Coefficient inequalities, 

Subordination, Komatu integral operator 
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1. Giriş 

Kompleks düzlemin bir   bölgesinde       fonksiyonu birebir ise   fonksiyonu   

de yalınkat fonksiyon olarak tanımlanmaktadır. Geometrik olarak ise düzlemde      
görüntü bölgesinin katlı bölge olmaması şeklinde yorumlanmaktadır.   birim diskinde 

analitik ve                 koşuluyla normalize edilmiş fonksiyonların sınıfı   

ile gösterilmek üzere her     fonksiyonu 

 

                                            2    
3       ∑   

 
    n

                                (1) 

 

şeklinde bir Taylor serisi ile ifade edilebilir.   birim diskinde normalize edilmiş 

yalınkat analitik fonksiyonların sınıfı   ile gösterilir.   sınıfında çalışılan temel 

problemler yeni alt sınıflar tanımlama, katsayı sınırları, Fekete-Szegö eşitsizlikleri, 

Hankel determinant sınırları, büyüme-genişleme teoremleri, integral ve türev 

operatörleri, konvolüsyon ve sabordinasyon teknikleridir. 

  sınıfının iki önemli alt sınıfı   mertebeli yıldızıl fonksiyonların sınıfı       ve   

mertebeli konveks fonksiyonların sınıfı      dır. Matematiksel olarak  

 

      ,               (
      

    
)                   - 

 

ve 

 

     ,               (  
       

     
)                   - 

 

biçiminde ifade edilmektedir. 

  açık birim diskinde analitik,        ve her     için         koşullarını 
sağlayan fonksiyonlar reel kısmı pozitif analitik fonksiyonlar olarak tanımlanmaktadır 

ve bu fonksiyonların sınıfı   ile gösterilmektedir. Literatürde Carathéodory sınıfı olarak 

da bilinmektedir. Ayrıca bir     fonksiyonu 

 

              
     

    
 

formunda seri açılımına sahiptir ve katsayıları için |  |         {        }  
eşitsizliği sağlanmaktadır [13,22]. 

Şimdi, kompleks analizde önemli rol oynayan sabordinasyon tanımı verilecektir. 

Bir   Schwarz fonksiyonu 

                  ∑   
 

 

   

              |    |     

 

formunda tanımlı olmak üzere   açık birim diskinde tanımlı analitik   ve   

fonksiyonları  
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şeklinde ifade edilebiliyorsa   fonksiyonu   fonksiyonuna sabordinedir denir ve 

          şeklinde gösterilir. Burada ise      Schwarz fonksiyonu için |  |    

katsayı eşitsizliği bilinmektedir [11].  

  sınıfına ait Denklem 1 ile verilen bir     fonksiyonu 

 

   (    )              
 

ve 

 

                             

    

 (      )    (| |               
 

 
) 

 

eşitliklerini sağlayan 

 

                   
      

      
      

            
            

 

biçiminde bir     ters fonksiyonuna sahiptir [11]. Eğer hem   hem de     fonksiyonu 

  birim diskinde yalınkat ise   fonksiyonuna kendisi ve tersi yalınkat (bi-univalent) 

fonksiyon denir. Kendisi ve tersi yalınkat fonksiyonların sınıfı   ile gösterilir.   sınıfına 

ait bazı fonksiyonlar 

 

     
 

   
                              

 

 
   (

   

   
) 

 

olarak verilebilir. 

1967 yılında Lewin, tersi de yalınkat olan fonksiyonları kendisi ve tersi yalınkat (bi-

univalent) fonksiyonlar olarak adlandırmış ve bu fonksiyonların oluşturduğu sınıfı Σ ile 

göstermiştir [18]. Σ sınıfına ait fonksiyonlar için katsayı sınırları elde etme çalışmaları 

yapmıştır ve |  |       sınırını elde etmiştir. 1986 yılında Brannan ve Taha kendisi ve 

tersi yalınkat fonksiyonların bazı alt sınıflarının başlangıç katsayıları için tahminler elde 

etmiştir [9]. Son yıllarda yapılan çalışmalarda bu problem tekrar çalışılmaya başlanmış 

[25];  sınıfı ve Taylor-Maclaurin serilerinin ilk iki katsayısı olan    ve    ün 

modülleri için üst sınırları bulma
 
çalışmaları popüler hale gelmiştir [2,3,4,5,6,15,21]. 

Literatürde    in modülü için üst sınırların elde edildiği çalışmalar olmasına rağmen 

[8,24,26]     \{   } için |  | 
genel katsayı tahmini hala açık bir problemdir. 

Sabordinasyon tanımı ve 

 
      

    
        

       

     
 

 

denklemleri kullanılarak yıldızıl ve konveks fonksiyonlar için çalışmalar yapılmıştır 

[20]. İlk olarak sabordinasyon tanımı gereği    birim diskinde reel kısmı pozitif ve reel 

eksene göre simetrik, 1 noktasına göre yıldızıl bir bölgeye resmeden analitik bir   (  

(0)=0,           fonksiyonu göz önüne alınmıştır. Böylece Ma-Minda yıldızıl 

fonksiyonlar sınıfı 
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sabordinasyon şartını sağlayan     fonksiyonlarından oluşmaktadır. Benzer şekilde, 

Ma-Minda konveks fonksiyonlar sınıfı 

 

  
       

     
      

 

sabordinasyon şartını sağlayan     fonksiyonlarından oluşmaktadır. Bu 

tanımlamalardan yola çıkılarak hem   hem de     fonksiyonu Ma-Minda yıldızıl ise   

fonksiyonunu Ma-Minda bi-yıldızıl, hem   hem de     fonksiyonu Ma-Minda konveks 

ise   fonksiyonunu Ma-Minda bi-konveks olarak adlandırılmıştır [11]. Ma-Minda bi-

yıldızıl ve Ma-Minda bi-konveks fonksiyonların sınıfı sırasıyla            ile 

gösterilmektedir [7]. 

Kompleks analizin ilgilendiği önemli problemlerden olan Fekete-Szegö problemi 

 

            
  

 

fonksiyonu için üst sınır elde etmek olarak bilinmektedir [12].     için Fekete-Szegö 

eşitsizlikleri 

 

                                  |      
 |        ( 

  

   
)              

 

şeklinde elde edilmektedir   

2. Materyal ve Metot 

Bu bölümde Komatu integral operatörü, kendisi ve tersi yalınkat fonksiyonların 

   
 
  ̃    alt sınıfı tanımlanmıştır ve Fibonacci sayıları hakkında bazı ifadeler 

verilmiştir. 

Tanım 2.1. Komatu integral operatorü   
 

 

 

  
 
     

  

    
∫        (

 

 
)
   

       
 

 

                      

 

şeklinde tanımlanmaktadır [17]. Kompleks değerli, Denklem 1 formundaki bir     

fonksiyonu için Komatu integral operatorü   
 
     

 

  
 
       ∑(

 

     
)
 

   
 

 

   

                  

 

şeklinde tanımlanır.  

Komatu integral operatörü tanımı gereği   
 
(      )   (  

 
    )

 

 yazılabilir. Ayrıca 

  ve   değişkenlerinin bazı özel değerleri için Komatu integral operatörü   
 
     

aşağıdaki operatörlere dönüşür:  
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         ]    Alexander operatörü [1], 

   
         ]    Libera operatörü [19], 

   
                      Sălăgean türev operatörü [23], 

   
 
            operatörü [16].  

Şimdi sabordinasyon tanımı ve Komatu integral operatörünü kullanarak kendisi ve tersi 

yalınkat fonksiyonların    
 
  ̃    alt sınıfı tanımlanacaktır. 

Tanım 2.2. Kendisi ve tersi yalınkat fonksiyonların   sınıfına ait bir   fonksiyonu 

              ve   
  √ 

 
        olmak üzere 

 

 (  (  
 
    )

 

        
 
    )

 

  (  
 
    )

 

        
 
    

  ̃    
      

         
             

 

ve 

 

 (  (  
 
    )

 

        
 
    )

 

  (  
 
    )

 

        
 
    

  ̃    
      

         
           

 

sabordinasyon şartlarını sağlıyorsa    
 
  ̃    sınıfındandır denir. 

Uyarı 2.3. Eğer          ( 
 

  
 ) ve   (              ⁄ )  

√ 

 
  değerleri göz önünde 

bulundurulursa       fonksiyonunun   birim diskinde yalınkat olmadığı sonucuna 

ulaşılır. Dolayısıyla       fonksiyonunun yalınkat olduğu diskin belirlenmesi 

gerekmektedir ve       fonksiyonunun yalınkat olduğu disk | |  
  √ 

 
      olarak 

bulunmuştur [10]. Bu sonuç ise 

  
 

| |
 

| |

  | |
 

 

eşitliğini vermektedir. Burada | |  [0,1] aralığını altın oranı karşılayacak şekilde ayırdığı 

sonucuna ulaşılmıştır. Ayrıca, Fibonacci sayıları ve       fonksiyonu arasında aşağıdaki 

bağlantı elde edilmiştir [10]:  

{  } Fibonacci sayılarının bir dizisi ve  
  

                                   { }  
 

ise 

   
         

√ 
        

  √ 
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dir. Bu durumda       fonksiyonu 

 

        ∑  
 
                      

 

   

     

 

 ∑                    
   

 

   

  

 

olarak ele alınırsa,   
 

 katsayıları için 

 

                                       
 
 {

                              

                           

   
   

     
   

                      
                                                                 

 

bulunur. 

Şimdi     ve     olması durumunda elde edilen ve çalışılan fonksiyon sınıfları 

   ( ̃   ) ve      ̃     verilecektir. 

Sonuç 2.4. Kendisi ve tersi yalınkat fonksiyonların   sınıfına ait bir   fonksiyonu 

        ve   
  √ 

 
        olmak üzere 

 

 (  
 
    )

 

  
 
    

  ̃    
      

         
             

 

ve 

 

 (  
 
    )

 

  
 
    

  ̃    
      

         
           

 

sabordinasyon şartlarını sağlıyorsa      ̃     sınıfındandır denir [14]. 

Sonuç 2.5. Kendisi ve tersi yalınkat fonksiyonların   sınıfına ait bir   fonksiyonu 

         ve   
  √ 

 
        olmak üzere 

 

 ( (  
 
    )

 

)
 

 (  
 
    )

   ̃    
      

         
             

 

ve 

 

 ( (  
 
    )

 

)
 

 (  
 
    )

   ̃    
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sabordinasyon şartlarını sağlıyorsa      ̃     sınıfındandır denir [14]. 

3. Bulgular 

Bu bölümde,    
   ̃    sınıfına ait fonksiyonların başlangıç katsayıları    ve    ün 

modülleri için üst sınırlar ve Fekete-Szegö eşitsizlikleri elde edilmiştir. 

Teorem 3.1. Denklem 1 ile ifade edilen   fonksiyonu    
   ̃    sınıfına ait olsun. Bu 

durumda 

 

|  |  
| |

√|[       (
 

   
)
 

        (
 

   
)
  

]         (
 

   
)
  

|

  

 

|  |  
| |

       (
 

   
)
  

  

      (
 

   
)
   

 

eşitsizlikleri elde edilir. Herhangi bir   reel sayısı için Fekete-Szegö eşitsizlikleri ise 

 

  
|[       (

 

   
)
 

        (
 

   
)
  

]         (
 

   
)
  

|

 | |      (
 

   
)
  

 

olmak üzere 

 

|      
 |   

 

 

{
 
 

 
 

| |

       (
 

   
)
  |   |   

|   |  

[       (
 

   
)
 

        (
 

   
)
  

]         (
 

   
)
           |   |   

 

 

şeklindedir. 

İspat. Kabul edelim ki      
 
  ̃    ve      olsun. Sabordinasyon tanımı gereği 

analitik           |    |      ve            |    |     fonksiyonları için 

 

                                

 (  (  
 
    )

 

        
 
    )

 

  (  
 
    )

 

        
 
    

                                             

 

ve 
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 (  (  
 
    )

 

        
 
    )

 

  (  
 
    )

 

        
 
    

                                           

 

eşitlikleri yazılabilir. Burada         olmak üzere 

 

      
      

      
          

     

 

      
      

      
          

     

 

fonksiyonları ve   ,   Schwarz fonksiyonları 

  

     
       

       
 
 

 
*    (   

  
 

 
)  +      

 

 

     
       

       
 
 

 
*    (   

  
 

 
)  +    

 

olarak tanımlanmıştır. Dolayısıyla  

 

           
  
 
  

 
  *

 

 
(   

  
 

 
)  

 
 
  
 

 
  
 
+         

 

 

           
  
 
  

 
  *

 

 
(   

  
 

 
)  

 
 
  
 

 
  
 
+      

 

olduğu kolayca elde edilir. Elde edilen bu bulgular Denklem 4 ve Denklem 5 ile birlikte 

düşünülürse 

 

                                             (
 

   
)
 

   
  
 
  

 
                                                                  

 

             (
 

   
)
 

         (
 

   
)
  

  
  

 

 
(   

  
 

 
)  ̃  

  
 

 
 ̃                

 

ve 

 

                                               (
 

   
)
 

   
 ̃   
 

                                                              

 

            (
 

   
)
 

    
            (

 

   
)
  

  
  

 

 
(   

  
 

 
)  ̃  

  
 

 
 ̃              
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bulunur. Böylece, Denklem 6 ve Denklem 8 

 

                                                                                                                                                 
 

 

                                                (
 

   
)
  

  
  

 ̃ 
 

 
   

    
                                            

 

eşitliklerini verir. Denklem 7 ve Denklem 9 taraf tarafa toplandığında ise 

 

 *       (
 

   
)
 

       (
 

   
)
  

+   
  

   
 
        

   
 
     

 
   

    
           

                                                   

eşitliği ve buradan elde edilen 

 

                              
  

 ̃ 
        

 {[       (
 

   
)
 
       (

 

   
)
  

] ̃ 
    ̃    ̃        (

 

   
)
  

}
                  (13) 

            

denklemine üçgen eşitsizliği uygulanırsa ve Denklem 3 göz önüne alınırsa başlangıç 

katsayısı    modülü için üst sınır 

 

|  |  
| |

√|[       (
 

   
)
 

        (
 

   
)
  

]         (
 

   
)
  

|

 

 

olarak bulunur. 

Diğer yandan, Denklem 7 ve Denklem 9 taraf tarafa çıkarıldığında 

 

                                             (
 

   
)
 

      
   

 ̃ 
 
                                         

 

ve buradan 

  

   
  
 
       

       (
 

   
)
  

  
 
    

    
  

       (
 

   
)
   

 

elde edilir. Şimdi üçgen eşitsizliği ve Denklem 3 kullanılırsa |  | için istenen üst sınıra 
kolayca ulaşılır. 

   
   ̃    sınıfına ait fonksiyonların Fekete-Szegö eşitsizliklerini elde etmek için 

Denklem 13 ve Denklem 14 kullanılırsa 

 

      
  

      ̃ 
        

 {[       (
 

   
)
 
       (

 

   
)
  

] ̃ 
    ̃̃    ̃        (

 

   
)
  

}
 

          

       (
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*(     

 

       (
 

   
)
 )    (     

 

       (
 

   
)
 )  + 

 

bulunur. Burada 

 

     
      ̃ 

 

[       (
 

   
)
 

       (
 

   
)
  

]  ̃ 
    ̃    ̃        (

 

   
)
   

 

olarak ele alınmıştır. Üçgen eşitsizliği uygulandıktan sonra Denklem 3 göz önüne 

alınırsa Fekete-Szegö eşitsizlikleri 

 

|      
 |  

{
 
 

 
 

| ̃ |

       (
 

   
)
      |    |  

 

       (
 

   
)
 

| ̃ ||    |                              |    |  
| |

       (
 

   
)
 

 

 

olarak elde edilir. 

4. Sonuç ve Yorum 

Literatürde kendisi ve tersi yalınkat fonksiyonların birçok alt sınıfı için katsayı 

eşitsizlikleri araştırılmıştır. Bu araştırmalardan farklı olarak, bu çalışmada, Fibonacci 

sayı dizileri, sabordinasyon ve Komatu integral operatörü kullanılarak kendisi ve tersi 

yalınkat fonksiyonların 

 

   
   ̃                        

 

alt sınıfı tanımlanmıştır. Bu sınıfa ait fonksiyonlar için Taylor-Maclaurin katsayı 

eşitsizlikleri ve Fekete-Szegö eşitsizlikleri elde edilmiştir.    
   ̃    sınıfının geometrik 

özellikleri       paremetrelerine bağlı olarak değişmektedir. Bu nedenle, ilgili 

parametrelerin özel durumları için bazı sonuçlar açıklayıcı örnekler olarak sunulabilir. 

Bu özel durumlar okuyucuya alıştırma olarak bırakılmıştır. Ayrıca, bu makalede 

üzerinde çalıştığımız fonksiyon sınıfının diğer birçok alt sınıfı tanımlanabilir. 
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