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EN KISA YOL PROBLEMINDE CIZGE
PARCALAMA YONTEMI KULLANILARAK YENI
BiR YAKLASIM '
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Ozet

Bu ¢alismada ilk olarak ¢izge kuraminin temel kavramlar1 verilmis, en
kisa yol problemi tanitilmig ve ayrica ¢izge pargalama i¢in Kernighan Lin
algoritmasi ele almmustir. Asil amag olarak, en kisa yol problemi igin
cizgeyi Kernighan Lin algoritmasi kurallarina gore islemcilere ayiran ve
boylelikle problem icin ¢izgeyi baslangi¢ ve bitis noktalarmi ele alan bir
zincir ¢izge formuna doniistiirerek en kisa yolu bulan bir yaklasim ortaya
konulmustur. Her parga i¢inde amag diiglimler arasindaki en kisa rotay1
bulan parca i¢i en kisa yollar hesaplanmaktadir.
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" Bu ¢alisma yazarn D.E.U. S.B.E. Ekonometri B.D.’da tamamlanmus yiiksek
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AN APPROACH FOR
THE SHORTEST PATH PROBLEM:
DEALING WITH GRAPH PARTITIONING
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Administrative Sciences

Abstract

As a starting point of this study, basic concepts of graph theory, shortest
path problem, and Kernighan Lin algorithm are presented for graph
partitioning problem. Main aim is to present an approach which solves
the shortest path problem by using the graph partitioning technique in
regard with the rules of Kernighan-Lin algorithm; therefore it becomes to
a chain graph dealing with the starting and the target nodes of the
problem. The shortest paths are calculated in order to provide the shortest
route between the objective nodes in all the processors.
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1. GIRIS

Geometride (x,y) ikilileri ile belirlenen noktalar bir koordinat sisteminde
isaretlenebilir. (X,y) noktalarmin degismesi sonucu ortaya ¢ikan ya bir
dogru ya da bir egridir. Kisaca ¢izge (graph) adi verilen bu dogru ya da
egriler, ¢izge teorisinin temel Ogeleridir. Bir dogrusal programlama
probleminde, problemin amag¢ fonksiyonunu en elverisli kilan ¢6zim
kiimesinin bulunmas1 ile modelin kaynaklarindan en iyi bir diizeyde
yararlanmanin saglanmasi birbirine esdegerdir. Bu yoniiyle problemin
¢oziimiinde ve gelistirilen kriterlerde c¢izgeler kurami, ag akislari,
dogrusal programlama, dagitim problemi ve matrisler i¢ ige
goriilmektedir. Uygulama alani, sayilamayacak kadar ¢ok olan cizgeler
kurami, bugiin, kendine 6zgii tamim ve teoremleriyle ayr1 bir matematik
dali olarak uygulamacilarin hizmetindedir.

Ekonomi, isletme, istatistik, kimya, bilgisayar bilimleri, miihendislik,
biyoloji gibi pek ¢ok bilim alanindaki ¢esitli problemlerde; problemin
elemanlar1 ve bunlarin birbirleriyle olan iligkileri bir ¢izgeyle ifade
edildiginde; ¢odziim ¢izge teorisi yardimiyla ¢ogu kez daha kolay
bulunabilmektedir.

Bir ¢izge par¢alama probleminde pargalarina ayrilmig gruplar arasmdaki,
yani iglemciler arasindaki iletisim zamanmin az olmasinin yaninda
hesaplama yiikiiniin de dengelenmesi gerekir. Algoritmalar, bir komsu
diiglimiin diger bir islemciye aktarilmasiyla ¢aligir. "Kesim biiyiikligi"
islemciler arasindaki atlama ayritlarinin agirliklari toplamidir. Bu islem
komsu diigiimiin diger islemciye geg¢mesi ile kesim bilyiikliigiiniin ne
kadar degiseceginin tespiti i¢indir. Bu tiir ardisik algoritmalarda
diigiimler islemciler arasinda devamli yer degistirdikleri i¢in, ¢izge, bir
hesaplamadan digerine gecerken artan bir ivme ile degisir. Bu
hesaplamalar sirasinda islemcilere diigiimler ve dolayisiyla kirisler
eklenir ya da ¢ikarilir. Bu tekrarli bir islem izleyen algoritmalara
literatiirde “dinamik algoritmalar” denir. Biitiin bu ardigik algoritmalar
istedikleri girdi tipine gore farklilik gosterirler. (Fjalstrom, 1998)

Konu ile ilgili yazinda pek ¢ok 6ncii calisma vardir. Ornegin, Fiduccia ve
Mattheyses (1982), bir iterasyonun O([E|) operasyon zamani aldigi,
Kernighan ve Lin’in (KL) algoritmasindan esinlenmis, Fiduccia ve
Mattheyses (FM) algoritmasini hazirlamiglardir. KL metodu ¢izge
parcalama bdoliimiinde tam olarak ele alinacaktir. FM metodu da KL
metodunda oldugu gibi bir iterasyon sirasinda kesim biyiikliigiindeki
kazancin pozitif oldugu en iyi ikiye pargalama islemini gergeklestirir.
Ancak, diigiim ¢iftleri segmektense FM metodu diigiimleri tek olarak
secer. Bu, iterasyonun her adiminda, kesim biiyiikliigiinii en fazla azaltan
isaretlenmemis bir diigiimiin N; ve N,’den sirayla secilmesi igindir. FM
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metodu, keyfi parca sayisi ve de agirlikli diigimlerle g¢aligmak iizere
gelisgtirilmistir.

Rolland, Pirkul, ve Glover (1996), ¢izgeyi ikiye pargalamada bu metodu
basarili bir sekilde kullanmuslardir. Ilk olarak dengelenmis bir sekilde
belirlenmis iki islemciden baglanir ve daha iyileri iterasyonlu bir sekilde
arastirilir. Her bir iterasyon esnasinda bir diigim secilir ve diger
islemciye gecirilir. Gegisten sonra, digiim “tabu listesi’ne alinir. Gegis
sonunda kesim kirisleri agirlig1 azaliyorsa, bu pargalama o esnadaki en
iyisi olarak kayda alinir. Belli sayilardaki gecislerden sonra daha iyi bir
kesim kirigleri agirhigi toplami bulunamazsa bu pargalama o esnadaki en
iyisi olarak kayda alinir. Belli sayidaki gegislerden sonra daha iyi
parcalama bulunamaz ise algoritma “dengesizlik faktorii’nii arttirir. Bu
faktor iki parca arasindaki esas farki limitler. Baslangi¢ olarak bu faktor
sifir olarak kurulur. Diigiimleri tabu listesine sokan gegisler o anki en iyi
parcalamada bir gelisme saglarsa, gegigine izin verilir. Algoritma biitiin
izin verilmis gegisler i¢in, kesim biiylikliigiinde en biiyiik azalis1 saglayan
bu yer degistirmeleri saglar. Rolland, Pirkul, ve Glover deneysel olarak
kendi algoritmalarimt Kernighan-Lin ile karsilastirmis ve de zaman ve
¢Oziim kalitesi agisindan daha iyi sonug verdigini bulmustur.

Bui ve Moon (1996), genetik bir algoritma gelistirmislerdir. Bir genetik
algoritma (GA) popiilasyon adi verilen bir kromozomlar (¢6ziimler)
kiimesi ile baglar. Bu popiilasyon bir durma sart1 saglanana kadar birgok
jenerasyonlar meydana getirir.  Yeni bir jenerasyon mevcut
popiilasyondan bir ya da daha ¢ok kromozom ¢iftinin segilmesiyle elde
edilir. Bu se¢im olasiliksal se¢im gemasi tabanlidir. Caprazlama
operasyonu herbir ¢iftin evlat meydana getirmesi yani soyunu devam
ettirmesi igin birlestirilmesidir. Sonug¢ olarak bir yerlestirme semasi
kullamlir. Bu, hangi popiilasyon iiyeleriyle hangi evlatlarmn yer
degistirdigini gosteren semadir.

Bunun yaninda pek ¢ok arastirmaci ¢izge pargalama igin genetik
algoritmalar gelistirmislerdir. Bunlar arasinda Berger ve Bokhari (1987),
bir geometrik algoritmanin en temel 6rneklerinden biri olan “recursive
coordinate bisection” (RSB) algoritmasini tasarlamislardir

Miller, Teng, Thurston ve Vavasis (1993), d-boyutlu bir g¢izgeyi
(digtimleri d-boyutlu bir uzaya yerlestirilmis bir ¢izgeyi) ikiye
parcalayan bir algoritma tasarlamiglardir.

Pothen, Simon, ve Liu'nun (1990), gelistirdikleri “Recursive Spectral

Bisection” (RSB) metodu, ¢izgedeki Laplace matrisinin ikinci en kiigiik
0zdegerine uyan ozvektorii kullanir (Laplace matrisi L=D-A, D diigiim
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derecelerini gosteren diagonal matris, A ise bitisiklik matrisidir). “Fiedler
vektorii” adi verilen bu 06zvektdr ¢izge hakkinda onemli bilgileri
barindirir.  Fiedler vektoriiniin  koordinatlar1 arasindaki fark, ilgili
diiglimler arasindaki mesafe hakkinda bilgi saglar. Boylece RSB metodu
diigtimlerin Fiedler vektorii koordinatlarinin siirlari bakimindan ¢izgeyi
ikiye boler. RSB ¢izgeyi dorde ya da sekize parcalamayi ve de diigiim ve
kiris agirliklarim da gozoniine alarak ¢oziim verebilecek sekilde
tasarlanmustir.

Arastirmacilar ¢izge pargalama igin paralel algoritmalar da gelistirmeye
baslamiglardir. Bunun sebebi bazi ardigik algoritmalar yiiksek kaliteli
parcalar verirler fakat yavastirlar. Bdyle bir algoritmay1 paralelize etmek
hesaplama hizini arttirabilir. Ancak, ¢izge ¢ok bilyiikse veya bir paralel
algoritma tarafindan meydana getirilmisgse ardisik pargalama algoritmasi
etkisiz olacak ve uygulamak miimkiin olmayacaktir. (Fjallstrom, 1998)
Gilbert ve Zmijevski (1987), bir ¢izgeyi ikiye parcalamak i¢in en eski
paralel algoritmalardan birini hazirlamiglardir. Bu algoritma KL
algoritmasi temellidir ve de herbir iterasyonuna {N;,N,} parcalar1 girdi
tegskil eden birtakim iterasyonlardan olusur. Bu ikiye parcalama
islemcileri {P,,P,} seklinde dengelenmis bir parcalamadir. Eger veN, ise
v diigliimiiniin biitin komsu diigimleri P;’in dahil oldugu islemcide
depolanir.

Walshaw, Cross ve Everett (1997), ¢izgede tekrarli pargalama yapabilen
iterasyonlu bir algoritma vermislerdir. (JOSTLE-D yazilimi). Bu
algoritma ilk olarak komsu pargalar arasinda ne kadar agirligin transfer
yapilacagini belirler. Daha sonra islemciler arasinda iterasyonlu bir
diigiim alig-veris sathasma geger.

AASAL [pway vfvisnpy

Schloegel, Karypis ve Kumar (1997), ¢okasama yaklasimi temelli ardigik
ve paralel tekrarli par¢alamali algoritmalar sunmuslardir.

Bu ¢alismada Once ¢izge pargalamasi ile ilgili literatiir gozden gegirilmis,
ardindan ¢izgeler kuraminin uygulama alanlarindan biri olan en kisa yol
problemi ele alinmistir. Sonrasinda sonuca ¢izge parcalama metodu
kullanarak ulasan bir en kisa yol problemi algoritmasi sunulmustur. Bu
algoritmada, zincir ¢izge yapisi elde edilebildigi durumlarda, bu yapinin
parcalanmis gruplar arasinda gecis yapilirken sadece ardigik gruplar arasi
gecise izin vermesi sayesinde, sadece atlama diiglimleri isleme tabi
tutulacaktir. Bu algoritma igleme tabi tutulan daha az diigiim sayisindan
oOtiirli zaman ve iglem sayisinda biiylik oranda tasarruf saglamaktadir.
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2. CIZGE TEORISI

N ile E ayrik iki kime (N# ¢) olmak iizere, bir G g¢izgesi (N,E)
ikilisinden olusur ve G=(N,E) yazilir. N’nin v; , (i=1,2,3,...,n)
elemanlarma da G’nin digimleri ve E’nin a,, (k=1,2,3,...,m)
elemanlarina da G’nin kirisleri denir. Herbir a, kirisini iki v; ve v;
diigiimlerine esleyen bir g bagintis1 vardir ve bu g(ax)=(vi,v;) biciminde
gosterilir. Buradaki (vj,v;) bir siral ikili ise ay bir yonlii kiris, siral ikili
degil ise ay bir yonsiiz kiris adin1 alir. Tiim kirigleri yonlii olan bir ¢izgeye
yonlendirilmis ¢izge ve tim kirisleri yonsiiz olan bir ¢izgeye
yoOnlendirilmemis ¢izge denir.

Bir G ¢izgesinin bir ay kirisi igin g(ay)=(vi,vj) ise v; ve v; diiglimlerine ay
kiriginin ug¢ diiglimleri ya da son noktalar1 denir. Bir kirigin u¢ diiglimleri
durumunda olan iki diigiime baglantili diigiimler, birer u¢ diigiimleri
ortak olan kirislere baglantili kirisler ad verilir. Iki u¢ diigiimleri cakisik
olan bir kirise bukle denir.

En kisa yol problemi aslinda bir dogrusal programlama problemidir. Bu
sOyle ispat edilebilir; v,’den v,’e giden en kisa yol belirlenmek
isteniyorsa ve eger v; ve V; noktalar1 bir kirisle birlestirilmis ise g
uzunluklu yollar takimi olusturulur. Eger v; ve v; noktalar1 bir kirisle
birlestirilmemis ise gj=+co yazilabilir. Buklesiz herhangi bir agda v,’den
va'ye giden yollardan herbiri p(v,v, sees Vi 5 V,) bigiminde ifade
edilebilir. Eger (vi,vj), W’ye ait ise, n, sayida olan ve 0<x;<I (i,j=1,2,..,n)
ile tanimlanan x; sayilarmin birlestirilen takimi bire esitlenir ve aksi
halde yani (vi,vj) p’ye ait degilse sifira esitlenir. Bu halde v, ve v,
arasindaki en kisa yolu bulma problemi;

a) 0<x;<1 (ij=1,2,...,n),
b) Z(xﬁ —x ;) =0;(i#1, i#n),
Jj=1

C)Z(x]j _le)ZI
=
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kosullar1 altinda, v, den v,’ye giden yolun uzunlugu olan, z= quiixii
i=1 j=1
dogrusal ifadesini minimum yapan tam sayili ¢6ziimiinii bulmaktir. Yani

ng,-

’yi belirtmektir.
n.n

vi ve Vv, arasindaki herhangi bir w(v,,v,,..,v,,v,) yolunun x;’ye

(1,j=1,2,...,n) kars1 gelen belirli kiimesi yukaridaki kosullarini saglar.
Bunun ispat1 sdyledir:

(vi,vj) digiimleri p yoluna ait ise x;=1 ve ait degilse x;=0
alinmas1 gereken bir bilyiiklik olarak tammlandigindan 0<x;<I
(1,j=1,2,...,n) olup a kosulu saglanmaktadir.

“b”  kosulu, D (x;—x,)=0 (i#l, i#n) idi. Bu kosul,
Jj=l

(x; —x,;)+(x,; —x,,)+...+(x,, —x,;) =0 bi¢iminde (i=2.3,...,n-1) igin
ayr1 ayr1 yazilarak  (n-2) tane denklem olusturur. Bu denklemlerden
herbiri p yolunun ilk ve son noktalar1 harig vy,va,..,v,.1,v, takiminin sabit
bir v; diigiimii i¢in yazilmis ve yine bu denklemlerden herbiri x;; ve x;i’leri
kapsayan, birinin baglangicit ve digerinin sonu v;’de bulunan iki kirise
karsilik gelmektedir.

yASAY [vwaY vfvisnpy

Eger v; noktast p yoluna ait degil ise, buradan (vi,vj)) ve (Vj,vi)
kirislerinden higbirisi p’ye ait olamaz ve bu nedenle x;;=x;=0 (j=1,2....,n)
olur. Buradan da Z(xﬁ —x;,)=0 yazilr.

j=1
“c” ve “d” kosullari, u yolu v; u¢ noktali tiim kirislerinden sadece birini
kapsadig1 (yani ilk kiris p yoluna ait) ve aynmi bigimde yine p yolu v, ug
noktali tiim kiriglerinden sadece birini kapsadigi (yani son kiris p yoluna

ait oldugu) dikkate alinirsa “b” kosuluna benzer diisiincelerin bir sonucu
oldugu gortiliir.

Burada dogrusal programlama probleminin her bir tamsayili ¢éziimiiniin

belirledigi x,, =x,, =..=x, =1 bicimindeki bir say1 kiimesinin bir p
yoluna karsilik oldugunu gostermek gerekir. le ; =1+Zx i
j=1 j=1

denkleminden de anlasilacagi gibi en az bir tane x;;=1 vardir (Bu ise ilk
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kirigin  u  yoluna ait bulundugunun bir ifadesidir). Benzer

olarak,Zx iy =2x 4, 21 ifadesinden de anlasilacagi gibi hi¢ olmazsa
j=l j=l

x.. =1 olan en az bir eleman vardir. Bu sekilde ilerleyerek bir dizi

JiJ2
olusturulur. Bu dizi ise ancak v, u¢ noktasinda sonuclandirilir. Ayrica

herhangi bir v, diigiimiinde Z(x g — %) =0 esitligi elde edilir.

J=1

Goruldigh gibi en kisa yol problemi, bir dogrusal programlama
problemine doniistiiriilebilmektedir. Ancak bu problemin simpleks
yontemle ¢oziimii, kosullarin 6zelliklerine bagl olarak, ¢ok uzun iglem
zamani alabilir.

Pratikte bir ¢izgede istenen bir baska ¢oziim de, en kisa ikinci, Ugiincii
yollardir. Bunun sebebi, probleme baska kriterler de katildiginda, bu en
kisa yollar arasindaki, bu kriter ¢ergevesinde en elverisli yolun bulunmak
istenmesidir. En kisa yol problemlerini ¢dzen, Ford, Floyd, Bellman-
Kalaba, Dijkstra gibi algoritmalar bilinmektedir.

Baglangi¢ "s" ile "t" diigiimleri olarak tanimlanan diigiimler arasindaki en
kisa yol problemi igin en etkili algoritmalardan biri Djkstra
algoritmasidir. Metot diiglimlere gecici etiketler vererek caligir. Bir
diigiimdeki etiket, s’den o diiglime olan yolun iist siniridir. Bu etiketler
strekli olarak iterasyonlu bir prosediir izleyerek {iretilirler. Her
iterasyonda bir gegici etiket sabit etikete doniigiir ve bu etiket artik iist
smirt degil, s’den o diiglime olan en kisa yolu verir. Sabitlenen etikete
"+" Gist indisi verilir.

3. CIiZGE PARCALAMA ICIN ALGORITMALAR

Verilen bir G=(N,E) ¢izgesinde (N agirlikli diigiimlerin kiimesi, ve E de
agirliklandirilmig kirig kiimesi olmak iizere) N’nin p alt kiimesi Nj,
Na,...,N,, i¢in

ULN, =N ve NN, =¢ i# ise. Bu bir digiimiin birden fazla

grup (islemci) i¢ersinde yer almadigi anlamina gelir.
Wi = W/p i=1,2,..p W;ve W sirastyla N; ve N’nin diigiim agirliklar

toplamidir. Bu, sistemin yiikiinii islemciler arasinda yaymak ve
dengelemek anlamina gelir.
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Bu alt kiimeler arasindaki gecisi saglayan kirislerin (kesim kiriglerinin
bliylikligli) agirliklar1 toplami minimum olmalidir. Bu, islemciler
arasindaki iletisimi minimum tutmak anlamina gelir.

Herhangi bir {N; = N : 1<i <p} kiimesi, birinci sart1 saglarsa, bu “p-yollu
parcalama” olarak adlandirilir. Her bir N; ¢izgenin bir parcasidir. Bir
bisection (ikiye pargalama) 2-yollu pargalamadir. Ikinci durumu saglayan
parcalamaya da ‘“dengelenmis pargalama” denir. Sekil-1’de 4-yollu
dengelenmis parcalanma ¢izge iizerinde gosterilmistir.

e —————— r
—_ —_——————r -
- i

Sekil-1 (4-yollu Dengelenmis Parcalama)

G=(N,E) ¢izgesini ikiye parcalamak iki yolla yapilabilir. Birincisi E’nin
en kiiciik altkiimesi olan E’yi E’den ayirarak, G ¢izgesini, N;UN,=N
olmak {izere her biri N; ve N, diiglimlerine sahip G, ve G, alt ¢izgesine
bolmektir. N; ve N, esit biylikliktedir. Eg i¢indeki kirisler N; icindeki
diiglimleri N, i¢indeki diigiimlere baglarlar. Eg kaldirilirsa ¢izge ikiye
parcalanir. N; ve N, arasndaki tiim baglantilar kopar. Eg kiris
ayrigtiricisidir.

AASAL [pway vfvisnpy

Bir ¢izgeyi parcalamanin diger bir yolu da N; kiimesini yani diigiim
ayristiricilarim bulmaktir. N’nin bir altkiimesi olan Ny’nin ve tiim bagh
kiriglerinin ¢izgeden kaldirilmas1 gizgeyi birbirine baglantisiz iki G, ve
G, alt ¢izgesine boler. Diger bir deyisle N=N;UNsUN,’dir. N; ve N, yine
esit biiyiikliiktedir ve bunlar1 higbir kiris birbirine baglamaz. Kisaca ¢izge
parcalamak i¢in ¢izgeden, ¢izgeyi pargalamak i¢in diiglim gruplar1 ya da
kirigler ¢ikartilir. Eger kiris ¢ikartilarak ¢izge pargalarina boliiniiyorsa bu
kirigler kesim biiyiikliigii olarak adlandirilir. (Berkeley(1996))

4. KERNIGHAN-LIN ALGORITMASI

Kernighan-Lin ilk ¢izge parcalama metotlarindan birini tasarlamiglardir
ve birgok bolgesel gelisim metodu Kernighan-Lin metodunun bir
varyasyonudur. Oncelikle ¢izge rastsal olarak esit iki pargaya béliiniir. Bu
iki parca algoritmanin girdileridir. Kernighan-Lin kesim biiyiikliigiinii
azaltmaya yonelik, farkli parcalarda bulunan diigim c¢iftlerini ardisik
olarak yer degistirir.
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{N,N2} G=(N,E) ¢izgesinin iki par¢asi olsun (burada diigiim agirliklara 1
olarak varsayilmistir). Her bir veN i¢in su tanimlamalar yapilir;
int(v)= Z wv,u) 5  ext(v) = Z w(v,u)
(v,u)eE,P(v)=P(u) (v,u)eE,P(v)#P(u)
int(v), v digiminii kendi islemcisi igindeki diigiimlere baglayan
kiriglerin agirliklar1 toplamudir. ext(v) ise, v diigiimiinii diger islemcilere
baglayan kirislerin agirliklar1 toplamidir. P(v), v diigiimiiniin bulundugu
parcadir. w(v,u) ise(v,u) kirisinin agirhgidir. Cizgede toplam kesim
buyiikligi zveN ext(v)’dir. v digiimiiniin bulundugu pargadan diger

parcaya tasmmasiyla elde edilen kazang g(v)=ext(v)—int(v) formiilityle
hesaplanir. Boylece g(v)>0 oldugunda, v’nin yer degistirilmesiyle kesim
bilyiikliglii g(v) kadar azalir. vieN; ve v,eN; igin g(vi,va) Vi ve v,
diigiimlerinin N; ve N, arasinda yer degistirilmesinden elde edilen kazang
olsun. Bu kazang;
_{g(vl)+g(vz)_2w(vlsvz) eger (v,v,) ek
g(vl,v2)=
gm)+g() dd.

ile formiillestirilir. Bu, v; ve v, diigiimleri yer degistirilirse, kesim
biiyiikliigiinde elde edilecek azalis1 (kazanci) verir. Herhangi bir
iterasyonda, bu kazang¢ degerini yani kesim biyikliigiindeki azalisi en
biiyiikleyen diigiim ¢ifti yer degistirilir.

Kernighan-Lin algoritmasinin bir iterasyonu soyledir. Iterasyona girdi
dengelenmis (diigiim agirliklar1 esit) olan {N;,N,}parcalaridir. Ilk olarak,
diigiimlerin tekrar adlandirilabilmesi igin biitiin diigiimlerin isaretleri
kaldirilir.  Sonra  asagidaki  prosedir n  kere  tekrarlanir.

(n=min(|N,|,|V, ).

2

g(v1,v2)’yi pozitif yapan (fakat ister istemez pozitif olmayabilir) v;eN; ve
v,€N; isaretsiz diigim ¢ifti bulunur. v; ve v, isaretlenir ve geriye kalan
biitiin isaretsiz diiglimlerin g degerlerini v, ve v,’yi yer degistirilmis gibi
giincellenir. Sadece v, ve vy’nin komgsularmin g degerlerinin
giincellenmesi yeterlidir.

Bu islemlerden sonra siraya sokulmus diigiim ciftleri listesi olusur.

o J o

(v,vy), i=1,2,...n. {Zg(v;,v;)} ’yi maksimum yapan j indeksi
i=1

bulunur. Eger toplam pozitif ise ilk j adet diigiim ¢ifti yer degistirilir ve

KL algoritmasinin baska bir iterasyonuyla devam edilir. Aksi halde

algoritma durdurulur. Kernighan-Lin metodunun tek bir iterasyonu en

fazla OQN } ‘) kadar zamana ihtiya¢ duyar.
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5. EN KISA YOL PROBLEMININ CiZGE PARCALANISI iLE
cOzZUMU

Tanim-1: G=(N,E) birlestirilmis, katl kirigsiz, buklesiz ve yonlendirilmis
bir ¢izge olsun. Boyle bir G ¢izgesinin bitigiklik matrisi olan A matrisi
asagidaki bigimde tamimlanir (Buckley, Harary (1990)).

1 I tepesi j tepesine bir kirisle bitisik
aij_{O [ tepesi j tepesine bir kirisle bitisik degil

Tanim-2: G bir basit yonlendirilmis ¢izge olsun. G’nin A bitigiklik
matrisi asagidaki bi¢cimde yazilabiliyorsa G ¢izgesine zincir ¢izge denir.
Burada A,A,,...,An n boyutlu kare alt matrisler olup sirasiyla G’nin
G=(NLE)), Gy=(Np,E»),....Gi=(N,,E) alt ¢izgelerinin  bitisiklik
matrisleridir. Eger G ¢izgesinin kirigleri {izerinde agirliklar (maliyetler)
isaretlenmigse G’nin C maliyetler matrisi ve A matrisi:

a0l o o & '
2 2 . D2 EZ
A= C=
0o 0 . ..B, I
0 0 . . . 4 . . . . D,

bi¢ciminde gosterilebilir (Diindar, Beser, Diindar (2000)). Burada D,
D,,...,Dy sirasiyla Gy, Gy,...,Gy, alt ¢izgelerinin agirliklar matrislerini ve
Ei, Es,....En.1 bu alt gizgelerin gegis kirislerinin agirliklarimi igerir.
Verilen ag’in modeli olan ¢izge; KL algoritmasi ile k adet pargaya
ayrilarak bir zincir ¢izge haline getirildikten sonra; G, ¢izgesindeki bir v,
diigiimiinden baslayarak sirasiyla G,, Gs,..,Gyi.; alt ¢izgelerinden gecip Gy
cizgesinin bir v, tepesinde biten en kisa yolu bulma bu g¢aligmanin
temelidir.

Adim-1: G, ¢izgesinin verilen bir v, diiglimii ile baslayan ve G
ile G, ¢izgesinin (y;,z) kesim kiriglerinin (y;) diigiimleri ile biten islemci
i¢i tiim (vy,y;) en kisa yollar1 Dijkstra algoritmasi ile hesaplandiktan sonra
biitiin bu yollar1 G, islemcisine baglayan (y;,z) kesim kirisleri her bir
bulunan (v,,y;) yoluna eklenerek tiim (vy,z;) en kisa yollart bulunur.

Adim-2: G, ¢izgesinde z; diigiimleri ile baglayip G, ile Gs
cizgesinin (t;,p;) kesim kiriglerinden t; diigiimleri ile biten islemci i¢i tiim
(zi,t;) en kisa yollar1 Dijkstra algoritmasi ile hesaplandiktan sonra biitiin
bu yollar1 Gj; islemcisine baglayan (t;,p;) kesim kirisleri her bir bulunan
(z,t;) yoluna eklenerek (z;,p;) en kisa yollar1 bulunur.

Adim-k: Gy, ile Gy islemcilerinin kesim ayritlarmin son
diigtimleri olan q; diigiimleri ile v, arasindaki tiim (q;,v») yollar1 bulunur.

109

NASAG [pwaY vfvisnpy



Mustafa Kemal BESER

Eskisehir Osmangazi Universitesi Sosyal Bilimler Dergisi, 9(1)

Adim-k+1: vy’den vy’e tim Dbaglantili yollar arasindaki
min[(vi,yi)+H(yi,z)H(zi t) (L, p)+H(pis- ), q) (i, V2)] (1<isn/k) yolu
hesaplanir. Bu yol biitiin islemcilerden sirasiyla gegcmek sart1 ile en kisa
yolu verir. Gelistirilen algoritma i¢in bir 6rnek olarak agagidaki cizge ele
alinirsa, ¢izge parcalama yontemi ile en kisa yol bu algoritma ile su
sekilde hesaplanabilecektir. Bu hesaplamalar Borland Delphi yardimiyla
yazilan program ile elde edilmistir.

vl v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9 vI0O vll vI2 v13

vl | x | 10 3 6 |13

v2 |10 | X | 18

v3 18 | X |25 25

v4 251 X | 5 |16

v5 5/ X [10] 5 8
v6 25116 {10 | X | 14 | 15 20
v7 | 3 5114 X 24 | 13

v8 | 6 15 X

vo | 13 24 X

v10 13 X | 12

vll 12| X | 15
v12 20 15| X | 10
v13 8 10 | X

Verilen bu ¢izgede v, diigiimii ile vi3 diiglimii arasindaki en kisa yolu
bulma problemini ele alalim. Bu ¢izge 6nce Kernighan-Lin algoritmasiyla
4 parcaya bolinmiis, ardindan gelistirdigimiz algoritma bu ¢izgeye
uygulanmigtir. Cizge 4 pargaya bolindiikten sonra agirlikli bitisiklik
matrisi agagidaki sekilde olusur.
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vd v2 v3 v8 vI0O v6 v7 vl v9 v5 vll v12 vl13

v4 [ X 25 16 5

v2 X | 18 10

v3 |25 18] X 25

v8 X 15 6

v10 X 13 12

v6 | 16 25 | 15 X | 14 10 20
v7 314X |3 |24]5

vl 10 6 3| X |13

V9 2413 | X

vs |5 0] 5 X 8
vil 12 X |15
vi2 20 15| X | 10
v13 8 10 | X
6. SONUC

Cizge Kurami kendine 6zgii tanimlar1 kullanarak fen bilimleri ve sosyal
bilimlerin pek c¢ok problemlerini ¢6zmede yaygin olarak
kullamlmaktadir. Problemlerin ¢izgelerle sembolize edilmeleri ile
problem daha sade bir goériiniime kavusur, bdylece ¢oziime daha kolay
ulasilabilir. Onceki ¢alismalarda; diferansiyel denklemlerin sonlu
farklarla ¢6ziimleri gibi bazi, kare matrislerle ¢6ziilen problemlerin
¢coziimlerinde sparse matrislerle karsilagilmakta; bu matrislerle yapilacak
islemlerin siiresini kisaltmak amaciyla matris yogun alt matrislerine
parcalanmaktadir.

NASAG [pwaY vfvisnpy

Bu ¢aligmada, en kisa yol probleminin baglanti matrisinin sparse oldugu
durumda - ki bu zincir ¢izgelerde karsimiza ¢ikmaktadir, matris, yogun
alt matrislerine par¢alanmis ve en kisa yol probleminin ¢6ziimii i¢in bir
algoritma iiretilmistir. Bir problemin ¢6ziimiinde kullanilan algoritmanin
karmasikligi, onun, uygulanmasi miimkiin olan maksimum adim
sayisidir. Bu, islem siiresi ile dogru orantilidir.

Cizgedeki diigiim sayisinin biiyiik oldugu durumlarda (N>1000), ¢izgeye
Djkstra Algoritmas1 uygulandiginda, en kisa yol probleminin ¢oziimii i¢in
yapilabilecek maksimum islem sayis1 ~ N(N-1)/2 olup, karmasikligi N*
mertebesindedir. Kernighan-Lin Algoritmasmin karmagikligmin - N’
oldugu kaynaklardan bilinmektedir. Bu ¢alismada 6nerilen algoritma N’
karmasiklikta polinomsal bir algoritmadir. Diigiim ve par¢a sayisinin
biliyitk oldugu durumlarda ¢izge kolaylikla zincir ¢izge formuna
getirilebilmekte ve islem sayis1 Onerilen algoritma yardimiyla
azalmaktadir.
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