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RESEARCH ARTICLE / ARASTIRMA MAKALESI

R3 de k- Vektor Icin R(X1,X2,...,xx)3® Cisminin Uretecleri

The generators of the field R(x1,Xz, ...,.xx)® for k- vectors given in R3
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Oz

k- bilinmeyenli reel kaysayil tiim G- invaryant rasyonel fonksiyonlarin kiimesi R(x, ,Xz,...,xk)c ile gosterilir. Ug boyutlu R3
Oklid uzayinda benzerlik doniisiimleri grubu G = S(3) olmak (izere, bu caligmada R® de verilen ve k vektdrden olusan A =
{x1, %5, ..., x,} kimesinin rasyonel S(3)-invaryantlarini tam olarak belirleyebilmek igin G grubuna gore invaryant rasyonel
fonksiyonlar cismi olan R(x1,Xz,...,x)®  cisminin iirete¢ kiimesi ifade edilmistir. Boylece A kiimesinin herhangi bir S(3)
invaryanti bu iirete¢ kiimenin elemanlarinin bir fonksiyonu olarak ifade edilebilecektir.

Anahtar kelimeler:G-invariant foksiyonlar,benzerlik doniigiimd, Urete¢ invaryantlar, S(3)-invaryant rasyonel fonksiyonlar.

Abstract

The field of the G-invariant rational functions with k- variables x,,x,, ..., x; is denoted byR(xl,xz,...,xk)G. In this paper the
generator set of the field of G-invariant rational functions denoted by R(x,X, ..., xk)° is obtained to determine completely all
S(3)-invariants of the set A = {x;,x,,...,x,} consisted of k- vector variables in R® where G = S(3) which is the similarity
transformations' group in 3 dimensional Euclidean space R3. So any S(3)-invariant of the set A can be stated by the functions
of the generator set of the field R(x1,X2, ...,x1)¢ .

Keywords: G- invariant functions, similarity transformation, generator invariants, S(3)-invariant rational functions

I. GIRIS

Invaryant teori alanindaki calismalarin temelinde R[x]¢-invaryant fonksiyonlar halkasinm sonlu iiretegli olup
olmadigmin incelenmesi problemi vardir. Bu problem ilk defa 1860 I yillarda binary formlari i¢in verilmistir.
1900 de David Hilbert, Paris’teki uluslararasi konferansta sundugu 23 problemden 14. de, bu Uretec¢lerin ne zaman
sonlu olmasi gerektigi problemini ortaya koymustur. Daha sonra 1962 de M. Nagata R[x]%- nin, G- nin lineer
reduktif olmasi kosulunda sonlu iiretecli oldugunu géstermistir. Lineer reduktif olmayan G grublari i¢in R[x]¢ nin
sonlu iiretecli olabilmesinin sartlar1 da Khadjiev D. [1] ve Grosshans F. [2] ¢calismalarinda verilmistir.

Invaryant teorinin gelisimi matematigin farkli alanlarmn etkilemistir. Felix Klein’e gelinceye kadar, sadece belli
basli geometriler bilinmekteydi.1872 de F.Klein, Erlangen programi ile grup kavraminin geometrilerin énemli
yapi taslar1 oldugunu gostermistir.Buna gore benzerlik geometrisi, benzerlik doniisiimleri grubu ve altgruplarinin
invaryantlar teorisidir. Klein’e gore bir geometride iki eleman birbirlerine denktir, ancak ve ancak geometriyi
olusturan doniisiim grubundan Gyle bir doniisiim alinabilir ki elemanlardan birini digerine doniistiiriir [3].

O(n) grubu igin noktalarin tam invaryant sistemini 1897 de E. Study vermistir. Daha sonra bunu Hermann Weyl
gelistirmistir [4]. 1988 de, D. Khadjiev, R. Aripov tiim Oklid hareketlerinin grubu E(n) i¢in bu problemi ¢ézmiistiir
[5]. Bu alandaki ¢aligmalar Khadjiev ile birlikte [6-20] ¢alismalarla devam etmistir. Bu ¢alismalara 6rnek olarak
affin uzaylarda parametrik egrilerin diferensiyel invaryantlar1 konusunda Y.Sagiroglu ve O. Peksen[7,8,9],
noktalarin Oklid invaryantlar1 konusunda M. Karatas [12], Lorentz uzayinda alt uzaylarm invaryantlari, Oklid
geometride egrilerin diferensiyel invaryantlari, Unitar uzaylarda izometri grubunun invaryantlar1 ve Taxicab
geometride egrilerin invaryantlar konularinda i.Oren, D. Khadjiev, O.Peksen ve H.A. Coban [10,11,17,18,19,20],
benzerlik geometrisinde noktalarmn ve Bézier egrilerinin invaryantlari konularinda M.incesu ve O. Giirsoy
[6,13,14,15] calismalari verilebilir.
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2. MATERYAL VE METOT

2.1. Benzerlik Déniisiimleri Grubu S(3)
Tamm 2.1: R® Oklid uzay1 olsun. Her V X,y € R3
icin

IF () = FO) Il = Allx = ylI @

olacak sekilde bir A€ R, A>0bulunabilirse
F:R3® > R3® déniisiimiine bir Benzerlik Doniistimii
denir. Buradaki X sayisina F benzerlik doniisiimiiniin
Olgegi ya da kisaca benzerlik 6lgegi denir ve A ile
gosterilir. R® uzaymda tanimli tiim benzerlik
doniigiimlerinin kimesi S(3) ile gosterilir.

Tamm 2.2: F benzerlik doniistimii lineer ise F’ ye
lineer benzerlik doniisiimii denir. R® uzaymnda
tammmli  tim lineer benzerlik doéniisiimlerinin
cumlesini LS(3) ile gosterelim.

Sonug 2.1: LS (3) degismeli olmayan bir gruptur.

Tanim2.3: a €R®ve 1> 0 olmak Uzere ¥ x € R®

icin
FX)=a+Ai(x-a) 2

olarak tanimlanan F:R3 —» R3 doéniisiimiine a
merkezli, A Olcekli homoteti denir. R3® Uzerinde
tammmli  tiim homotetilerin ctimlesini  H(3) ile
gosterelim.

Onerme 2.1: Keyfi F(x) =a + A (x —a) homoteti
doniisiimii A 6lcekli benzerlik dontistimiidiir.

Ispat: F(X) -F(y)=[a+A(x—a)]-[a+Ai(y-a)]
=4 (x—Y) oldugundan ||[F (x) - F(y)I|l = Allx - yl|
olacagindan homoteti doniisimii A 6lcekli benzerlik
dontistimiidiir.

Onerme 2.2: F€ H(3), a merkezli ve A 6lcekli

homoteti dontigiimii lineerdir < a =0 ya dai = 1dir.

Ispat: F lineer olsun. O halde F(x+y) =a + A (Xx+y —
a)=a+ Ax+ Ay—Aadir. Ote yandan F(x)+ F(y)=
[a+Ai(x—-a)]+Hla+i(y-a)]=2a+Ax+ly-241
a bulunur. Buradan a (1- A)=0 bulunur. Boylece,
a=0yada A=1elde edilir.

Tersinea=0ise F(x) =a+ A (x—a) = Axolur ki bu
radyal dontigiimdiir ve lineerdir. Gergekten 1 (x +y)=
Ax+ Ay dirve A (cx)=c A (X) saglanir. A =1 ise F(x)
=za+ A (x—a)= xdoénisimi birim dontisimdiir.
Ozel bir radyal doniisimdiir. Bu déniisim de
lineerdir.

Sonug 2.2: F lineer homotetidir < F(X)=Ax ;1 >0
dir.

R3 (zerinde tanmmli tiim lineer homotetilerin
kiimesini LH (3) ile gosterelim.
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Sonug 2.3: LH(3) degismeli gruptur.
Sonug 2.4: LH(3) € LS (3) altgruptur.

Onerme 2.3: h, keyfi lineer homoteti ve f keyfi
izometri olmak lzere F = h o f donistimi bir
benzerlik doniistimiidiir. Tersine, her A Olgekli F

benzerlik dontisiimii i¢in bir h &€ LH (3) lineer

homoteti dontisiimii ve bir f € E (3) izometrisi tek
tiirlii olarak vardir, 6yleki F =h o f dir.

Ispat: [17].
Sonug 2.5: F: R® — R3, )\ oOlcekli lineer benzerlik
doniisiimii ise Vx € R® icin

F(x) =Agx,A>0, g € 0(3) 3)
olarak tek tiirlii yazilabilir.

Sonug 2.6:F:R3®->R3, 21
doniisiimii ise Vx €R3 igin

Olcekli benzerlik

F(x)=Agx+b,1>0,b €R3, g€ 0(3) (4)
olarak tek tiirlii yazilabilir.

Tammm 2.4: G bir grup ve G:X etkisi verilsin.
X1,%, € X i¢in x, = gx; olacak sekilde bir g € G
mevcutsa x;,x, € X noktalarina G-denk noktalar

denir ve kisaca x; 2 x, seklinde gosterilir [6].

Tamm 2.5: {x1, %5, ..., X}, V1, V2, -, Vi) € X ve
G : X etkisi verilsin. i=1,2,...k 'y, =0X; olacak
sekilde bir ge G bulunabilirse {x;,x,, ..., x;} ve
v, v ., v} kimelerine G- denk denir ve
{0, x} 2 {y1,..., Vi } seklinde gosterilir [6].

Tanmmm 2.6: G bir grup, f:X — Rfonksiyonu ve
G: X Eger,x; N X,
oldugunda f(x) = f(y)iseyada Vg €Gve VxeX

icin f(gx) = f(x) ise f fonksiyonuna G- invaryant
fonksiyon denir [6].

etkisi verilmis olsun.

Tamm 2.7: G bir grup, H < G bir altgrup ve f, R®
de taniml: bir reel fonksiyon olsun. Bir A:H = R,
reel degerli fonksiyonu igin

f(hx) = A(W)f (x), Yh € H, Vx € R 5)

ise, f ’ye nispi invaryant fonksiyon denir.
A fonksiyonuna da f nin ¢arpani denir.
Tamm 2.8: f, nispi O(3)- invaryant polinom

olmak iizere Vg € 0(3) icin A(g) = 1ise f *yegift
(mutlak) invaryant polinom denir.
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Ornek: x = (xq,x,,x3) € R3vektori verilsin. Bu
durumda;

(2, x) = 2.2+ %% + x3% = P(x1,%2,%3) = f(%)

fonksiyonu bir ¢ift invaryant polinomdur. Cunki
Vg € 0(3) igin

f(gx) = (gx, gx) = (x,x) = f(x)

saglanir. Bu fonksiyon 3 reel degiskenli ikinci
dereceden bir polinomdur. Yani f € R[xy,%,, X3]
dir. Ancak bir vektor degiskenli bir fonksiyondur.

Ornek: x = (xp x5 %5),7 = 71, v, v5) € R® vektorleri
verilsin. Bu durumda;

(X, ¥) = 1)1 + X3Y5 + X3y5 = P(X1, X2, X35 Y1, Y2, ¥3) =

f(x,y) fonksiyonu bir ¢ift invaryant polinomdur.
Clnku vg € 0(3)igin

flgx, gy) = (gx,gy) = (x,¥) = f(x,y)

saglanir. Benzer sekilde bu fonksiyon 6 reel
degiskenli ikinci dereceden bir polinomdur. Yani

f eR[X,,X,, X5 Y1, Y, Ys] dir. Ancak iki
vektor degiskenli bir fonksiyondur.

Calismanin bundan sonraki kisminda

x; = (X1, Xi2,%;3) € R® vektord, indislerin
karistirilmamasi  igin x® = (P, x, xP)
bi¢iminde kullanilacaktir.

Ornek:

F(x®, x@, x®) = 2(x®, x@)3(x D, )
3@ x(D)2(x@ x@)3

fonksiyonu c¢ift O(3)- invaryant polinomdur. Bu

polinom 9 reel degiskenli 10. dereceden bir
polinomdur.

Ornek: Keyfi bir ¢ift O(3)- invaryant polinom

x D x 1 e Riigin;
<x O x“)>; i,j=12..,m
(6)

lerin polinomu olarak ifade edilebilir. Yani,

m
f(x(l),x(z), ...,x(m)) = Z 1_[ aijk(x(i)’x(]'))nijk
X ij=1

[4]
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Tamm 2.9: f, nispi O(3)- invaryant polinom
olmak iizere g €O (3) icin A(g) = detg ise f

’ye tek invaryant polinom denir.

Ornek:

0 = (0,400,

0 = (2,17,

x® = (x® % xP)e R® olmak tizere
Fx®, %@, x®) = det(xVxDx®) = [xDx@x ]

PACEPROIPRC
=det x2(1) xz(z) x2(3) — x1(1) (xz(z)x3(3) _ x2(3)x3(2))
D 2@ x,®

+2,@ (6,250 — 1,0, + 2,3 (1, Ve, @ — 1, D, )

Fonksiyonunu ele alahm. Bu fonksiyon 9 reel
degiskenli iiciincii dereceden bir polinomdur.

f(g.x®,9.x®,g.x3) = [g.xVg.xPD g.xP] = detg. [x DxPx]

oldugundan [X My @y (3)J polinomu  tek
invaryant polinomdur.

Onerme 2.4:

1-Cift invaryant polinomlarin toplami ¢ift
invaryant polinomdur.

2- f, cift invaryant polinom ve AeR
olmak uzere Af  polinomu ¢ift invaryant
polinomdur.

3-Cift invaryant polinomlarin carpimi ¢ift
invaryant polinomdur.

Ispat: [12]
Onerme 2.5:

1-Tek invaryant polinomlarin toplami tek
invaryanttir.

2-f, tek invaryant polinom ve AeR
olmak tzere Af  polinomu tek invaryant
polinomdur.

3-Tek invaryant polinomlarin carpimi ¢ift
invaryant polinomdur.

4-Tek ve ¢ift invaryant polinomlarin ¢arpimi
tek invaryant polinomdur .

Ispat: [12]
Ornek:

o, (x®, @ x® x®) = 2D, x@)2(x@ @)
ve



R(x1,x2,...,xk)53) Uretegleri

Int. J. Adv. Eng. Pure Sci. 2020, 32(3): 239-250

0, (x®, x@,x®, x®) = 3(x D), x@W)3(x@) xB)

¢cift O(3)- invaryant polinomlar1 géz 6niine almsin.
Bu takdirde

F(x®,x@ x® x®)
= [x@x@x®]p (x®,x@,x®), x®)
+ [x@x®x @] (x®,x@,x®, x®)

fonksiyonu tek O(3)- invaryant polinomdur.

Onerme 2.6: Keyfi bir tek O(3)- invaryant polinom;
e(x®,x@, ., x™) ¢ift invaryant polinom olmak
uzere;

[x i)y (i2)y (is)]_qp XxO x@ oy
I, b, ,=L..,m; 10 <1, <l

seklindeki tek invaryant polinomlarin toplami olarak
ifade edilebilir. Yani,

® ,@) (m)
XY, XM, 00X
1 )
= Z[x(i1)x(i2)x(i3)] 1_[ aijk(x(i),x(j))nijk
k i,j=1

ispat: [4,12].

G bir grup ve G: X etkisi verilmis olsun. k-
bilinmeyenli reel kaysayili tim G- invaryant
rasyonel fonksiyonlarin kiimesi

G . " oy
R X, X,,...,X,  ilegosterilir.

Onerme 2.7:
G .. ..
R X,,X,,...,X,  bircisimdir.
Ispat: f, g,h € R(xy,x,, ..., x;)¢ olsun. Bu
durumda f, g, h: X — R fonksiyonlardir 6yleki

Vr € G Ve iginVxy, x,, ..., X, € X igin

flrxg,rxy, o, rx) = f(1, X0, e X1,
grxy, x5, o, x) = g, X5, e, Xg)

ve

h(rxy, x5, 0, TX) = (X1, %, on\) X3)

olur. Simdi, oncelikle f ve @, G-invaryant
oldugundan

I) (f + g)(rxllerJ ey rxk) =
flrxy,rxy, ., 1x) + g(rxg, 125, .., TX;)
= f(xq, Xg e, %) + g(2xq, Xg, oo, Xg)

= (f + 9)(x1, Xz, o) Xp)
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i) (cf)lrx,rxy, .., rx,) =
cf (rxy, x5, o, 7X3) = € f (X1, Xg, oo, Xg) =

(C f)(xpxz; txk)

saglandigindan toplama ve skaler ile carpma iglemine
gore kapalidir.

i)  (f.g)(rxy,rxy, ..., 7x) =
frxg, rxy, ., ). g(rxy, rx5, ., 1X))

= f(x1, %2, 0, X)) g (X1, X2, oov, Xg)

= (f. 91 x2, 000, X00)

saglandigindan ¢arpma islemine gore de kapalidir.

Toplama islemine gore abelyen grup oldugunu
gosterelim.

f,g,h:X - R oldugundan ve reel sayilar cisim
oldugundan

i) [f+(g+hm)]0x,1xy,..,7x,) =
fleq, %0, e, x3) + (g + Ry, X5, 00, X)) =
f Oy, %, e, x3) + [g (g, %0, o, x3) +
h(xq, x5, ooy x3)]

= [f (21, X2, 0, X)) + g (X1, X3, 000, )]
+ h(xq, x5, 0, X8)

=[(f + g) + h]l(rxy, x5, ..., X))

elde edilir ve bu da toplama islemine gore
R(x{,%5,...,%,)¢ mnin asosyatif oldugunu
gosterir.

i) Vxy, x5, ..,x, €X icin f =0 fonksiyonu G-
invaryant fonksiyondur ve toplamaya gore

birimdir.

iii) Vf € R(xy,xq 0, xx)° icin —f €
R(xy, %3, .., x)¢ dir ve f+(—f)=0=¢
dir.

iv) (f +9)rxy,rxy, .., 7X) =

flrxg,rxg, ., rx) + glrxg, rxy, .., ;)

= f(x1, %0, 0, X ) + glxq, X3, oon)y Xi)

= g%, %5, oo, x5 ) + g, x5, v, X3)

= g(rxy, x5, .., 7x) + f(rxy, 7X5, ..., 7Xy)
= (g + fx,rxy, 0, 7X)

elde edilir ve bu da toplama islemine gore
R(xy, %5, ..., %)% nin  komiitatif oldugunu
gosterir. Bunun sonucu  R(x;,x,...,x;)¢
abelyen gruptur.

V) [f.(g.-m)](rxy, x5, ., X)) =

flxy, X, e, x3). (g h) (x4, X5, v, X3)

= f(x1, %0, ey X )- 19 (X1, X5, ooy X3 ). R (Xq, X5, on, X3)]



Int. J. Adv. Eng. Pure Sci. 2020, 32(3): 239-250

R(x1,x2,...,x)5B) Uretegleri

= [f (g, %0, v, X)) G(X1, Xgy oo, X3 ) R (1, Xg, vy X))

= [(f.9).-h](rx,, x5, ..., TX})

elde edilir ve bu da c¢arpma iglemine gore
R(x;,%,, ..., X, )¢ nin asosyatif oldugunu gosterir.

Vi) [f. (g + W](rxy, x5, .., TXg) =
flrx,rxy, .., rx,).(g +
h)(rxy, X5, ., TXg)

= f(rxy, Xy, .., 7X). [g(rxy, TX5, .., TX)
+ h(rxy, x5, .., X))

= f(x1, %5, s X3)- g(Oxq, Xgy ey X))
+ (g, %5, ey X3 )-R(Qxq, Xgy oe, X))

= [f.gllrx,, x5, ..., TX;)
+ [f.h](rxy, 15, ..., TX))

elde edilir benzer sekilde

[(f + 9)-hl(rxy, Txy, ..., TXL)
= [f.h](rxy, x5, .., 1) + [g. K] (rxy, 725, .., TXE)

elde edilir ve bu da toplama isleminin ¢arpma islemi
tizerine dagilma o&zelliginin oldugunu gosterir.
Boylece R(xy, x5, ..., x;, )¢ bir halkadir.

Vii) Vxq, x5, ..., %, € X icinf=1fonksiyonu G-
invaryant fonksiyondur ve carpmaya gore
birimdir.  Buna gore R(x;,x,...,x)°¢
birimli halkadir.

viil) (f. g)(rxy, x5, ., TX8) =
flrxg,rxg, o, 1x,). g(rxy, x5, ..., 7X;)

= (%1, Xg, s X3 ). g (X1, Xy ey Xg)
= g(xqy, Xg, ey X3)- f g, X, ooy Xg)

= grxy, X, o, 7X)- f(rxy, x5, oo, 72X )
= (g'f)(rxllerJ e ,T'Xk)

oldugundan c¢arpma islemine gore komiitatif

oldugunu gésterir. Dolayisiyla R(xy, %5, ..., X )¢
birimli komiitatif bir halkadir.

iX) Vf € R(xy,%p, ..., Xx)¢ Vve f=#0 igin
ft= % fonksiyonu da G- invaryanttir ve
1
(FOOx,7mx0, 00, TX) = 7 (rxy, T3, 0, X))

1 1

T frxy, Xy, 0 1x) (X, X e, X))

oldugundan

(f- (F D) rxy, g, .y 23) =
(- (F D) Gy gy o i) = 1
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saglanir. Yani sifirdan farkli her elemanin ¢arpmaya
gore tersi vardir. Buna gore R(xy, x5, ..., %, )¢ bir
cisimdir.

Tamm 2.10: F bir cisim olsun. X, F’nin herhangi
bir alt kiimesi olsun. F’nin X'i kapsayan tim alt
cisimlerinin arakesiti yine F’ye esit oluyorsa F, X
tarafindan tiretilir denir. X kiimesine de F’nin (rete¢
kiimesi denir. Urete¢ kiime, bir anlamda span
kiimedir. Cismin keyfi elemani, iirete¢ kiimenin
elemanlarmin cisimde tanimlanan toplama, ¢arpma,
skaler ile carpma islemleri kullanilmasiyla elde
edilebilir.

Teorem 2.1 [12]: G =0 (3) olsun. Bu takdirde;
i) K <3 ise,

<x“), x(”>; i,j=12..m; i<j

sistemi R(x(l),x(z),...,x(k))om cisminin Ureteg
sistemidir.

i) K >3 ise,

<x‘”, x(“>; i,j=123i<]j
<x‘”, x<p)>; i =123 p=45, ..k

sistemi R(x®,x®, .., x®)°® cisminin  ireteg
sistemidir.

3. R(X1,X2,...,x¢)® CISMi VE
URETECLERI

Tim bir bilinmeyenli reel katsayili G- invaryant
polinomlarm kiimesi R[x]® ile, tim bir bilinmeyenli
reel katsayili G- invaryant rasyonel fonksiyonlarin
kimesi de R(x)¢ ile gosterilir. x;,x,, ...,
bilinmeyenler olmak uzere k- bilinmeyenli reel
kaysayili tim G- invaryant polinomlarin kiimesi
R[X1,X2, ..., X]® ile ve k- bilinmeyenli reel
kaysayili tim G- invaryant rasyonel fonksiyonlarin
kiimesi de R(X1,X2, ..., X« ile gosterilir.

Tamm 3.1: f, nispi LS(3)-invaryant polinom
olmak iizere eger f(x) = Agx yazihminda g €
0(3) cift invaryant ise  f ’ye ¢ift (mutlak) LS(3)-
invaryant polinom denir.

Tamm 3.2: f, nispi LS(3)-invaryant polinom
olmak Uzere eger f(x) = Agx yazihminda g €
0(3) tek invaryant ise T ’ye tek LS(3)- invaryant
polinom denir.

Onerme3.1: X = X,,X,,X; €R®olmakiizere
bir tane vektor igin derecesi n olan

1. O(3)- invaryant polinom



R(x1,x2,...,x)53) Uretegleri Int. J. Adv. Eng. Pure Sci. 2020, 32(3): 239-250

n n 1 k _
P(x) = P(xlaXZaxs) — Zai(xlz +x22 +x32)i — Zai<x’x)i f X()’_..,X( ) =
- - - Z v a(.)(;)(r).” (142 (2] k) Lk
... " . S (2) (20 (kA (k] LT A R ARVt L
2. Keyfi nispi O(3)- invaryant polinom P T e A
" , bicimindedir. Burada B yukaridaki gibidir.
£ = ) ayt ! o .
ppur Ispat: Onerme 2.6 ve Teorem 2.1 in bir sonucudur.

klindedir. - .
yeiinaedtt Teorem 3.1: 1. ktane vektor i¢in LH(3)- invaryant

Ispat: Teorem 2.1 de verilen ifadeler invaryant polinom sabit polinomdur.
fonksiyonlarin tretegleri oldugundan bu durum (6)
ve Teorem 2.1. in bir sonucudur. Yani tek vektor
degiskenli durumda nispi O(3)- invaryant polinom
ile O(3)-invaryant polinom aynidir.

2. k tane vektor icin nispi LH(3)- invaryant
polinom x ® = (x @ x,® x );

2 2 2 2\ - -
X @ = (x,@ %, x,@) ...
Onerme 3.2: k >1 olmak lizere x &) = (x,®,x,®) x,®)) olmak tizere
x® = (x,® x,® x,0); fox®x®  x®

@ _ 2 @y @y. .

X = (X7 X, X ) =

x (= (x,%,x,%,x, %) Kktane vektor igin

ail(l)iz(l)i3(l) ---il(k )iz(k )ig(k ) M
i 4, 40,0 4 K4 ) 4 K

o _ _ dir. Burada
1. nispi tek O(3)- invaryant polinom
M
f (X (1)7“.,)( (k)j: i [X M) y() x (r)} L = (xl(l))i(1’1(x2(1))i“)z (x3(1))i(1)3 " (xl(k))i(")1(xz(k))i(")z(x3(k))i(k)3
ij,r=l .
i<j<r dir.
dir. Burada Ispat: 1. x @ = (x,®,x,® x,);
- QNG) 2) _(y 2 2 2y - -
L Z a '11“‘i1ki22,__lzkmikilklkkB X()_(Xl( )’XZ( )’X3( ))""’

L1001 .2 L2 Skl k
L L N L 3

k k k k
x ) = (x,8), x ), x )

ve
B :Ai (1)Ai (2)...Ai * _1)Ai ®) olmak Uzere
. 1) 2 k
olmak iizere foax® ax @ ax®
) . =f (92,9, ,0), A2, ,2, 4,2 ax ) k%) ax
1
1 S
A= H<X“,X(S)> , = A9, 09, 260, A%, @, A, A%, ax 0 ax,0, ax,®)
s=1
- 3 o
oldugundan R” de k tane vektor icin LH(3)-
.2 . .
A ﬁ x @ O\ invaryant polinom Sonug 2.2 den
o= T @x @) 1)
t=2
foax®, G0, a0, AP, 4%, ax P, ax ®, ax 8 ax )
k-]
A = k <x (k-1) x(p)>|\ ’ SLED P S R T PR S S i
I ’ saglamalidir. O halde
ok iy @450 i) 4 (k) 4 (k)
i K A om 1|1 i g Ay g M
Ai ) = <X (k),X (k)> il“’ig(“iy’%k)iz“)iam L @ 07O (0 K 60
= Of 0,0 _j (0 (K)j ()
. 01, 05,0 00 (o o T2
dir.
olur. Her i @i @i @ i i ©i 0 jcin
. .. . - 1 2 3 1 2 3
2. nispi ¢ift O(3)- invaryant polinom
li1(1)+i2(1)+i3(1)+...+i1(k)+i2(k)+i3(k) -1 =0

ai @D @, @ (O (k) (k)
1 gl T g

bulunur.
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Her
i@ @O @ i ) 45 k) 4 (k)
7,7 7 o+, g =0
iGN @, w; o ;o 000 =0 olur.
12 '3 1 2 3

i QL@ i k) g5 (k) 5 (k)
17,7+ o+ i, 1 =0
durumunda ise polinom

P (X) = ay000..00

biciminde sabit polinom olur.
o _ () (Y] @y .
2- X7 =(x 7, X, X))

@ _(x @ y @ y @y. .
X = (X7, X, X5 ) 5
() (x )y () 3 ()
XT = (XXX )

olmak uUzere k tane vektdr icin nispi LH(3)-
invaryant polinom Sonug 2.2. den YA € R ™ icin

a9, x,0, A%, A% ,2, A2, Ak, %8 ax

1) 1 1) 2 2 k k k
=@ A f Xl(),xz()’xs(),xl( )1X2( )"“1X1( )'XZ( )'Xs( )

saglamalidir. Buna gore

@4, M 4.0 i (K) 4 () 4 (k)
R R V|
ai @ Wj O _j 0] () (k)l
SO @ O T 1 g g
[P PA PP PR P

=p 1

i, D1, 01,0707, 00

W50

M

& 0 w0 © (05,00
1 2 3 -l 2 3

@, @ (k). (k)
I2 P | I

, i, Ve

esitligi yazilabilir. Buradan her i
Y AeR" igin

a ﬂ/il(l)wLi2(1)+i3(1)+...+il(k)+i2(k)+i3(k)
il(l)iz(l)is(l) ...il(k )iz(k )i3(k)

=@ A ail(l)iz(l)i3(l)...i1(k)iz(k)i3(k)

dir. Bu esitligi

D410 13,0 4 004,00 4000

i
a|1<1)i2(1)i3(1>...i1(k)iz<k>i3(“ A

biciminde yazabiliriz. Buradan
@Dy @O, @ i (k i (k io(k
O +,0 4,0 4+, 4,0 41,0 520

olan her i Vi, i @i i “i " ve VAeR" igin

A W, @0 w05 0 = 0 yada
1 2 3 2 3
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ﬂil(l) W 4@ iy ) 4,0 4 )

elde edilir. Buna gore her i @i @i @i @i “i " ve

1 2 3
b A
VAeR igin & o o w000 =0 isek
172 3 1 2 3

tane vektor icin nispi LH(3)- invaryant polinom sifir
sabit polinomudur. Eger

3i,9,i,9,0,0,..,i,%,1,%,i,%) syleki

a—— =0 ise

il(l) yiz(l) yia(l) y---yi1(k) Yiz(k) Yi3(|<)

W+izﬁ+i3ﬁ+...+i (6 4,0 4 (K

A 1 H, 3 =§D/l

dir. Bunu yukaridaki nispi invaryant polinom
ifadesinde yerine yazarsak,

§O 4@ 4@ ¢4 04 045,00

i3 41,0 450 44y 4,0 4 g _
ai1“>i2“>i3“>WiI(“iZ(k)ig(“}‘ M =
05,05, 7007, () ()

_ /1@+|2W+|3W+..+|1(k)+iz(k’+|3(k’

ai1<1)iz<1)i3<1)___il(k 0, M
i, D5, O, 7007, () ()

M. M@ (k) (k). (k)
1 1 | 1 I

elde edilir. Buradan her i i, 7" ., i, i, Ve
+ ..
Y AeR" icin
/lil(l)+i2<1)+i3<1>+...+i1<k>+i2<k>+i3<k>
A w0 @ ks o _1=0
|1(1)|2(1)|3(1)'__|1(k)|2(k)|3(k) _/’ii1(1)+i2(1)+i3(1)+...+i1(k)+i2(k)+i3(k)

elde edilir. Buna gére

dersek

PO @ RORGIN(!
LY T ) L, 4 == m

icin @ . @ ;0000 =0 bulunur. Boylece
12 '3 1 2 3

ispat tamamlanir.

Onerme 3.3: Kk tane vektor icin LS(3)- invaryant
polinom sabit polinomdur.

Ispat: k tane vektdr igin LS(3)- invaryant polinom
ayn1 zamanda LH(3) invaryant olmasi gerektiginden
Teorem 3.1 e gore sabit polinomdur.

Onerme 3.4: H <S(3) bir altgrup ve f, H-
invaryant rasyonel fonksiyon olsun. Bu durumda f
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P(x)
Q(x)

f(x)= , Q(x)=0

olacak sekilde carpanlari esit iki nispi invaryant
polinomun bélumi bigciminde yazilabilir.

Ispat: f (x) , H- invaryant oldugundan Wh e H
icin f (hx) =1 (x) dir. f rasyonel fonksiyon
oldugundan, P ve Q aralarinda asal polinomlar
olmak UGzere

P(x)
Q(x)

seklinde yazilabilir. Buradan

fG) =~

dir. Bu esitlikten, P (hx)Q(x) =P (x)Q(hx) elde

edilir. P(x) ve Q(x) polinomlar aralarinda asal ve

P ()R (M) 0 M)
Q(x)

polinomuna bdlinecektir. Yani, bir ¢(x,h)

polinomu mevcut Oyleki, Q(hx) = ¢(x,h)Q(x)

olacaktir. Polinomlarm esitliginden her iki tarafin
derecesi esit olacaktir. Bu durumda ¢(x,h)

polinomu sadece h ye bagli olmalidir. O halde

P(hx) = oldugundan Q (hx),

Q(hx) = ¢(h)Q(x)

dir. Bu esitligi yukarida yerine yazarsak,
P h
P () = (x)g(h)Q (x)
Q(x)

olacagindan
P(hx) = g(h)P(x)
dir.

Teorem 3.2: k tane vektdr icin m. dereceden nispi
LS(3)- invaryant polinom

1. k=lise P(x) = a,,{x,x)™ bicimindedir.

2. k=2 vefciftinvaryant ise,

flx®, .., x®) =
) DDy aigl)...i,(cl)igz)...i,(cz)...i}(ck_l)i}((k)B ™
ORON
ot
(k v, (k)
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3. k=2 vef tek invaryantise,

f(x(n ,x0) =
i (l)(l)(S)
l]S 1[x(l) x) (S)]Z (1)Jr +z )4 (1) (1) (2) (2) (k D, (k)B
i<j<s
(Z)Jr H(Z)
+ot
DO,
®)

bicimindedir. Burada
B=AuAAxnAx
ve

po{ i1

s

1
X ®n @\ ®) y B\
I(k y = H< X P > IAi(k) =<X X >

p=k-1

> ) " :(ILH ‘2),x(‘)>iz‘J, -

t=2

dir.

Ispat: k tane vektor igin m. dereceden nispi LS(3)-
invaryant polinom hem nispi O(3)- invaryant ve hem
de nispi LH(3)- invaryant olacagindan Onerme 3.2
ve Teorem 3.1 den gorilebilir.

Teorem 3.3: k tane vektor icin LS(3)- invaryant

rasyonel fonksiyonlar cisminin yani
R(X1,X2, .. ,xn)-°® Uiretec kiimesi

(x@xDy . , ,
{m,l,]=1,...,k;l§]} (9)
dir.
Ispat: k tane vektér icin cift LS(3) invaryant

rasyonel fonksiyon, Onerme 3.4.” e gére carpanlar
esit olan iki ¢ift nispi LS(3)- polinomun orani
seklinde yazilabilir. Teorem 3.2’ ye gore de cift nispi
LS(3)- polinomlar terimlerinin dereceleri toplami m
olan polinomlar oldugundan Kk tane vektor icin ¢ift
LS(3) invaryant rasyonel fonksiyon dereceleri ayni
olan iki nispi invaryant polinomun orani bigiminde
olacaktir. Buna gére

fx®, ..., x®)
) ity aiil)...i,(cl)igz)...i,(cz)...i,((k_l)ilik)B
+iP 4Py

+oot
i(k=1) | (k) _
+lk +lk =m

Z DDy biil)...i,(cl)zgz)...z,(f)...i,(c"‘l)i,i")B

+iP 4Py

+ ot
(k-1) , (k) _
+i T Vi =m

bicimindedir. Burada (x©,x") = 0 olmak izere
pay ve paydayr (x,x)™ sayisina bolersek,

(D4 P i@ e i@ e i Y 0 =gy
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oldugundan daha sade bigimde i i+ i e i@ e i 0 = m
F(x®, ..., x®) = oldugundan daha sade bigimde
D@y GO 0,0 @ 060 U
+H Pt i P fx®, .., x®) =

4+t
j(k=1) () _
+Lk +Lk =m

=5 b U ko L@ X0 xO] 5 o DD U
D i@y P00 @ @ e 0 llij;}[ O 1@ x@] weri®e GO 0,0 o) e 0o
+i§2)+...+i’(c2)+ +i ( ) . +ll(( )y

ot (k). 1
(k-1 .
+i,(ck_1)+i,(ck)=m _ iy i =m

o x® xB  x6)] 5 b(x)o)(s) U
WSEILM . x@ @& i +riPe T (D@ _i@ 000
i<j<s (2)+ +l(2) k "k k

. . . ™ + ot
ile ifade edilebilir. Burada 10D 409

U=N i(l)Ni(Z)---Ni(k—l)Ni(k)

ile ifade edilebilir. Burada,

ve
: LO 2D <Oy o1,k i<j<s
(0,0 0,0\ (D x@ x®]
k X X X
Ni(1)= s=1 <(X(1)'X(1))> 1(2) HL z(< o, (1))) ’ ve
(1) pG . .
HCYNON [EONONY . . e (@ Dy

N e-)= H';:H (m N;wo= 0.0y i,j=1,..,k ve i<jicin DDy
fonksiyonlar1  LS(3)- invaryant rasyonel
fonksiyonlardir. Invaryant bir fonksiyonun keyfi

. .. R C1CR ) toplami, c¢arpmmi ve bdlinmesi de invaryanttir.

= < —— .. .

dir. Burada i,j =1,k ve <] Igln'(x(l).x(l)) Dolayisiyla k tane wvektor icin LS(3)- invaryant

LS(3)- invaryant rasyonel fonksiyonlardir. InvaryanF rasyonel fonksiyon

bir fonksiyonun keyfi toplami, ¢arpimi ve bollinmesi

de invaryanttir. Dolayisiyla k tane vektor igin ® x@O x&O] .. PR

LS(3)- invaryant rasyonel fonksiyon i,j =1,..,k O x@ x@] ST Lok 1<j<s

@ x Dy

ve i<jigin OCT(:[)) ile tretilebilir. ve

Simdi f tek olsun. Benzer sekilde tek LS(3) (x @ x () P21 kve i<i

invaryant rasyonel fonksiyon, Onerme 3.4.” e gore (@D x (D) Rk =J

carpanlar1 esit olan iki tek nispi LS(3)- polinomun L

orani seklinde yazilabilir. Teorem 3.2’ ye gore de tek ile Uretilebilir. Burada

nispi LS(3)- polinomlar terimlerinin dereceleri
toplami m olan polinomlar ile vektorlerin Ggerli
determinant degerlerinin carpimlarindan
olustugundan k tane vektdr icin tek LS(3) invaryant
rasyonel fonksiyon,

L@ 0 xO)]

L0 @ 20 JLLs=1.,k i<j<s

ifadesini inceledigimizde i,j,s=1,...k; i<j<s

icin
flx®, . x®) = [x® O x©] [x® 5O 5]
Bijs=alx® 2O x©]E D iy a(ﬁ)(”((?) @ o @B O x@ 5@ T x@ x®]
= +i(2)+ +z(2) o
—t
B D0
- i i i j 1 2 3
Zﬁf'5,=1[x(l) x0 - xO1% i(1)+ +z Dy b((ll)(])((sg (2) i(2>__.i(k_1)i(k)B = [x(l) x(J) x(S)]'bC() x() x( )]
I<j<s O H(z) ok Tk [x@®  x@ 4x@]2
4ot
+i* VO
bigiminde yazilabilir. Burada [x(D @ x®)]# olur. Boylece, [x@ xU)  5x6)] ve
0 ve (xM,xW) £ 0 olmak iizere pay ve payday: [x® x@ x®] determinantlar1 tek invaryant
@ x@ @] ve (x®,x®)m sayilarina ayri polinom ve iki tek invaryant polinomun ¢arpimi ¢ift

ayr1 bolersek,
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invaryant polinom oldugundan bu ifade iki ¢ift
invaryant polinomun orani bigiminde olur ki bu da

[x®
@

£
@

x ]

oy JLLs=1,..,k;

i<j<s
ifadesinin de

(x @ x ()

gy b =1k ve i<]

ile Uretilebilir oldugunu gosterir.

Teorem 3.4: Kk tane vektér i¢in  tanmimh bir
£(x®, ..., x®) rasyonel fonksiyonu S(3)- invaryant
ise

g(x®, ., x®) = £(0,x@ —x®, ., x® — 1))
rasyonel fonksiyonu LS(3)- invaryanttir. Tersine,
f(x(l), ...,x(")) =h(x@ —x®, ., x® — xD)

bigiminde yazilsim. h , LS(3)- invaryant ise,

F(x®, ..., x®) S(3)- invaryanttir.

Ispat: k tane vektor igin tanimli bir fonksiyon f, S(3)-
invaryant olsun.

g(x®, ., x®) = £(0,x@ — x®, . x® — x1)
fonksiyonunun LS(3) invaryant oldugunu gosterelim.
f, S(3)- invaryant oldugundan her Aw € LS(3) ve her
b € R? igin

f(/lwx(l) +b, ..., wx® + b) = f(x(l), ...,x(k))

dir. Ozel olarak b = 0 igin de dogrudur. Dolayisiyla

f(Awx®, ...,lwx(k)) = f(x®, ..., x0)
saglanir. g nin tammindan dolay1 her Aw € LS(3) icin

g(Awx®, ., awx®) =
=f (0, w(x@ —x@W), . Aw(x® — x(l)))

=£(0,x@ —x®, , x® — x®) = g(xD, .., x®)

olur ki bu durum g’ nin LS(3) invaryant oldugunu
gosterir.
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Tersine, k tane vektor i¢in tanimli bir fonksiyon
Fx®, ., x®) = A(x@ —x@,  x( — x®)
bigiminde yazilsin ve h, LS(3) invaryant olsun. f
nin  S(3)- invaryant oldugunu gosterelim. Burada f nin
tanimindan ve h , LS(3) invaryant oldugundan her
Aw € LS(3) ve her b € R? igin

fwx® +b, ..., Aawx® +b) =

= h((wx® +b) = (awx® +b),..., (Awx® + b) — (Awx® + b))
=h (lw(x(z) —x®), ., aw(x® — x(l)))

=h(x® —x®, ., x® —xD)
=f(x®, .., x®)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla f, S(3)- invaryanttir.

Bu teoremin bir sonucu olarak asagidaki teorem
verilebilir:

Teorem 3.5: k tane vektdr icin S(3) invaryant rasyonel
fonksiyon

f cift ise,
2 a,e ;@ k-v,@mY
@@y 2T TR K
2 k
ot
(k=1) | () _
f(x(l) x(k)) _ i+ =m
2 b» @ wuv,wY
"k Tk k
+H @i @y ?

2 k

Fot
(k=1 (k) _
+i, i =m

f tek ise,

Fx®, ., x®) =

Thjsm1lx® — x @ x0) _ x@®
— i<j<s

TEemalx® — 2 x() — xD
i<j<s

x© — x®]D

x©® — x| E

bicimindedir. Burada

— @G
D= ai(l) ;@ @ i(k—l)i(k)y
o - PR bt e P P Y
e
(2 (2
Fi, e+
ot
((k=1) (k) _
+Lk +lk =m
— MU
E= bi(l) ;@ @ i(k—l)l-(k)y
o - PR b el P P Y
e
Ne)) (2)
+i, e+
ot

j(k=1) (k) _
+ip +i, =m

dir.
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Ayrica
Y=LeLo ...Lik-vLw

ve
k
i
L = H((x@) @ () _ (D))
s=2

i(3)
Li(3) = l_['[‘:3((x(3) — x(l),x(t) — x(l))) ‘ Jevees

L'(k)
Ll(k) = ((X(k) _ x(l)'x(k) _ x(l))) k
dir.

Ispat: Bu durum Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 iin bir
sonucudur.

Teorem 3.6: k tane vektdr igin S(3) invaryant rasyonel
fonksiyonlar cisminin Urete¢ kiimesi

1l.k<2ise 1 dir.

2.k =3ise
<Xi—X1,Xj X1>
<X2—X1,X2 X1>
i=2,..k,j=2.,k ve 1<]j (10)

dir.

Ispat: Teorem 3.3 iin ispatinda oldugu gibi tek LS(3)-
invaryant polinomlarda iki determinant degerinin orani
bicimindeki fonksiyon cift LS(3)-invaryant
olacagindan ispat kolayca goriilebilir.
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