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IKiINCi TUREVI PREQUASIINVEKS OLAN FONKSIYONLAR iCIN
HERMITE-HADAMARD TiPLI INTEGRAL ESIiTSIZLIKLERI

imdat iISCAN"", Selim NUMAN', Kerim BEKAR*
YGiresun Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Béliimii, Giresun - TURKIYE

OZET

Bu makalede, Hermite-Hadamard tipli esitsizliklerin sag tarafi ile ilgili bazi
tahminleri ikinci tiirevlerinin mutlak degerleri prequasiinveks olan fonksiyonlar
icin C kosulu altinda genislettik.

Anahtar Kelimeler: Hermite-Hadamard esitsizligi, inveks kiime, C kosulu,
prequasiinveks fonksiyonlar.

HERMITE-HADAMARD TYPE INTEGRAL INEQUALITIES FOR
FUNCTIONS WHOSE SECOND DERIVATIVE ARE PREQUASICONVEX

ABSTRACT

In this paper, we extend some estimates of the right hand side of a Hermite-
Hadamard type inequality under the condition C for functions whose second
derivatives absolute values are prequasiinvex.

Keywords: Hermite-Hadamard’s inequality, invex set, condition C, prequasiinvex
functions.

1. GIRiS
a,beR, a<b, I =[a,b] ve f:I —R konveks bir fonksiyon ise
a+b 1 % f(a)+ f (b)
flZ——|<—(f <=0 1
( 2 ) b—a! (x)dx 5 (1)

esitsizligi literatiirde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinir. Bu esitsizligin
son yillarda bir¢ok genellestirilmesi yapilmistir, 6rnek olarak [1], [3], [4] ve onlarin
kaynaklar1 verilebilir.

Asagidaki lemma ikinci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in ispatland [4]:

“ Sorumlu Yazar: imdat.iscan@giresun.edu.tr

32



I I;scan, S. Numan, K. Bekar

Lemma 1 f:lcR—>R, |I° (Inn ig) iizerinde ikinci mertebeden
tiirevlenebilir bir fonksiyon, [a,b] c|°, a<b olmakiizere f" e Ll[a,b] ise,

f@+f) 1 ° b—a)" ¢ .
(a); ( )_b_aif(x)dxz%}[t(l—t)f (ta-+ (1-t)b)dt, v

esitligi saglanir.

Lemma 1’1 kullanarak [1]°de quasikonveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard
tipli esitsizliklerle ilgili asagidaki teoremleri ispatladi:

Teorem 1. f:lcR—>R, |’ iizerinde ikinci mertebeden tiirevlenebilir bir
fonksiyon, a,bel°, a<b olmak iizere f”, [a,b] lizerinde integrallenebilir

olsun. Eger |f" , [a, b] iizerinde quasikonveks ise

f@+f) 1
2 b—

b b— 2
NHCEE %maxﬂ £, | (b)) (3)

dir.
Teorem 2. f:lcR—>R, |’ iizerinde ikinci mertebeden tiirevlenebilir bir
fonksiyon, a,be1°, a<b olmak iizere f", [a,b] lizerinde integrallenebilir ve

g >1 olsun. Eger | £, [a, b] iizerinde quasikonveks ise X 1 _1 olmak iizere
P g
f@+fMb) 1 *?
- f (x)dx
‘ 2 b—a! (9
: @)

2

<

(b_sa) (‘/;)p @ max{|f”(a)|q,|f”(|o)|“}a
F(2+ p)

dir.
Teorem 3. f:lcR—>R, |’ iizerinde ikinci mertebeden tiirevlenebilir bir
fonksiyon, a,be1°, a<b olmak iizere f”, [a,b] iizerinde integrallenebilir ve

g=>1 olsun. Eger | f "| , [a, b] iizerinde quasikonveks ise

f(Q)+f() 1 %
> —b_ajf(x)dx

a

1
q

®)

b—a)’ q PN
g%max{“”(aﬂ .| £7(b)| }
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dir.

Bu makalede, giris kisminda bahsedilen (3), (4) ve (5) numarali esitsizlikler
prequasiinveks fonksiyonlar igin elde edildi.

2. MATERYAL VE METOD

Oncelikle inveks kiime tanimim verelim:
Tamm 1. K = R" ve 77: KxK — R siirekli fonksiyon olsun. Eger VX,y e K ve
te [0,1] icin X+tn(y,X) e Kiise Kya 7 ya gore inveks bir kiime denir [8].

Her konveks kiimenin 77(y,X) =Yy —X fonksiyonuna gére invex oldugu agiktir.

Fakat bunun tersi genelde dogru degildir, yani konveks olmayan inveks kiimeler
mevcuttur [2].

Preinveks fonksiyonlar ilk kez Pini tarafindan asagidaki sekilde tanimlandi [7]:

Tamm 2. K < R" inveks bir kiime, f :K — R siirekli bir fonksiyon olsun. Eger
vx,yeK vete [0,1] icin

f(x+tn(y, %)) <max{f(x), f ()}

esitsizligi saglamiyorsa f ye 7 ya gore prequasiinveks fonksiyon denir. Her
quasikonveks fonksiyonun 7(y,X)=y—X fonksiyonuna gore prequasiinveks

oldugu agiktir. Fakat bunun tersi genelde dogru degildir, yani quasikonveks
olmayan prequasiinveks fonksiyonlar mevcuttur [9].

n fonksiyonu {izerine asagidaki kosul Mohan ve Neogy tarafindan konulmustur
[5]

C Kosulu: KcR", n: KxK — R’ ya gore inveks bir kiime olsun. VX,y e K
ve te[O,l] igin
n(y,y+tn(x,y))=-tn(x,y) ©)
n(x,y+t(x,y))=(1-t)n(x,y)

C kosulundan Vx,y e K ve t,,t, €[0,1] igin

n(y+tn(x ), y+tn(xy))=(t, -t )n(x,y)
esitligi elde edilir.

[6] da Noor preinveks fonksiyonlar i¢in asagidaki Hermite-Hadamard esitsizligini
ispatladi:
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Teorem 4. f :[a,a+7(b,a)]—>(0,x), a,beK’, a<a+n(b,a), K* deki reel

sayilarin bir araligi tizerinde preinveks fonsiyon olsun. Bu takdirde asagidaki
esitsizlik saglanir:

f(2a+n(b,a)jg 1 a*”jb'a) £ (0 < f@+f@+nba) _f@-+fb)
2 n(b,a) 2 2

a

3. BULGULAR VE SONUCLAR

Lemma 2. Kc R, n7: KxK — R ’ya gore inveks ve agik bir kiime, a,be K,
a<a+n(b,a), f:K—>R ikinci mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon ve
fr, [a, a+n(b, a)] aralig1 lizerinde integrallenebilir ise agsagidaki esitlik saglanir:
f(a)+ f (a+n(b,a)) R

f(x)d
2 n(b,a) ! (X ©)

_ @jt(l—t) f"(a+tr(b,a))dt

Ispat. a,beK ve KcR, 7:KxK-—>R’ya gore inveks oldugundan
vt e[0,1] i¢in a+tr(b,a) e K dir. Ispat lemmal deki gibi olup, (7) esitliginin

sag tarafindaki integrale iki kez kismi integrasyon uygulandiginda esitlik kolayca
gortliir.

Teorem 5. Kc R, 17: KxK — R ’ya gore inveks ve agik bir kiime, a,b e K,
a<a+n(b,a), f:K —>R ikinci mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon, f",

[a, a+n(b, a)] araliginda integrallenebilir olsun. | f"

, [a,a+77(b,a)] iizerinde
prequasiinveks ve 7: K xK — R fonksiyonu C kosulunu sagliyorsa asagidaki
esitsizlik saglanir.

f(a)+f(a+n(b,a) 1 =70

f(x)d
2 o |10 ©®

S%maxﬂf”(a)|,|f"(a+77(b1a))|}

Ispat. 7: KxK — R fonksiyonunun C kosulunu saglamasi durumunda (6) esitligi
kullanilarak;
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|f"(a+tn(o,a))=|f"(a+n(b,a)+A-t)r(a,a+7r(b,a)))| ©)
< max {| f7(a), | f”(a+77(b,a))|}

elde edilir. Bu esitsizlik (7) esitligi ve | f"| nin prequasiinveksligi kullanilirsa,

fa)+f(a+nba) 1 =P
I 5 o) j f (x)dx

:@ £|t(1—t)||f”(a+t77(bya))|dt
2 b, 1 " "
g@!ta—t)maﬂlf ()l |7*(@+ntb.a))j

<12 0:8) <ga>{max{|f~(a)|, (2G| t(l—t)dt}

2 b, , )
=%max{|f (a), |f (a+n(b,a))|}

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Uyari 1. a) (8) esitsizliginde 77(b,a) =b—aalinirsa (3) esitsizligi elde edilir.

b) (8) esitsizliginde | f ”| nin prequasiinveksligi kullanilirsa

|f7(a+n(,a)) <|f"(b)
oldugundan (8) esitsizliginden ayn1 zamanda

f f b, a+n(b,a) 2
| f(a)+ (:+77( a))_ﬂ(;a) | f(x)dxg%maxﬂw(an,

a

MO TS

esitsizligi elde edilir.
c) Teorem 5 de, 7:KxK —>R fonksiyonu fizerine C kosulu

konulmadig1 takdirde, | f"
yontemiyle yine (10) esitsizligi elde edilir.

nin prequasiinveksligi kullanilarak benzer ispat

Teorem 6. Kc R, 17: KxK — R ’ya gore inveks ve agik bir kiime, a,b e K,
a<a+n(,a), f:K—>R ikinci mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon, f”,

', [a,a+n(ba)]

[a, a+n(b, a)] araliginda integrallenebilir ve q>1 olsun. |f"
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tizerinde prequasiinveks ve 77:KxK — R fonksiyonu C kosulunu sagliyorsa
asagidaki esitsizlik saglanir.

f(a)+ f (a+77(b,a)) 1 a+n(p.a)
2 n(b,a)

n’(b,a) RN
O x| G

f (x)dx

a

f"(a+77(b,a))|q}];

11

max {

n|9

ispat. (7) esitligi, |f"["

nin prequasiinveksligi ve Holder
esitsizligi kullanilirsa, 1 + 1 —1 olmak lizere
P qQ

f@+f(atnba) 1 “"jb'a) F (x)dx
2 n(b,a)

a
11

_ 772(b’ a) j.|t(l—t)|3 q

f"(a+tr(b,a))|dt

<l @t(l t)dt] Ut(l t)max{

t(a), [t (a+n(b,a)) }dtJ

L, a){ max f”(a)| f"(a+n(b, a))|q})j.t(l_t)dt}q
2.6° i
e M@ @ o))
6
26p
b, ” a 4 d §
=¥(max{|f ()" [f"(a+nb ) })

elde edilir ve boylece ispat tamamlanir.

Uyari 2. a) (11) esitsizliginde 77(b, @) =b —aalinirsa (5) esitsizligi elde edilir.
b) (11) esitsizliginde | f "| nin prequasiinveksligi kullanilirsa

(o)

|f"(a+n(,a)) <
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oldugundan (11) esitsizliginden ayn1 zamanda

f@+f(a+nba) 1 *"2% f (x)dx
2 nb,a) (12)
2 b’a " q ” q é
IO () (b))

esitsizligi elde edilir.
c.) Teorem 6 da, 7:KxK —>R fonksiyonu iizerine C kosulu

konulmadig1 taktirde, |f"| nin prequasiinveksligi kullanilarak benzer ispat
yontemiyle yine (12) esitsizligi elde edilir.

Teorem 7. Kc R, 17: KxK — R ya gore inveks ve agik bir kiime, a,be K,
a<a+n(b,a), f:K —>R ikinci mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon, f",

', [a.a+n(b,a)]
tizerinde prequasiinveks ve 77: KxK — R fonksiyonu C kosulunu sagliyorsa
asagidaki esitsizlik saglanir.
f(a)+ f (a+n(b,a)) I
2 nb,a) 3
1 (13)

p

T OD[LE I LED | (@) (2 10,0
F(§+p)

[a, a+n(b, a)] araliginda integrallenebilir ve q>1 olsun. | f"

f (x)dx

Ispat. (7) esitligi, |f"|0I icin (9) esitsizligi, |f"|q nin preinveksligi ve Holder
esitsizligi kullanilirsa, 1 + 1 —1 olmak lizere

P q

@+ f@mb®) 1 "F
2 n(b,a)

a

2 b, 1 "
:@Dt(l—t)nf (a+t7(b,a))|dt

< 772 (g, a) (j‘tp(l—t)pdtjp [imax {| f ”(a)|q ’ | f ”(a+77(b, a))r}dt]q
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<O 2O | | (a1 (a0, ) ||
F(E+ P)
(b, T i’ 272 nl 1 " ” q Y q ﬁ
_1 (2 2) "/2_ VAl (p+1) (max{|f (@), |f"(a+n(b,a)) })

rC+p)

o |+

=—772(§’a) 7” (max{|f”(a)|q,|f”(a+f7(b,a))|q});

elde edilir. Burada

1 -1-2p =
J'(t—tz)'“dt _2 Vzl(p+1) ve I'(@) :Ie’“u“’ldu
0 1—‘(§ + p) 0

2
Gamma fonksiyonudur. Boylece ispat tamamlanir.
Uyari 3. a) (13) esitsizliginde 77(b,a) =b —aalinirsa (4) esitsizligi elde edilir.

b) (13) esitsizliginde | f ”| nin prequasiinveksligi kullanilirsa

| £"(a+n(b,a)) <|f"(b)|
oldugundan (13) esitsizliginden ayn1 zamanda

f(a)+ f (a+n(b,a)) 1 a+n(b.a)

2 n0.a)
1 (14)

o)

f (x)dx

S772(&3,30(\/;}9 C(p+1) (max{“,,(a)'q’

8 2 3
T'(—
+p)

esitsizligi elde edilir.
c.) Teorem 7 de, n7:KxK —>R fonksiyonu iizerine C kosulu
konulmadigi takdirde, |f”| nin prequasiinveksligi kullanilarak benzer ispat

yontemiyle yine (14) esitsizligi elde edilir.
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