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BERTRAND EGRI CiFTiININ KURESEL GOSTERGELERININ
GEODEZIK EGRILIKLERI VE TABii LIFTLERI
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OZET

Bu calismada (a,a”) Bertrand egri cifti olarak alindiginda a” egrisinin
a’(s) noktasindaki {T*, N*,B*} Frenet vektorlerinin ve bu vektérlere bagh C*
birim Darboux vektorinin birim kire yiuzeyi Uzerinde olusturduklari
(T*),(N*),(B*) kuresel gosterge egrileri ve (C*) sabit pol egrisinin yay

uzunluklari, E® ve S? ye gore geodezik egrilikleri hesaplandi. Ayrica bu kiiresel
gosterge egrileri ve sabit pol egrisinin tabii lift egrileri geodezik sprayin integral
egrisi olmasi icin @ egrisinin nasil bir egri olduguna dair sonugclar verildi.

Anahtar Kelimeler: Bertrand egri ¢ifti, tabii lift, geodezik spray

THE NATURAL LIFT CURVES AND GEODESIC CURVATURES

OF THE SPHERICAL INDICATRICES OF THE BERTRAND CURVE
COUPLE

ABSTRACT

In this study, the arclenghts and the geodesic curves of the curvatures,
(T*), (N*),(B*) and fixed pole curve, (C*) have been obtained according to

E® and S® when (a,a*) is considered to be a Bertrand curve couple. Here
(T*), (N*),(B*) are spherical indicatrix curve drawn by {T*,N* B*} Frenet
vectors of a* at point a*(s) and (C*) is the fixed pole curve of the

corresponding unit Darboux vector (C*) .In addition, what type curve a should
be has been examined under the condition that the natural lifts of these curvatures
and (C*) is the integral curve of geodesic spray.
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1. GiRIS

3-Boyutlu Oklid uzayinda egrilerin diferansiyel geometrisi (izerinde birgok
calismalar yapilmistir. Ozellikle iki egrinin karsilikli noktalarinda Frenet catilari
arasinda bagintilar kurularak, yeni agihmlar yapilmistir. involit - Evoliit egriler,
Bertrand egri ciftleri veManheim egrileri birer 6rnek olarak gosterilebilir.Bir

a | — M egrisinin a:l >TM :UTM (P) tabii lift egrisi geodezik sprayin
P

bir integral egrisi olmasi icin gerek ve yeter sart M (zerinde bir geodezik egri
olma5|d|r,[4,11]. Oklid ve Lorentz uzaylarinda involiit egrilerin kiiresel gosterge
egrilerinin tabii liftleri geodezik spray icin integral egrisi olma sartlari evolut
egrisine bagl olarak ifade edilmigtir,[1,2,3,8]. Lorentz uzayinda Bertrand egri
ciftleri arasindaki uzaklk ve teget vektorleri arasindaki acinin sabit oldugunu
gbsterilmistir,[?].(a,a*) Bertrand veya Manheim egri cifti olmak lzere, a”
egrisinin kiresel gostergelerinin tabii liftleri geodezik sprayin integral egrisi olma
sarti @ egrisine bagli olarak ifade edilmistir,[6,12,13,14].

2. TEMEL KAVRAMLAR

a:lcIR—>Ea(s)=(a,(s).a,(s).a,(s)) diferensiyellenbilir birim hizli
bir egri olsun.

(21 o1 > 1R, falts) =[a'(s)]

seklinde tanimli fonksiyonuna skaler hiz fonksiyonu,

(2.2) a,(s)_da :(dal(s) da, (s) da3(s)]

T ds ds ' ds ' ds

vektorine egrinin hiz vektori, a,b e | olmak lzere

(29 o= [le s

59



Bertrand EQri Ciftinin Kiiresel Gostergelerinin Geodezik Egrilikleri ve Tabii Liftleri

reel sayisina da a(a) ile a(b)noktalari arasindaki yay uzunlugu
denir.a =a (s) egrisinin Frenet 3-ayaklisi {T(s),N(s), B(s)}, egriligi k (s) ve

burulmast (torsiyonu) t (s)olmak tizere Frenet formiilleri

T'(s) =k (S)N(s),
(2.4) N'(s) = —k (S)T (s) +t (5)B(s),

B'(s) =t (S)N(s)
dir. Buna bagh olarak Darboux vektori

(2.5) W=tT+kB
olur. W ile B arasindaki acgi j ile gosterilirse birim Darboux vektorii
(2.6) C =sinj T +cosj B

seklinde bulunur. a:l — M birim hizli bir egri ve M ylzeyi Uzerinde
diferensiyellenebilir vektor alani X olsun.

d

(27) LaE)=x(@()

ise & egrisine X in bir integral egrisi denir. M ylzeyinin P noktasindaki tanjant
uzay! T, (P) ve btiin tanjant uzaylarin cimlesi TM = U Ty (P) ile gosterilsin.

PeM
(2.8) a:l->TM ,a(s)=(a(s).a’(s))
egrisine a :1 — M egrisinin tabii lifti denir,[4]. M yiizeyinin birim normal
vektor alani N ile gosterilirse VX € TM igin

(2.9) S(X)=DyN
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dénustimiine sekil operatorii (weingarten dontsimi),v e TM igin
(2.10) X (v)==(v,S(vV))N],

seklinde tanimlanan X vektor alanina geodezik spray, [16]
(2.11) DxY =D,Y +(S(X),Y)N

denklemine de M Uzerinde Gauss denklemi denir. Burada D Gauss anlaminda

kovaryant tiirev operatorudir. a : 1 — M egrisinin birim teget vektori T olmak
lzere

(2.12) D, T=0

ise a egrisine E°de bir geodezik egri ,

(2.13) DiT =0

ise a egrisine M ylzeyi Uzerinde bir geodezik egri denir.
(214) k; =[DrT]

ifadesine a egrisinin E* e gore geodezik egriligi,

(2.15) g, = [Dr7|

Ifadesine de @ egrisinin M ’ye gore geodezik egriligi denir.

a egrisinin {T,N,B} Frenet vektorlerinin birim kire (zerinde c¢izdigi
(T).(N),(B) kiresel gosterge egrileri ve C birim Darboux vektoriniin birim

kire Uzerinde c¢izdigi (C) sabit pol egrisinin Ee gore yay uzunluklari ve
geodezik egrilikleri, sirasiyla,
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S :Ikds
0
s, = [[W/ds
(219) :
Sp =jt ds
0
Sc :Ij 'ds
0
1
k. =——
T cosj
-y 2
- ()
(2.17) ,
ko=t
® sinj
2
- 1+[',M,”j
ve S? ye gore geodezik egrilikleri
g =tan]
j ’
O =71
(2.18) W
g = Cotj
9c :”}N_,”
seklinde verilir,[9].
Teorem 2.1.
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a:l — M egrisinin a:l >TM tabii lift egrisi X geodezik sprayin bir integral
egrisi olmasi icin gerek ve yeter sart M Uzerinde bir geodezik egri olmasidir, [4]
Tanim 2.1.

a:l >E®vea’:l —>E?® diferensiyellenebilir iki egri, a egrisinin Frenet 3-
ayakhst  {T(s),N(s),B(s)} ~ve a’ efrisinin  Frenet  3-ayaklisi
{T*(s),N*(S),B*(S)} olsun. @ ile a” egrisinin asli normal vektorleri lineer

bagimli ise (a,a”) ikilisine Bertrand egri ifti denir. Bu egrilerin Frenet catilari
arasinda

T =cosqT —sinqB
(2.19) N =N
B* =sinqT +cosqB
bagintisi vardir, [10]. Burada q agisi T ile T "arasindaki acidir.

Teorem 2.2.
Bertrand egri ¢ifti arasindaki uzaklik sabittir, [9,10].

Teorem 2.3.
Bertrand egri ciftinin karsilikli noktalarindaki birim teget vektorleri arasindaki acl

sabittir, [10] .

Teorem 2.4.
(a,a*) Bertrand egri cifti olsun. @ egrisinin egriligi k = torsiyonu t ise bu
egrilikler arasinda

(2.20) |k +nt =1, m=-I cotq bagintisi vardir,[9].

Teorem 2.5.
(a,a*) Bertrand egri cifti olsun. a egrisinin egrilik ve torsiyonu k vet , a’

egrisinin egrilik ve torsiyonu k™ ve t * ile gosterilirse bu egrilikler arasinda
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(2.21)

o) k —sin’q
| 1-1k) '
. sin’q
t =
| %

bagintisi vardir,[10]. Burada (2.20) bagintisi dikkate alinirsa k™ egriliginin bir

baska ifadesi

(2.22) k'

olur.

3.BERTRAND EGRI

Teorem 3.1.

_sin®g-lk

tan
K a

BERT _ _CIFTININ  KURESEL GOSTERGELERININ
EGRILIKLERI VE TABIi LIFTLERI

(a ,a*) Bertrand egri cifti ve bu egrilerin Darboux vektérleri sirasiyla W ve W™

olsun. Bu vektorler arasinda

« sing

(3.1) W’ = ‘W bagintisi vardir.

Ispat:

It

a’ vektoriniin Darboux vektorii

W =t T +k B’

seklinde yazilir. Burada T",B", k™ ve t "'In yerine (2.19),(2.21) ve (2.22)

bagintisindan karsiliklari

yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

=22 -Kl_ll kjtanq Tk B}
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bulunur. Burada k B nin yerine (2.5) den karsiligi yazilir ve sonra da

1-1 k =-It cotq

ifadesi dikkate alinirsa

(3.2) W= —%W
olur,
Sonug 3.1.

(a,a*) Bertrand egri ciftinin birim Darboux vektorleri sirasiyla C ve C* olsun.
Bu vektorler arasinda

(33) C'=—C

bagintisi vardir.

Ispat :

a " egrisinin birim Darboux vektorii C* ile gosterilirse
LW
C ="

W

dir. Burada W™ In yerine (3.2) den karsiligi yazilirsa
c'=-C

bulunur.

(T*) tegetler gostergesinin yay uzunlugu S,. ile gosterilirse (2.3) bagintisindan

s

olur. T"in yerine (2.19) ve sonra da (2.16) daki karsiligi yazilirsa

T
ds

S
.=
0
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(3.4) s.. =C08qs; +singsy

bulunur. Benzer sekilde (N) aslinormaller gdstergesinin yay uzunlugu

(3.5) S,. =Sy

ve (B) binormaller gostergesinin yay uzunlugu (2.19) ve (2.16) bagintilarinda

(3.6) S, =SinQs; —C€0sqs,

olur.
(C*) sabit pol egrisinin yay uzunlugu S ile gosterilirse (2.3)
bagintisindan

yazilir. C" =sinj "T"+coj 'B" ifadesinin tiirevi alinir ve s_. ifadesinde yerine
yazilirsa

(37) s.. =j)'(j Y ds

bulunur. Diger yandan

*

sinj Ve COSj L = tanj g
w K

_
v

olur. Burada t * ve k" in yerine (2.21) ve (2.22) deki karsiliklari yazilir ve sonra
da tdirev alinirsa

N | k'-sinq cosq
3.8 =
(38) (J ) | °k?+(1-21 k)sin’*q
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bulunur. Bu ifade (3.7) de yerine yazilirsa

¢ lk'-singcosq
3.9
(39) -([2k+1 21 k)sin’q’
olur.
Sonug3.2.

(a,a*) Bertrand egri cifti olsun.a "egrisinin {T*, N*,B*} Frenet vektorlerinin
birim kire (zerinde meydana getirdikleri (T*),(N*)ve(B*) kiiresel gosterge

egrileri ile (C) sabit pol egrisinin E* e gére yay uzunluklari, sirasiyla,

S.. =C0sQS; +siNQsy,
S, =Sy,

s,. =Sings; —€0sqsy,

. =j | k’-sing cosq
o 1%k*+(1-21k)sin’q

(T*)tegetler gostergesinin E® e gore geodezik egriligi kT* ile gosterilirse

(3.10) . |

yazilir.a_. (ST*):T*(S) ifadesinin s_. ye gore tirevi alinirsa,

T.=N
olur. Bu ifadenin tekrar ttrev alinir ve gerekli islemler yapilirsa,

(3.12) D, T.= T +B
~ T kcosq+t sing
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bulunur. Bu ifade (3.10) da yerine yazilirsa

K - 1
T cosj -cosq+sinj -sing

olur. (2.17) bagintisindan da

(3.12) k.=

k; -Kg
Kg -cosq +k; -sinq

bulunur.

(N*) asli normaller gostergesinin E®e gore geodezik egriligi k. ile gosterilirse

(3.13) e =|

D, T,

yazilir.a, . (SN* ) =N"(s) ifadesinin s . ye gore tiirevi alinirsa

T, =—cosj T +sinj B

olur. Tekrar tlirev alinirsa

(3.14) D T. _| (sinj T +cosj B)_N

o W]

bulunur. Bu ifade (3.13) de yerine yazilirsa

(3.15) K, =ky = (”:N_”] 1

olur. Diger yandan
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sinj ve C0Sj = = ftanj :tE

_t Kk
[l Wi

Tdarev alinirsa

, tk—kt

W

olur. Bu deger (3.15) de yerine yazilirsa

(3.16)

[tk -kt 2+
47 o [ i J 1

elde edilir.

(B*) binormaller gostergesinin E® e gore geodezik egriligi k. ile gosterilirse

(3.18) K =Pr. T,

yazilir. &, (SB*): B"(s) ifadesinin s_. ye gore tiirevi alinirsa

T.=N

B

bulunur. Tekrar ttrev alinirsa

(3.19) D, T, = <1+tB
e B ksing -t cosq

olur. Bu ifade (3.18) da yerine yazilirsa gerekli islemler yapilir

K - 1
B cosj -sinq—sinj -cosq
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bulunur. (2.17) bagintisindan
Kk, -k,

3.20 k.=
(3.20) 8 ky-sinq—k; -cosq

elde edilir.

(C*) pol erisinin E* e gore geodezik egriligi kc* ile gosterilirse

(3.21) K =

D, T.

dira.. (SC,,):C*(S ) ifadesinin s_. ye gore tlrevi alinirsa
T..=cosj T —sinj "B’

bulunur. Bu ifadenin tekrar tlirev alinirsa

(3.22) D; T..=—(sinj “T"+cos] *B*)+MN
C (i)

olur. Norm alinirsa

(3.23) k. =

!

bulunur. Burada W~ ve (j ) 'In yerine sirastyla (3.2) ve (3.8) dan Karsiliklari

yazilirsa
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(k?+t2)[1 2k2+(1—22l k)sin’q | B
(1tk’)

(3.24) k.. =

elde edilir.

Sonug 3.3.

(a ,a*) Bertrand egri ciftinin kiiresel géstergeleri ile sabit pol egrisinin E®e gére
geodezik egrilikleri arasinda asagidaki bagintilar vardir:

— Kr -Keg
- = ks -cosq +k, -sinq’

2
tk—kt
K. =ky=,|| ——a | +1,
v {IIWIF}
K -k,

k

® "k, -sing —k, -cosq’
[t k2 +(1-21 k )sin’q)’
. (1 k'Y

+1.

(T*) tegetler gostergesinin S? birim kiireye gére geodezik egriligi g,. ile

gosterilirse
gT* :HBTT*TT*H
yazilir.(2.11) ve (3.11) bagintilarindan

(3.25)

BT*T*=( * : +coquT+( t —sinqu
v k cosq +t sing k cosq +t sing
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bulunur. Bu ifade g_. ifadesinde yerine yazilirsa

K2+t 2
gT* . 2 _1
(k cosq +t sinq)

olur. (2.17) bagintisindan da

2
k. k
3.26 = TKg _1
(3.26) o \/(chosq+kTsinqj

elde edilir.

(N*) asli normaller gbdstergesinin S ye gore geodezik egriligi g, Ile

gosterilirse
o orr]
yazilir.(2.11) ve (3.14) bagintilarindan

j '(sinj T +cosj B)

W]

(3.27) Dr . T.=

bulunur. Bu ifade g, . da yerine yazilirsa

j!
Oy =pom
vl

olur. (3.16) bagintisindan

tk—kt

g,.=—+—
. )

(3.28)

elde edilir.
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(B*) binormaller géstergesinin  S? ye gére geodezik egriligi g,. ile gosterilirse
9 =[P T, |
olur. (2.11) ve (3.19) bagintilarindan

(3.29)

BT*T*:( « : +sinqu+( t : +cosq]B
© B k cosq —t sing k cosq —t sing

bulunur. Bu ifade g . da yerine yazilirsa

g - K?+t? le_2(ksinq —t cosq)
i (k cosq —t sinq)2 k cosq —t sing

olur. Burada (2.17) bagintisi dikkate alinirsa

2 -
(3.30) g, :\/( krKg _ J 1 2(k sing —t (?osq)

kg cosq —k; sinq k cosq —t sing

bulunur.

(C*)sabit pol egrisinin S? ye goére geodezik egriligi 9. ile gosterilirse
o =[P

yazilir. (2.11) ve (3.22) bagintilarindan
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(3.31) Dr.T. = il N

()

bulunur. Bu ifade g _. da yerine yazilirsa

!

olur. Burada W™ ve (j ) in yerine (3.2) ve (3.8) den Karsiliklari yazilirsa

w1+ (=21 k)sin"q ]

| 2k’

(3.32) 9.
elde edilir.
Sonug3.4.
(a,a*) Bertrand egri cifti olsun.a ve a” egrisinin kiiresel géstergelerinin E® e

gore geodezik egrilikleri ile sabit pol egrisinin S® ye gore geodezik egrilikleri
arasinda

2
k kg
.= -1
o \/( kg cosq +k; sing j

_tk—kt

R T

2 .
0. :\/[ krKe } ,1_ 2(ksing —t cosq)

kg cosq —k; sing k cosq —t sing
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W[ 3 +(1-21k)sin’q |
o = | &k’
bagintilari vardir.

('Ij) tabii lift egrisi geodezik sprayin bir integral egrisi ise
Dr.T.=0

dir. Bu durumda (3.25) bagintisindan

——+c0sq =0
k cosq +t sing

t

———sing =0
k cosq +t sing

olur. Buifade k #0,t =0ve q =0icin saglanir. Bdylece su sonug verilebilir:

Sonug 3.5.

(a,a*) Bertrand egri cifti icin a egrisi dizlemsel ve Frenet catilari birbirlerine
denk ise a” egrisinin (T*) tegetler gostergesinin ('F) tabii lifti T(SZ) tanjant

demeti (zerinde geodezik sprayin bir integral egrisidir.

(W) tabii lift egrisi geodezik sprayin bir integral egrisi ise

BTN,TN* =0
dir. (3.27) bagintisindan
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j 'sinj
——=0

Wi

j 'cosj
=0,

Wi

olur. Buradan | "=0 veya j =sabit bulunur. Béylece su sonug verilebilir:

Sonug 3.6.

(a,a*) Bertrand egri cifti birer helis ise bu durumda a” egrisinin (N*)asli

normaller gostergesinin (F) tabii lifti T(Sz) tanjant demeti (zerinde geodezik

sprayin bir integral egrisidir, ( Bak.sekil.1 ve sekil.2).

(E) tabii lift egrisi geodezik sprayin bir integral egrisi ise

Dr.T. =0
dir. (3.29) bagintisindan

+sing =0

k cosq —t sing

+cosq =0

k cosq —t sing

olur. Bu ifade highir zaman saglanmaz. Bu durumda su sonug verilebilir:
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Sonug 3.7.

(a,a*) Bertrand egri cifti olsun. a” egrisinin (E) tabii lift egrisi geodezik

sprayin integral egrisi olamaz.

(E) egrisi geodezik sprayin bir integral egrisi ise
Dr.T..=0

dir. (3.31) bagintisindan k™ =0 vet "=0 olur. Bu degerler(2.21) de yerine
yazilirsa

| k —sin’q

I (1—I k)
in?
% -0
olur ki bu da k =0 olmasi demektir. Buradan su sonug verilebilir:
Sonug 3.8.
(a ,a*) Bertrand egri ¢ifti ise sabit pol egrisinin tabii lifti yoktur.

Teorem 3.2.

(a,a*) Bertrand egri cifti olsun. a” egrisinin (T) tegetler gostergesi ve (B)

binormaller gostergesi (C) sabit pol egrisinin iki tane kiresel involGtidir.
ispat:

C’(s)=sinj T~ +cosj "B’ , T"(s)=cosqT —sinqB ve
B*(s)=sinqT +cosqB

77



Bertrand EQri Ciftinin Kiiresel Gostergelerinin Geodezik Egrilikleri ve Tabii Liftleri

ifadelerinin tlrevleri sirasiyla

dC* dsc* % ! ke * - HE *
_— = cos] T —sinj "B,
dsc* ds (J )( J J )

dT" ds. :

—_— =(k t N,

& ds (k cosq +t sinq)

dB" ds,. :

_— =(k sing —t cosqg )N

dsB* ds ( ng q)

olur. N ile N lineer bagimli oldugundan

dc* ds.. dT” ds,. <_*, _ >
’ N T"—sinj "B"),(k t N)=0,
<dsc* ds 'ds. ds (J )(COSJ sinj )( cosq +t sing )

dc* ds.. dB* ds,. _
ds.. ds 'ds. ds
<(j *)'(cosj T* —sinj *B*),(ksinq—t cosq)N>:0

olur bu da ispati tamamlar.

Ornek:

a(s)=4%(-coss,—sins,s) ve a’(s)=%(coss,sins,s) helis egrileri
Bertrand egri cifti olarak alindiginda (sekil.1), a™ egrisinin a*(s) noktasindaki
tabii lift egrilerinin denklemleri sirasiyla,
T (s)=4%(-sinss,coss,1)
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N"(s)

B*(s)=4(sinss,—coss,1)

(—coss,-sins,0)

olur. Burada (N*) tabii lifti egrisi geodezik sprayin integral egrisidir. (sekil.2)

Sekil.1Bertrand egri ciftleri birer helis egrisi

T'egetlan Gister g Tabii Lilli (2

Bunwrmaller Gaslerpesimn Tabui Lill [\B_|

Adizomaller Géstergesiniz. Tabi Lt | X' |

Sekil.2 (W) tabii lifti geodezik sprayin integral egrisi
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