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BERTRAND EĞRİ ÇİFTİNİN KÜRESEL GÖSTERGELERİNİN
GEODEZİK EĞRİLİKLERİ VE TABİİ LİFTLERİ

Süleyman ŞENYURT **, Zeynep ÖZGÜNER

Ordu Üniversitesi, Fen Edebiyat Fakültesi ,Matematik Bölümü, Ordu

ÖZET

Bu çalışmada *( , )  Bertrand eğri çifti olarak alındığında * eğrisinin
*( )s noktasındaki  *, *, *T N B Frenet vektörlerinin ve bu vektörlere bağlı *C

birim Darboux vektörünün birim küre yüzeyi üzerinde oluşturdukları
( *), ( *), ( *)T N B küresel gösterge eğrileri ve ( *)C sabit pol eğrisinin yay

uzunlukları, 3E ve 2S ye göre geodezik eğrilikleri hesaplandı. Ayrıca bu küresel
gösterge eğrileri ve sabit pol eğrisinin tabii lift eğrileri geodezik sprayın integral
eğrisi olması için  eğrisinin nasıl bir eğri olduğuna dair sonuçlar verildi.

Anahtar Kelimeler: Bertrand eğri çifti, tabii lift, geodezik spray

THE NATURAL LIFT CURVES AND  GEODESIC CURVATURES
OF THE SPHERICAL INDICATRICES OF THE BERTRAND CURVE

COUPLE

ABSTRACT

In this study, the arclenghts and the geodesic curves of the curvatures,
 *T ,    * , *N B and fixed pole curve,  *C have been obtained according to

3E and 2S when  , *a a is considered to be a Bertrand curve couple. Here

 *T ,    * , *N B are spherical indicatrix curve drawn by  *, *, *T N B Frenet

vectors of *a at point *( )a s and  *C is the fixed pole curve of the

corresponding unit Darboux vector  *C .In addition, what type curve a should
be has been  examined  under the condition that the natural lifts of these curvatures
and  *C is the integral curve of geodesic spray.

Keywords: Bertrand Curve Couple, Neatural Lift, Geodisic Spray

* senyurtsuleyman@hotmail.com



S. Şenyurt, Z.Özgüner

59

1. GİRİŞ
3-Boyutlu Öklid uzayında eğrilerin diferansiyel geometrisi üzerinde birçok
çalışmalar yapılmıştır. Özellikle iki eğrinin karşılıklı noktalarında Frenet çatıları
arasında bağıntılar kurularak, yeni açılımlar yapılmıştır. İnvolüt - Evolüt eğriler,
Bertrand eğri çiftleri veManheim eğrileri birer örnek olarak gösterilebilir.Bir

: I M  eğrisinin : ( )M
P

I TM T P   tabii lift eğrisi  geodezik sprayın

bir integral eğrisi olması için gerek ve yeter şart M üzerinde bir geodezik eğri
olmasıdır, 4,11 . Öklid ve Lorentz uzaylarında İnvolüt eğrilerin küresel gösterge
eğrilerinin tabii liftleri geodezik spray için integral eğrisi olma şartları evolüt
eğrisine bağlı olarak ifade edilmiştir,  1,2,3,8 . Lorentz uzayında Bertrand eğri
çiftleri arasındaki uzaklık ve teğet vektörleri arasındaki açının sabit olduğunu
gösterilmiştir, 7 .  *,  Bertrand veya Manheim eğri çifti olmak üzere, *

eğrisinin küresel göstergelerinin tabii liftleri geodezik sprayın integral eğrisi olma
şartı  eğrisine bağlı olarak ifade edilmiştir, 6,12,13,14 .

2. TEMEL KAVRAMLAR
3: I IR E           1 2 3, ,s s s s    diferensiyellenebilir birim hızlı

bir eğri olsun.

 2.1 : , ( ) ( )I IR s s     

şeklinde tanımlı fonksiyonuna skaler hız fonksiyonu,

 2.2        1 2 3| , ,s

d d dd
ds ds ds

s s
s

d
s

s
  


 

    
 

vektörüne eğrinin hız vektörü , ,a b I olmak üzere

 2.3  
b

a

s t ds  
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reel sayısına da      ilea b  noktaları arasındaki yay uzunluğu

denir.  s  eğrisinin Frenet 3-ayaklısı  , ( ), ( )( )T s s B sN , eğriliği ( )s ve

burulması (torsiyonu)  s olmak üzere Frenet formülleri

 2.4
( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( )

T s s N s
N s s T s s B s

B s s N s


 



  
    
   

dir. Buna bağlı olarak Darboux vektörü

 2.5 W T B  

olur.  ileW B arasındaki açı  ile gösterilirse birim Darboux vektörü

 2.6 sin cosC T B  

şeklinde bulunur. : I M  birim hızlı bir eğri ve M yüzeyi üzerinde
diferensiyellenebilir vektör alanı X olsun.

 2.7      d s X s
ds

 

ise  eğrisine X in bir integral eğrisi denir. M yüzeyinin P noktasındaki tanjant
uzayı  MT p ve bütün tanjant uzayların cümlesi  M

P M

TM T P


  ile gösterilsin.

 2.8 : I TM  ,       ,s s s   

eğrisine : I M  eğrisinin tabii lifti denir, 4 . M yüzeyinin birim normal

vektör alanı N ile gösterilirse X TM  için

 2.9   NXS X D
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dönüşümüne şekil operatörü (weingarten dönüşümü), v TM için

 2.10    , N PX v v S v 

şeklinde tanımlanan X vektör alanına geodezik spray,  16

 2.11   , NX XD Y D Y S X Y 

denklemine de M üzerinde Gauss denklemi denir. Burada D Gauss anlamında
kovaryant türev operatörüdür. : I M  eğrisinin birim teğet vektörü T olmak
üzere

 2.12 0TD T 

ise  eğrisine 3E de bir geodezik eğri ,

 2.13 0TD T 

ise  eğrisine M yüzeyi üzerinde bir geodezik eğri denir.

 2.14 g Tk D T

ifadesine  eğrisinin 3E ’e göre geodezik eğriliği,

 2.15 Tg D T 

İfadesine de  eğrisinin M ’ye göre geodezik eğriliği denir.

 eğrisinin  , ,T N B Frenet vektörlerinin birim küre üzerinde çizdiği

   ,T N ,  B küresel gösterge eğrileri ve C birim Darboux vektörünün birim

küre üzerinde çizdiği  C sabit pol eğrisinin 3E e göre yay uzunlukları ve
geodezik eğrilikleri, sırasıyla,
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 2.16

0

0

0

0

s

T

s

N

s

B

s

C

s ds

s W ds

s ds

s ds












 


 














,

 2.17

2

2

1
cos

1

,
1

sin

1

T

N

B

C

k

k
W

k

W
k









 

         

 


  
      

ve 2S ye göre geodezik eğrilikleri

 2.18

tan

cot

T

N

B

C

W

W

 




 





  

 

 


şeklinde verilir, 9 .

Teorem 2.1.
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: I M  eğrisinin : I TM  tabii lift eğrisi X geodezik sprayın bir integral
eğrisi olması için gerek ve yeter şart M üzerinde bir geodezik eğri olmasıdır, 4 .

Tanım 2.1.
3: I E  ve 3: I E   diferensiyellenebilir iki eğri,  eğrisinin Frenet 3-

ayaklısı  , ( ), ( )( )T s s B sN ve   eğrisinin Frenet 3-ayaklısı

 , ( )( ) , ( )T s sN B s  olsun.  ile   eğrisinin asli normal vektörleri lineer

bağımlı ise *( , )  ikilisine Bertrand eğri çifti denir. Bu eğrilerin Frenet çatıları
arasında

 2.19 *

cos sin

sin cos

T T B
N N
B T B

 

 





  



  

bağıntısı vardır, 10 . Burada  açısı   ileT T  arasındaki açıdır.

Teorem 2.2.
Bertrand eğri çifti arasındaki uzaklık sabittir,  9,10 .

Teorem 2.3.
Bertrand eğri çiftinin karşılıklı noktalarındaki birim teğet vektörleri arasındaki  açı
sabittir, 10 .

Teorem 2.4.

 ,   Bertrand eğri çifti olsun.  eğrisinin eğriliği  , torsiyonu  ise bu
eğrilikler arasında

 2.20 1,   cot    bağıntısı vardır, 9 .

Teorem 2.5.

 *,  Bertrand eğri çifti olsun.  eğrisinin eğrilik ve torsiyonu  ve  , *

eğrisinin eğrilik ve torsiyonu * ve * ile gösterilirse  bu eğrilikler arasında
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 2.21

2
*

2
*

2

sin ,
(1 )

sin

 


 




 

 
 



 


bağıntısı vardır, 10 . Burada  2.20 bağıntısı dikkate alınırsa * eğriliğinin bir
başka ifadesi

 2.22
2

*
2

sin tan 
 

 




olur.

3.BERTRAND EĞRİ ÇİFTİNİN KÜRESEL GÖSTERGELERİNİN
EĞRİLİKLERİ VE TABİİ LİFTLERİ

Teorem 3.1.

 ,   Bertrand eğri çifti ve bu eğrilerin Darboux vektörleri sırasıyla W ve *W
olsun. Bu vektörler arasında

 3.1 * sinW W


   bağıntısı vardır.

İspat:

* vektörünün Darboux vektörü

* * * * *W T B  

şeklinde yazılır. Burada *T , *B , * ve * 'ın yerine  2.19 ,  2.21 ve  2.22
bağıntısından karşılıkları yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa

* sin 1 tanW T B 
 

 
          
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bulunur. Burada B nin yerine  2.5 den karşılığı yazılır ve sonra da

1 cot    

ifadesi dikkate alınırsa

 3.2 * sinW W


 

olur,

Sonuç 3.1.

 ,   Bertrand eğri çiftinin birim Darboux vektörleri sırasıyla C ve C olsun.
Bu vektörler arasında

 3.3 *C C 

bağıntısı vardır.

İspat :

* eğrisinin birim Darboux vektörü C ile gösterilirse
*

*

WC
W

 

dır. Burada W  ın yerine  3.2 den karşılığı yazılırsa

C C  
bulunur.

 T  teğetler göstergesinin yay uzunluğu
T

s  ile gösterilirse  (2.3) bağıntısından

0

S

T

dTs ds
ds



 

olur. *T ın yerine  2.19 ve sonra da  2.16 daki karşılığı yazılırsa
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 3.4 cos sinT BT
s s s   

bulunur. Benzer şekilde  N  aslinormaller göstergesinin yay uzunluğu

 3.5 NN
s s 

ve  B binormaller göstergesinin yay uzunluğu  2.19 ve  2.16 bağıntılarında

 3.6 sin cosT BB
s s s   

olur.

 C sabit pol eğrisinin yay uzunluğu
C

s  ile gösterilirse (2.3)
bağıntısından

0

S

C

dCs ds
ds



 

yazılır. * * * * *sinC T co B   ifadesinin türevi alınır ve
C

s  ifadesinde yerine
yazılırsa

 3.7  *

0

.
s

C
s ds

 
bulunur. Diğer yandan

* *
* *

* *
sin   ve cos

W W
 

   
*

*
*tan 





olur. Burada * ve * ın yerine  2.21 ve  2.22 deki karşılıkları yazılır ve sonra
da türev alınırsa

 3.8    
*

2 2 2

sin cos
1 2 sin

  


   
  
 
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bulunur. Bu ifade  3.7 de yerine yazılırsa

 3.9
 2 2 2

0

sin cos .
1 2 sin

s

C
s ds  

   


 


 
olur.

Sonuç3.2.

 ,   Bertrand eğri çifti olsun.  eğrisinin  , ,T N B   Frenet vektörlerinin

birim küre üzerinde meydana getirdikleri    ,T N  ve  B küresel gösterge

eğrileri ile  C sabit pol eğrisinin 3E e göre yay uzunlukları, sırasıyla,

cos sin ,T BT
s s s   

* ,NN
s s

sin cos ,T BB
s s s   

 2 2 2
0

sin cos .
1 2 sin

s

C
s ds  

   


 


 

 T  teğetler göstergesinin 3E e göre geodezik eğriliği
T

k  ile gösterilirse

 3.10
T

TT T
k D T 




yazılır.    T T
s T s  

 ifadesinin
T

s  ye göre türevi alınırsa,

T
T N 

olur. Bu ifadenin tekrar türev alınır ve gerekli işlemler yapılırsa,

 3.11
cos sinT

T T

T BD T  
   




 



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bulunur. Bu ifade  3.10 da yerine yazılırsa

1
cos cos sin sinT

k
   

 
  

olur.  2.17 bağıntısından da

 3.12
cos sin

T B
T

B T

k kk
k k 





  

bulunur.

 N  asli normaller göstergesinin 3E e göre geodezik eğriliği
N

k  ile gösterilirse

 3.13
N

TN N
k D T 




yazılır.    N N
s N s  

 ifadesinin
N

s  ye göre türevi alınırsa

cos sin
N

T T B    

olur. Tekrar türev alınırsa

 3.14  sin cos
N

N
T N

T B
D T

W
  




 
 

bulunur.  Bu ifade  3.13 de yerine yazılırsa

 3.15
2

1NN
k k

W




 
    

 
olur. Diğer yandan
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sin   ve  cos
W W
 

    tan 



 

Türev alınırsa

 3.16 2W
   


  

olur. Bu değer  3.15 de yerine yazılırsa

 3.17
2

3 1
N

k
W

   


  
   
 
 

elde edilir.

 B binormaller göstergesinin 3E e göre geodezik eğriliği
B

k  ile gösterilirse

 3.18
B

TB B
k D T 




yazılır.    B B
s B s  

 ifadesinin
B

s  ye göre türevi alınırsa

B
T N 

bulunur. Tekrar türev alınırsa

 3.19
sin cosB

T B

T BD T  
   




 




olur. Bu ifade  3.18 da yerine yazılırsa gerekli işlemler yapılır

1
cos sin sin cosB

k
   

 
  
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bulunur.  2.17 bağıntısından

 3.20
sin cos

T B
B

B T

k kk
k k 





  

elde edilir.

 C pol eğrisinin 3E e göre geodezik eğriliği
C

k  ile gösterilirse

 3.21
C

TC C
k D T 




dır.    C C
s C s  

 ifadesinin
C

s  ye göre türevi alınırsa

cos sin
C

T T B 
    

bulunur. Bu  ifadenin tekrar türev alınırsa

 3.22  
 

sin cos
C

T C

W
D T T B N 







   


   



olur. Norm alınırsa

 3.23
 

2

1
C

W
k








 
     
 

bulunur. Burada *W ve  *  'ın yerine sırasıyla  3.2 ve  3.8 dan karşılıkları
yazılırsa
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 3.24
   

 

22 2 2 2 2

22

1 2 sin
1

C
k

     

 


     


elde edilir.

Sonuç 3.3.

 ,   Bertrand eğri çiftinin küresel göstergeleri ile sabit pol eğrisinin 3E e göre
geodezik eğrilikleri arasında aşağıdaki bağıntılar vardır:

,
cos sin

T B
T

B T

k kk
k k 





  

2

3 1,NN
k k

W
   



  
    

 
 

,
sin cos

T B
B

B T

k kk
k k 





  

    
 

22 2 2 2 2

22

1 2 sin
1.

C
k

     

 


  
 



 T  teğetler göstergesinin 2S birim küreye göre geodezik eğriliği
T

  ile
gösterilirse

* T
TT T

D T 

yazılır.  2.11 ve  3.11 bağıntılarından

 3.25

cos sin
cos sin cos sinT

T T
D T T B 

 
       



             
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bulunur. Bu ifade *T
 ifadesinde yerine yazılırsa

 
*

2 2

2 1
cos sinT

 


   


 



olur.  2.17 bağıntısından da

 3.26 *

2

1
cos sin

T B
T

B T

k k
k k


 

 
   

elde edilir.

 N  asli normaller göstergesinin 2S ye göre geodezik eğriliği
N

  ile
gösterilirse

N
TN N

D T  

yazılır.  2.11 ve  3.14 bağıntılarından

 3.27  sin cos
N

T N

T B
D T

W
  



 


bulunur. Bu ifade *N
 da yerine yazılırsa

N W


 




olur.  3.16 bağıntısından

 3.28 3N W
   

 

 


elde edilir.
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 B binormaller  göstergesinin 2S ye göre geodezik eğriliği
B

  ile gösterilirse

B
TB B

D T  

olur.  2.11 ve  3.19 bağıntılarından

 3.29

sin cos
cos sin cos sinB

T B
D T T B 

 
       



             

bulunur. Bu ifade *B
 da yerine yazılırsa

 
 2 2

2

2 sin cos
1

cos sincos sinB

    


      



  



olur. Burada  2.17 bağıntısı dikkate alınırsa

 3.30  2
2 sin cos

1
cos sin cos sin

T B
B

B T

k k
k k

   


     


 
     

bulunur.

 C sabit pol eğrisinin 2S ye göre geodezik eğriliği
C

  ile gösterilirse

C
TC C

D T  

yazılır.  2.11 ve  3.22 bağıntılarından
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 3.31
 

C
T C

W
D T N











bulunur. Bu ifade *C
 da yerine yazılırsa

 
C

W












olur. Burada *W ve  *  ın yerine  3.2 ve  3.8 den karşılıkları yazılırsa

 3.32
 2 2 2

2

1 2 sin
c

W    


 


   


elde edilir.

Sonuç3.4.

 ,   Bertrand eğri çifti olsun. ve   eğrisinin küresel göstergelerinin 3E e

göre geodezik eğrilikleri ile sabit pol eğrisinin 2S ye göre geodezik eğrilikleri
arasında

*

2

1
cos sin

T B
T

B T

k k
k k


 

 
   

3NN W
   

 

 
 

 2
2 sin cos

1
cos sin cos sin

T B
B

B T

k k
k k

   


     


 
     
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 2 2 2

2

1 2 sin
c

W    


 


   


bağıntıları vardır.

 *T tabii lift eğrisi geodezik sprayın bir integral eğrisi ise

** 0
T

T T
D T 

dır. Bu durumda  3.25 bağıntısından

cos 0
cos sin

sin 0
cos sin




   




   

   


  



olur. Bu ifade 0  , 0  ve 0  için sağlanır. Böylece  şu sonuç verilebilir:

Sonuç 3.5.

 ,   Bertrand  eğri çifti için  eğrisi düzlemsel ve Frenet çatıları birbirlerine

denk ise * eğrisinin  *T teğetler göstergesinin  *T tabii lifti  2T S tanjant

demeti üzerinde geodezik sprayın bir integral eğrisidir.

 *N tabii lift eğrisi geodezik sprayın bir integral eğrisi ise

** 0
N

T N
D T 

dır.  3.27 bağıntısından
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sin 0

cos 0,

W

W

 

 

 


 
 


olur. Buradan 0  veya sabit  bulunur. Böylece şu sonuç verilebilir:

Sonuç 3.6.

 ,   Bertrand eğri çifti birer helis ise bu durumda * eğrisinin  *N asli

normaller göstergesinin  *N tabii lifti  2T S tanjant demeti üzerinde geodezik

sprayın bir integral eğrisidir, ( Bak.şekil.1 ve şekil.2 ).

 *B tabii lift eğrisi geodezik sprayın bir integral eğrisi ise

** 0
B

T B
D T 

dır.  3.29 bağıntısından

sin 0
cos sin

cos 0
cos sin




   




   

   


  



olur. Bu ifade hiçbir zaman sağlanmaz. Bu durumda şu sonuç verilebilir:
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Sonuç 3.7.

 ,   Bertrand eğri çifti olsun. * eğrisinin  *B tabii lift eğrisi geodezik

sprayın integral eğrisi olamaz.

 *C eğrisi geodezik sprayın bir integral eğrisi ise

** 0
C

T C
D T 

dır.  3.31 bağıntısından * 0  ve * 0  olur. Bu değerler  2.21 de yerine
yazılırsa

 
2

2

2

sin 0
1

sin 0

 
 


 

 
 


 

olur ki bu da 0  olması demektir. Buradan şu sonuç verilebilir:

Sonuç 3.8. ,

 ,   Bertrand eğri çifti ise sabit pol eğrisinin tabii lifti yoktur.

Teorem 3.2.

 ,   Bertrand eğri çifti olsun. * eğrisinin  T  teğetler göstergesi ve  B

binormaller göstergesi  C sabit pol eğrisinin iki tane küresel involütüdür.

İspat:

  sin cosC s T B       ,   cos sinT s T B    ve

  sin cosB s T B   
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ifadelerinin türevleri sırasıyla

   cos sin ,C

C

dsdC T B
ds ds

  





     

 cos sin ,T

T

dsdT N
ds ds

   






 

 sin cosB

B

dsdB N
ds ds

   






 

olur. N ile N  lineer bağımlı olduğundan

     , cos sin , cos sin 0,C T

C T

ds dsdC dT T B N
ds ds ds ds

      
 

 

 
       

,C B

C B

ds dsdC dB
ds ds ds ds

 

 

 



     cos sin , sin cos 0T B N             

olur bu da ispatı tamamlar.

Örnek:

   1
2 cos , sin ,s s s s    ve    1

2 cos ,sin ,s s s s   helis eğrileri

Bertrand eğri çifti olarak alındığında (şekil.1),   eğrisinin  s  noktasındaki
tabii lift eğrilerinin denklemleri sırasıyla,

   1
2 sins ,cos ,1T s s s  
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   cos , sin ,0N s s s   

   1
2 sins , cos ,1B s s s  

olur. Burada  *N tabii lifti  eğrisi  geodezik sprayın integral eğrisidir. (şekil.2)

Şekil.1Bertrand eğri çiftleri birer helis eğrisi

Şekil.2  *N tabii lifti  geodezik sprayın integral eğrisi
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