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Oz

Bu ¢alismada, 3-boyutlu Finsler manifoldunda iki 6zel egri arasindaki iliski lizerine ¢alistik. 3-boyutlu Finsler
manifoldundaki bir regiiler egri ve bir genel helis arasindaki bir denklem kullanilarak, regiiler egri ve genel helis
mevcut ise, o zaman regiiler egrinin de bir genel helis oldugunu gosterdik. Daha sonra bu 6zel egrilerin her ikisi
i¢in de Bertrand ¢ifti, slant helis olma kosulu verildi. Béylece 3-boyutlu Finsler manifoldunda bu egrilerin bazi
karakterizasyonlarini elde ettik.

Anahtar kelimeler: Finsler Manifold, Genel Helis, Bertrand Ciftleri.

A Study on the General Helix in Finsler Manifold

Abstract

In this study; we worked on the relation between two special curves in 3-dimensional Finsler manifold. By using
an equation between the a regular curve and a general helix in 3-dimensional Finsler manifold, we showed that if
there exist the regular curve and the general helix, then the regular curve also is a general helix. Then, the condition
of being like a slant helix, Bertrand mate for both of them has been given. So, we obtained some characterizations
of these special curves in 3-dimensional Finsler manifold.
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1. Giris

“Finsler geometri” isimlendirmesi P. Finsler’in 1918 yilindaki tezinden gelmektedir. Finsler geometri
teorik matematigin bir alanidir ve Riemann geometrisinin genellestirilmelerinden biri olarak kabul
edilir. Finsler metriginin yardimiyla dagin e§imi, anizotropik ortam ve benzeri gibi baz1 geometrik
modeller elde edilir [1-4].

Egriler teorisi bircok alanda kullanimini gelistirmeye devam etmesi agisindan diferensiyel
geometride hala ilging konulardan biridir ve bugiine kadar bir ¢ok matematik¢i tarafindan
calisilmaktadir. Egriler arasinda yer alan helis, DNA’nin yapisi, karbon nanotiipleri, nanospringler ve
benzeri bir ¢ok uygulamasindan dolayr matematikgilerin yanisira, temel bilimlerin diger alanlarinda
calisna bilim adamlarmnin da dikkatini ¢ekmistir [5-7].

Diferensiyel geometride, genel helisin klasik bir sonucu, 1802 yilinda M. A. Lancret tarafindan
ifade edilip, 1845 yilinda B. de Saint Venant tarafindan kanitlanmistir [8]. Ayrica, genel helis ve Oklid
3-uzayindaki iligkili diizlem egrileri Sy tarafindan ¢alisilmistir [9]. 1zumiya ve Takeuchi [10] diizlemsel
egriden silindirik helis insa edilebilecegini gostermislerdir. Daha sonrasinda, Minkowski 3-uzayinda
genel helis ve iliskili egriler ¢alisilmigtir [11]. 3-boyutlu Finsler manifoldunda da helisler ve Bertrand
egrileri izerine baz1 ¢caligmalar ve karakterizasyonlar mevcuttur [12,13].

Bu caligmada da [9,14] referanslarinda verilen iki egri arasindaki denklem kullanilarak, 3-
boyutlu Finsler manifoldunda iki egri arasindaki genel helis, slant helis, Bertrand cifti olma iliskisi
verilmistir.
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2. Materyal ve Metot

Tamm 2.1. M, m-boyutlu diferensiyellenebilir reel bir manifold ve TM bir tanjant demet olsun. M
manifoldu iizerinde TM tanjant demetinin kanonik projeksiyonu /7 tarafindan gosterilsin. [T(M') = M
ve (M) N M' = @ olacak sekilde TM tanjant demetinin bostan farkli M agik altmanifoldunu gozoniine
alalim. Burada @ sifir kesmedir.

F:M' — (0,0) fonksiyonu bir C? fonksiyon ve F* = F2olsun. M’ agik altmanifoldu iizerinde
{(U",¢"); x',y'} herhangi koordinat sistemi i¢in asagidaki sartlar saglanir:

(F,) Herhangi (x,y) € ¢'(U") ve k > 0 igin, F,

F(xY, o, x™ kyt, . ky™) = kF(xY, ..., x™, yL, ..., y™),

herhangi (y1, ...,y™) terimleri igin birinci dereceden pozitif homojendir.
(F,) (x,y) € ¢'(U") herhangi bir noktasinda

1 9%F .
gij(x,y) = 23y70y7 Gey), ijefl, .. m}

R™ lizerinde pozitif tanimli kuadratik formun bilesenleridir [15].
Boylece, (F;) ve (F,) sartlarini saglayan F™ = (M, M', F) Ggliistine bir Finsler manifold denir ve F, F™
nin bir temel fonksiyonudur.

Tamm 2.2. F™*1 = (M, M’, F) bir Finsler manifold ve F™ = (y,y’, F), F™*! manifoldunun 1-boyutlu
Finsler altmanifoldu olsun. Burada y, M de

x'=x'(s), i€{l,..,m+n}, s€(ab)
olarak verilen s yay parametreli bir C2 egrisidir. y’ lizerindeki koordinatlar1 (s, v) tarafindan gosterilir.
O zaman, y'(s,v) = U%l' i € {0,...,m}olarak elde edilir.

Dahasi, y egrisi iizerinde {% , aa_u} dogal bir ¢at1 alanidir. Burada :—v bir birim Finsler vektor alanidir [15].
Tamm 2.3. F3 = (M, M’, F) bir 3-boyutlu Finsler manifold ve y,

xt = xi(s), (x"*(s),x"%(s),x"*(s)) # (0,0,0) olarak verilen, s yay parametreli, M de C? egrisi olsun.
O zaman,

74 g N

a 5 KV,

3s ov 9

VosN = —k —+ 1B,
3s ov

V3B = -—1N,

elde edilir. Burada, N ve B, sirasiyla, birim normal Finsler vektor ve binormal Finsler vektor alanidir. 3-
boyutlu Finsler manifoldunda, y egrisi i¢in {:—v, N, B} Frenet ¢atiy1 gosterir. Riemann durumda, k ve T,

y egrisinin, sirastyla, egrilik ve torsiyonudur [15].
Tamm 2.4. 3-boyutlu Finsler manifoldunda, y bir egri ve {;—v, N, B}, y egrisi boyunca Frenet ¢atis1 olsun.

Eger, y egrisi boyunca x egriligi ve z torsiyonu birer pozitif sabitler ise, 0 zaman y egrisi Frenet cat1
elemanlarinin yardimiyla bir silindirik helis olarak adlandirilir [12].
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Tamm 2.5. 3-boyutlu Finsler manifoldunda, y bir egri ve {:—v, N, B}, y egrisi boyunca Frenet ¢at1 olsun.

O zaman §= sht. olacak sekilde, y egrisi, 3-boyutlu Finsler manifoldunda Frenet cati elemanlari

yardimiyla bir genel helis olarak adlandirilir. Burada, y egrisi boyunca « bir egrilik ve 7 bir torsiyondur
[12].

Tamm 2.6. F™ Finsler manifoldu {izerinde, y ve y* egrileri regiiler egri, {nf) (s),ni(s), ..., nk (S)} ve
{n(i; (s), nf (s), ..., nt (s)}, sirastyla, bu egriler iizerinde Frenet r-gatilar olsun. nj(s) ve nf,* (s), lineer
bagimsiz oldugunda,y ve y*egrileri, Bertrand egriler olarak adlandilir. y*egrisi y igin bir Bertrand estir
ve (y,v") bir Bertrand ¢ift olarak adlandilir [13].

3. Bulgular ve Tartisma

3-boyutlu Finsler manifoldunda, a*(s) bir regiiler egri ve a(s),
u(s) = cos 9 aa_v +sin6 B 1)

eksenli birim hizli bir genel helis olsun. Burada s yay parametresi ve 6, u ve ;—v arasinda bir agi,

0" s o a9 <
{a—v ,N*,B } ve { Pl N, B}, sirastyla, bu egrilerin Frenet ¢atilaridir.

a” ve a egrilerinin egrilik fonksiyonlari, sirasiyla, k* ve k, torsiyon fonksiyonlari T* ve z dur.
a* ve o egrileri arasmdaki denklem

a* = a(sy) +sinb a(s) + (s — sy) cos O u(s) 2

tarafindan gosterilir. Burada a(sg) Ve s, sirasiyla, keyfi sabit vektér ve noktadir.
(2) denkleminin diferensiyeli alinirsa, o zaman a* egrisinin teget vektorii asagidaki gibi elde edilir:

a* __ sin@+cos?0 @ cos0 sin 6
a_v (S) " V1+cos@+sin20 6_17 (S) t V1+cos6+sin26 B(S‘). (3)
_ar(s)yxari(s) o

B(s) = T oxa Ol oldugundan,

* _ A 0 u
B (S) - \/mav (S) + WB(S) (4)
elde edilir. Burada
u = k(sin@ + cos?0)? + 1(cos 0 sin?6 + cos36 sinH) (5)
ve
A = k(cos 0 sin?6 + cos30 sin B) + t(cos O sin H)? (6)
dir.

(3) ve (4) denklemlerinden, a* egrisinin asli normal vektorii

N* = — A cosf sin @ u sin @+cos?0
B JAZ+uZ Vi+cosO+sin20  \[A2+pu2 V1+cosO+sin20

()

olarak bulunur.
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(8)

c= A cosO sin 6 u sin 8+cos?0
- JAZ+p2 VitcosO+sin26  \[A2+u2 Vi+cosO+sin26

oldugundan, (7) ve (8) denklemlerine gore, N*(s) = |c|N(s) olarak yazilir. Boylece asagidaki teoremler
verilebilir:

Teorem 3.1. 3-boyutlu Finsler manifoldunda, a*(S) bir regiiler egri ve a(s) birim hizli genel bir helis
olsun. Eger a(s) egrisi genel bir helis ise, bu takdirde a*(s) egrisi de bir genel helistir.

Ispat. (1) denklemine gore, (u, aa_u> = cos 6 ve (u, B) = sin 6 esitliklerine ulasilir. Biliyoruz ki, genel

helisin tegeti genel helisin ekseniyle sabit bir ag1 yapar. Ayrica a*(S) egrisinin teget vektorii aa_u , a(s)

egrisinin :—v teget vektoriine ve B binormal Finsler vektoriine baghidir. Dolayisiyla

(u i*> __ cosBsin 0+cos30 cosfsin?6 )
"ov ' T VitcosO+sin20 = i+cosO+sin26

bi¢iminde bulunur.

*

a*(s) egrisinin teget vektoriiniin, aa_u sabit bir vektorle sabit a¢1 yaptigi goriiliir. Boylece 3-boyutlu
Finsler manifoldunda a*(s) egrisi bir genel helistir.

Teorem 3.2. 3-boyutlu Finsler manifoldunda, a*(S) bir regiiler egri ve a(s) birim hizli genel bir helis
olsun. Eger a(s) ve a*(s) egrilerinin asli normalleri arasinda yer alan denklemdeki ¢ sayis1 sabit ise, o
zaman a(s) egrisi bir slant helistir ancak ve ancak a*(S) egrisi bir slant helistir.

Ispat. (7) denkleminden, N*(s) = |c|N(s) esitligine sahibiz. Bu durumda, eger ¢ sabit ise, 0 zaman
n*ve n asli normal vektorleri lineer bagimsizdir.

3-boyutlu Finsler manifoldunda, a(s) egrisi bir slant helis olsun. a(s) egrisinin asli normal vektori olan
N vektorii sabit bir dogruyla sabit ac1 yapar. N*(s) = |¢|N(s) oldugundan, a*(s) egrisinin asli normal
vektorii olan N *vektorii de sabit bir dogruyla sabit bir ac1 yapar. Bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.2 ye gore, asagidaki gibi bir sonuca ulagilir:

Sonug¢ 3.3. k Ve 7 fonksiyonlari sabitse, 3-boyutlu Finsler manifoldunda, a(s) egrisi bir silindirik helistir.
Eger a(s) egrisi bir silindirik helis ise, 0 zaman a(s) egrisi bir slant helistir ancak ve ancak a*(S) egrisi
bir slant helistir.

Teorem 3.4. 3-boyutlu Finsler manifoldunda, a*(s) bir regiiler egri ve a(s) birim hizli genel bir helis
olsun. Eger a(s) ve a*(s) egrilerinin asli normalleri arasinda yeralan denklemdeki ¢ sayis1 sabit ise, o
zaman, a(s) ve a*(s) birer Bertrand estir.

Ispat. N*(s) = |c|N(s) oldugundan, o zaman N* ve N asli normaller lineer bagimsizdir. Burada c bir
sabit sayidir. Dolayisiyla, a(s) ve a*(S) egrileri Bertrand estir.
Teorem 3.4 e gore, asagidaki gibi bir sonuca ulasilir:

Sonug 3.5. ¢ sayisi sabit oldugundan, 0 zaman a(s) egrisi 3-boyutlu Finsler manifoldunda bir silindirik
helistir. Eger a(s) egrisi bir silindirik helis ise, 0 zaman a(s) ve a*(s )egrileri birer Bertrand estir.

Ornek 3.6. 3-boyutlu Finsler manifoldunda F(x,y) = yx? +x2 4+ x2 + bx;,0 < b < 1 Randers
normu olmak iizere orjin merkezli 1 yaricapl silindir denklemi

F _(cosu—b sinu )
=T 1_b2,v
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uzerindeki silindirik helis denklemi

coss —b  sins )

1-b2 "Vi—p2

olarak verilsin [16,17]. Bu helisin iligkili diizlem egrisini bulunuz.

as) = (

Coziim. Oncelikle, 3-boyutlu Finsler manifoldunda silindirik helis igin x ve r degerlerini hesaplayalim.

sins COSS )

1
1= b2 VI-b2’

olarak bulunur.
a(s) egrisi boyunca birim teget vektorii

9 = %(—sins, V1 —b2coss, 1 — bz)

v

a'(s) = (—

seklinde elde edilir. Burada P = \/sinzs + cos?s(1 — b2) + (1 — b2)2 — bsins dir.
a(s) silindik helisinin asli binormal vektorii asagidaki gibi elde edilir:

1
B = E((l — b?)sins, —/ 1 — b2coss, 1)

Burada R = /sin?s(1 —b2)2 + cos2s(1 —b2) +1+ (b —b3)sins dir. Buradan yapilan
3

3
R(1-b2)2 1-b2)2 - R\3
hesaplamalar sonucunda k = (P3 ) ve T = RZ) olarak elde edilir. §= (;) =1 bulunur.

; = tanf oldugundan, 8 = % sonucuna ulasilir.

a(s) silindirik helisinin ekseni u(s) = 0059:—v+sin OB seklinde ifade edilir. Dolayisiyla, a(s)
silindirik helisinin ekseni

211 1
u(s) = g [E (—sins, v 1—b?%coss, 1 — bz) + E((l — b?)sins, —+/1 — b2coss, 1)]

olarak bulunur. O zaman

(coss—b sins )
1-b2 Vi-p2

[ 1
| |
Il+s <%(—sins, v1—b2coss, 1 — bz) + %((1 — b?)sins, —/1 — b2coss, 1))J|

V2
a*(s) = =3
seklinde elde edilen bir egridir. Burada a(s,) = 0 keyfi sabit bir vektér ve s, = 0 bir noktadir.

4. Sonuclar

Bu caligmada, dncelikle, 3-boyutlu Finsler manifoldunda genel helis, silindirik helis ve Bertrand esler
gibi bazi tanimlari verildi. Sonrasinda, iki egri arasindaki ge¢is denklemi kullanilarak 3-boyutlu Finsler
manifoldunda genel helis olma iligkisi elde edildi ve bu egrilerle ilgili baz1 sonuglara ulagild.

Yazarlarin Katkisi

Calismaya tiim yazarlar esit oranda katki sunmustur.
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Cikar Catismas1 Beyam

Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢atismasi bulunmamaktadir.

Arastirma ve Yayin Etigi Beyam

Yapilan ¢aligmada arastirma ve yayin etigine uyulmustur.
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