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Oz

R birimli birlesmeli bir halka olsun ve M bir sag R-modiil olsun. N, M’nin bir alt modiilii olsun. Eger Z>(N)=N
ise, N ye M’nin S-biitiinleyen alt modiilii denir. S-biitiinleyen alt modiiller, tekilsiz modiiller yardimiyla tanimlanan
S-kapali alt modiillerin ikilisi olarak tanimlanmistir. Bu c¢alismada, genel olarak, S-biitiinleyen alt modiiller
yardimiyla tanimlanan S-biitiinleyen kisa tam dizilerin smifi olan S-Biit smifinin bir 6z smif olmadig
gosterilmistir. S-Biit sinifini igeren en kiigiik 6z sinif <S-Biit> belirlenmis ve bu 6z sinifin elemanlarinin yapisi
S-biitiinleyen alt modiiller araciligryla belirlenmistir. <S-Biit> 6z smifinin bilinen baz1 6z smiflar ile ayn1 oldugu
durumdaki halka yapilar1 belirlenmistir. Ayrica, degismeli C-halkas: iizerinde, <S-Biit> 6z smifina gére projektif
olan modiillerin diiz modiil oldugu belirlenmistir.

Anahtar kelimeler: Biitiinleyen altmodiil, Oz smif, Goldie Burulma modiili.

Proper Class Generated by S-Supplement Submodules

Abstract

Let R be associative ring with unity and let M be a right R-module. Let N be a submodule of M. If Z;(N) =N, N
is called S-supplement submodule of M. S-supplement submodules are defined as dual of S-closed submodules,
which are defined by means of nonsingular modules. In this study, in general, it is shown that the class S-Suppl
which is the class of S-supplement short exact sequences defined by the help of S-supplement submodules need
not be a proper class. The smallest proper class <S-Suppl> containing the class S-Suppl is determined and the
structure of the elements of <S-Suppl> is determined by means of S-supplement submodules. The ring structures
where the proper class <S-Suppl> is the same as some known proper classes are determined. In addition, on
commutative C-ring, it is determined that modules which are projective with respect to <S-Suppl> are flat
modules.

Keywords: Supplement submodule, Proper class, Goldie torsion module.

1. Giris

Buchsbaum tarafindan, belirli bir goreceli kohomolojiye tekabiil eden Ext gruplar1 olarak hesaplanan
bir kisa tam modiil dizisi sinifinin hesaplanabildigi kosullar1 aksiyomize etmek i¢in 6z smniflar
tammlanmustir. Biitiinleyen alt modiiller tarafindan belirlenen kisa tam dizilerin siifi Suppl ile kapali
alt modiiller tarafindan belirlenen Compl sinifinin 6z sinif oldugu iyi bilinmektedir (bkz. [1, 20.7]).

Bu makalede ele alinan tiim halkalar birimli halkalardir. Aksi belirtilmedikge, R istege bagli bir
halkay1 belirtir ve tiim modiiller sag tiniter R-modiiller olacaktir. A bir R-modiil olsun. K< A ile, K’nin
A'nin bir alt modiilii oldugu gosterilir. A nin injektif biirimii E (A) ile gosterilir. A* ile Homz (A,Q/Z)
karakter modiiliinii belirtiriz. A bir R-modiil ve K<A olsun. A’min her U= 0 alt modiilii i¢in, UNn K # 0
ise, K’ya A’nin bir biiyiik (essential) alt modiilii denir ve K<e A ile gdosterilir. A ise K’nin genislemesi
(essential extension) olarak adlandirilir. Eger K’'nin A’da 6z (proper) genislemesi yok ise, K alt
modiiline A de kapali denir. A'nin, {m € A: R'nin baz: genis idealleri icin mI = 0 dir}
altkiimesi, A’nin tekil elemanlarinin kiimesidir. A’nin tekil elemanlarinin kiimesi Z(A) ile gosterilir ve
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A’nin tekil alt modiilii (singular submodule) olarak adlandirilir. Tekil alt modiiller burulma guruplarinin
genellemesidir. A modiiliine, Z(A) = 0 ise tekilsiz (nonsingular) denir ve eger Z (A) = A ise tekil denir.
R'nin sag tekil ideali Z,(R) = Z (Rr). A modiiliiniin ikinci tekil (veya Goldie burulma) alt modiilii Z>(A),
Zy(A) Z (A) = Z (Al Z (A)) esitligi ile tanimlanir. Z>(A) = A ise, A modiiliine Goldie burulma modiili
denir.

Tim tekil modiller tarafindan iretilen burulma teorisi, Goldie burulma teorisi olarak
adlandirilir. Burulma sinifi, Goldie burulma modiillerinden ve burulmasiz sinifi ise tekilsiz modiillerden
olusmaktadir. Eger R sag tekilsiz ise, Goldie burulma modiilleri ve tekil modiiller gakisir. Goldie
burulma teorisinin burulma sinifi, homomorfik gériintiiler, dogrudan toplamlar, uzantilari, alt modiilleri
ve injektif biirtimler, burulmasiz smnifi ise alt modiiller, dogrudan ¢arpimlar, uzantilar ve injektif
biiriimler altinda kapalidir. Burulma teorileri ile ilgili daha detayli bilgi i¢in [2,3] e bakiniz.

Kapali alt modiiller ve biitiinleyen alt modiiller, 6zellikle son 20 yilda, halka ve modiil teorisi
ve bagil homolojik cebirde oynadiklart onemli rolleri nedeniyle zengin arastirma konulari
olusturmustur. Genel olarak, biitiinleyen alt modiiller kapali (veya tiimleyen, tamlayan) alt modiillerin
ikilisidir [1]. Biitiinleyen ve tiimleyen alt modiiller ile ilgili olarak detayli bir ¢alisma [4]’te yapilmugtir.

Kapali alt modiiller ile beraber biitiinleyen alt modiillerin birgok genellemesi tanimlanmis ve
incelenmistir [5-9]. S-kapali alt modiiller, kapali alt modiillerin bir genellemesi olarak, tekilsiz modiiller
yardimiyla Goodearl tarafindan tanitilmistir [10]. S-kapali kisa tam dizilerin sinifi S-Compl, Compl 6z
smifinin aksine bir 6z siif degildir. S-Compl smifini igeren en kiigiik 6z simf ve bu 6z smifin
elemanlarinin yapisi [11]’te ¢alisilmistir. S-kapali alt modiiller ayrica [6]’da ¢alisilmigtir.

Bu galismada, S-kapali alt modiillerin bir ikilisi olarak S-Biitiinleyen alt modiiller tanitilmis ve
calisilmistir. Genel olarak S-biitiinleyen alt modiiller yardimiyla tanimlanan S-biitiinleyen kisa tam
dizilerin simifi olan S-Biit bir 6z simf olmadigint gosterdik. S-Biit sinifini igeren en kiigiik 6z sinif <S-
Biit> belirlenmis ve bu 6z smifin elemanlarinin yapisi S-Biitlinleyen altmodiilleri yardimiyla
belirlenmistir. Ayrica bu 6z sinifin, tekilsiz modiiller tarafindan injektif olarak tiretildigini gosterdik.
<S-Biit> 6z siifinin bilinen baz1 6z siniflar ile ayni1 oldugu durumdaki halka yapilar1 belirlenmistir.
Ayrica degismeli C-halkasi iizerinde <S-Biit> 6z smifina gore projektif olan modiillerin diiz modiil
oldugunu gosterik.

2. Oz Simiflar

Bu boliim boyunca, P, modiillerin ve modiil homomorfizmlerinin kisa tam dizilerinin bir smif1 olsun.
E: 0 »A—'B—Y9 C—0 kisa tam dizisi P’ye ait ise, fnin P-monomorfizmi oldugu ve g'min P-
epimorfizmi oldugu soylenir. Her E kisa tam dizisi, izomorfizmaya bagl olarak, bir f monomorfizmasi
ve g epimorfizmasi ile tek tiirlii belirtilir.

Tamm: P smifi, asagidaki kosullar1 yerine getiriyorsa (Buchsbaum anlaminda) 6z siif oldugu sdylenir
(bkz., [1, 12-14]):

P-1) E'nin P'de kisa bir tam dizi olmas1 durumunda, P E'ye izomorfik olan her bir kisa tam diziyi igerir.
P-2) P tiim pargalanan kisa tam dizileri igerir.

P-3) iki P-monomorfizmi (sirastyla P-epimorfizmi) bilesimi, eger bu bilesim tanimliysa, bir P-
monomorfizmidir (sirastyla P-epimorfizmi).

P-4) Eger g ve f monomorfizm ise ve gf bir P-monomorfizmi ise, f bir P-monomorfizmasidir. g ve f
epimorfizmlerse ve gf bir P-epimorfizm ise, g bir P-epimorfizmdir.

Tiim parcalanan kisa tam dizilerinin sinifi Split en kiigiik 6z siniftir ve modiillerin tiim kisa tam
dizilerinin smifi Abs en biiyiik 6z siiftir. Bir diger dnemli 6rnek, tiim piir kisa tam dizilerin Piir 6z
smifidir [12]. Bir E kisa tam dizisine piir denir eger, her sol R-modiil M i¢in, EQM tamdir.

P sinifini igeren tiim uygun siniflarin kesigimi, agik¢ca <P> ile belirtilen 6z siniftir. <P> simifi,
P tarafindan iiretilen 6z simif olarak adlandirilan, P yi igceren en kiigiik 6z siniftir. Bir M modiilii, P
smifindaki her kisa tam diziye gore projektif (sirastyla injektif) ise, M modiilii P-projektif (sirastyla P-
injektif) olarak adlandirilir, yani P deki her E dizisi i¢in Hom(M, E) (sirasiyla Hom( E,M)) tamdir. <P>
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6z smifi ile P siift aynmi projektif (injektif) modiillere sahip olduguna dikkat ediniz (bkz. [4]). Bir M
modiilii ile baslayan (sirasiyla biten) her kisa tam dizisi P 6z siifina ait ise, M modiiliine P-esinjektif
(srastyla P-esprojektif) denir. M modiillerin verilen bir smifi olmak iizere, her MeM'nin k(M)-
esinjektif oldugu en kiigiik 6z simuf k(M) ile gosterilir, ve bu 6z smifa M simfi tarafindan es injektif
olarak tiretilen 6z sinif olarak adlandirilir. M modiillerin verilen bir simfi olmak iizere, her MeM'nin P-
injektif oldugu en biiyiik P 6z smifi, M tarafindan injektif olarak iiretilen 6z sinif olarak adlandirilir.
Verilen bir f: A—B homomorfizmas: ve C modiilii icin, indirgenmis homomorfizmalar Ext®;(1c; f):
Ext?; (C, A) -Ext;® (C,B) ve Ext®y (f; 1c): Ext®; (B, C)— Ext"; (A, C), swrasiyla f- ve f "ile
gosterilecektir. Makale boyunca dizi ile kastedilen, modiil ve modiil homomorfizmalarinin kisa tam
dizisidir. Oz smiflarla ilgili daha fazla bilgi icin [1] ve [12]'ye bakiniz.

3. S-Biitiinleyen Alt Modiiller

Bu boliimde S-kapali alt modillerin bir ikilisi olarak S-biitinleyen alt modiiller tamtilmis ve
caligilmistir.

Tamm. A bir modiil ve K<A olsun. Eger Z>(K)=K ise, K ya A’nin S-biitiinleyen alt modiilii denir. S-
biitiinleyen alt modiiller yardimiyla tammlanan S-biitiinleyen kisa tam dizilerin siifini, S-Biit ile
gostercegiz.

Genel olarak, S-Biit smifi bir 6z sinif degildir.

Ornek.1. M Goldie burulma modiilii olmasim, yani Z»(M)#M olsun. 0 —M— M—0 kisa dizisi
parcalanandir, ve P-2) kosulundan dolay1 her 6z sinifin iginde yer alir. Fakat Z,(M)#M oldugundan, bu
kisa tam dizi S-biitlinleyen tam dizisi degildir. Dolayisiyla, S-Biit bir 6z sinif degildir.

S-Biit sinifi, P-2) kosulu hari¢ biitiin 6z simf kosullarm sagladig1 kolaylikla gosterilebilir.
Asagidaki sonugta, S-Biit sinifimin 6z sinif oldugu halkalar karakterize edilmistir.

Teorem.2. Asagidaki kosullar bir R halkasi i¢in denktir.
1. S-Biit bir 6z siftir.
2. Her sag R-modiil bir Goldie Burulma modiiliidiir.
3. S-Biit=Abs
4. R sag Goldie Burulma halkasidir.

Ispat. (1)—(2) Her sag R-modiil M i¢in, 0 —M— M—0 kisa dizisi parcalanandir. Kabiiliimiizden, bu
dizi S-biitiinleyen dizidir. O zaman M modiiliiniin Goldie burulma modiilii oldugunu bulmus oluruz.
(2)=(3), (3)—=(1) ve (2)—(4) durumlar1 agiktir. (4)—(2) Her sag-R-modiil bir serbest sag-R-modiiliin
epimorfik goriintiisiine izomorftur. Kabiiliimiizden R sag Goldie burulma modiil oldugundan ve Goldie
burulma modiiller direkt toplam altinda kapali olduklarindan, her serbest sag R-modiil Goldie burulma
modiildiir. Goldie burulma modiillerin epimorfik goriintiisiide Goldie burulma oldugundan, her sag R-
modiiliin Goldie burulma oldugu bulunur.

Kepka [14]'da yeni 6z siniflar incelemek igin gerekli olan bir monomorfizm sinifi tizerine belirli
kosullar getirmistir. Bir abel kategorisinde, herhangi bir monomorfizm, bir epimorfizmi ve kisa bir kesin
diziyi olusturdugundan, bu kosullar bu dizilerin yeni 6z siif tiplerinin bulunmasina yol agar. Bu
calisma, genisletilmis S-biitlinleyen alt modiillerini tanimlamak i¢in bizi motive ediyor.

Tamm. A bir modiil ve K<A olsun. Eger S+K=A ve SNK Goldie burulma modiilii olacak sekilde bir
S<A var ise, K ya A’nin genisletilmis S-biitiinleyen alt modiil denir.

S-biitlinleyen alt modiillerin genisletilmis S-biitnleyen alt modiil olduklar1 agiktir. Genisletilmis
S-biitiinleyen kisa tam dizilerin simfin1 S — Biit ile gdsterecegiz. S — Biit smifinin bir 6z sinif oldugu
bilinmektedir, ([14, Theorem 3.1]). S — Biit 6z simifimin S-Biit sinifi tarafindan tretilen en kiiciik 6z
siif oldugunu gosterecegiz.

Teorem.3. <S-Biit>=S — Biit .
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Ispat. <S-Biit> 6z siifi S-Biit smifin1 iceren en kiigiik 6z siiftir. S-Biit € S — Biit oldugundan, <S-
Biit>C S — Biit oldugu kolayca elde edilir. Tersine, E: 0 —A—'B—% C—0 dizisi bir genisletilmis S-
biitiinleyen olsun. Genellemeyi bozmadan, f homomorfizmasinin bir icerme homomorfizmasi oldugu
kabul edilebilir. O zaman S+A=B ve SNA Goldie burulma modiilii olacak sekilde bir S<B vardir.
Asagidaki degismeli diyagrami diigiinelim:

) 0

0——=A/(ANS) - O —10

—1)' (AN S)

A\l
0 ()

a bir Split-epimorfizmasidir. Dolayisiyla, 6z sinif 6zelliklerinden, a bir <S-Biit>-epimorfizmasi dir.
Ayrica, SNA Goldie burulma modiilii oldugundan dolay1, y bir bir <S-Biit>-epimorfizmas1 dir. Oz
smiflarin P-3) ozelliginden, g=ay epimorfizmasinin bir <S-Biit>-epimorfizmasi oldugu bulunur.
Buradan, EE<S-Biit> oldugu elde edilir.

Bir sonraki sonugta S — Biit 6z sinifinin tekilsiz modiiller tarafindan injektif olarak {iretildigini
gosterecegiz.

Teorem.4. E: 0 -A—"B—9 B/A—0 dizisinin genisletilmis S-biitiinleyen dizisi olmasi igin gerek ve
yeter kosul her N tekilsiz modiilii igin Hom(E,N) nin tam olmasidir.

Ispat. (®) E: 0 - A—"B—9 C—0 dizisi genisletilmis S-biitiinleyen dizisi ve N tekilsiz modiil olmak
iizere f:A—N bir homomorfizma olsun. Oz smif 6zelliklerinden, f+(E): 0 -N—' X—* B/A—0 dizisi
genisletilmis S-biitiinleyen dizisidir. Oyleyse, S+N=X ve SNN Goldie burulma modiilii olacak sekilde
bir S<X vardir. Fakat SNN, N’nin alt modiiliidiir ve dolayisiyla tekilsiz modiildiir. Bu yiizden SNN=0
olmak zorundadir. Buradan, SON=X oldugu bulunur. Asagidaki degismeli diagrami diisiinelim:

f<(E) parcalanan kisa dizi oldugundan dolays, t'=1y olacak sekilde 1*: X— N homomorfizmas1 vardir.
Dolayisiyla (1'y)g=f olacak sekilde t*y: B » N homomorfizmas1 bulmus olduk.
(&) Asagidaki diagram diistinelim:
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q
.y ”

f+(E):0 —= A/Z3(A) ——= B/Z»(A) —= B/A ——=0

0 0
Kabiilimiizden, A/Z>(A) tekilsiz oldugundan dolayi, f«(E) parcalanan kisa dizidir. Dolayisiyla
Z(A)SX ve (AIZ2(A)DB (X! Z(A))=B/ Zy(A)olacak sekilde bir XEB vardir. O zaman A+X=B ve

ANX= Zy(A) oldugu kolayca elde edilir. Buradan, E kisa tam dizisinin genisletilmis S-biitiinleyen
oldugu elde edilir.

S — Biit 6z sinifi Goldie burulma modiilerinin sinifi tarafindan esinjektif olarak tiretilmektedir.
Teorem.5. T, Goldie burulma modiillerinin sinifi olsun. k(T) = S — Biit.

ispat. Her Goldie Burulma modili S — But-esinjektif oldugundan dolayi, I_c(T) Cc S — Biit oldugu
aciktir. Tersi i¢in E: 0 —A—"B—? C—0 dizisi genisletilmis S-biitiinleyen dizisi olsun. Oyleyse,
S+A=B ve SNA Goldie burulma modiilii olacak sekilde bir S<B vardir. Teorem 3’{in ispatinda verilen
diagrama gore hareket edersek, SNA Goldie burulma modiilii oldugundan dolayi, y bir k(T)-
epimorfizmasidir. « Split-epimorfizma oldugundan dolayl, a da bir k(T)-epimorfizmasidir. Oz
smiflarin P-3) ézelliginden g=ay bir k(T)-epimorfizmasi oldugu bulunur. O zaman, S — Biit € k(T)
oldugu bulunur.

Her tekil sag R-modiiliin injektif oldugu R halkasina sag SI-halkas1 denir. R bir sag SI-halkasidir
ancak ve ancak R sag tekilsiz halka ve her tekil sag R-modiil yaribasittir [10]. SI halkasinin yeni bir
karakterizasyonunu S — Biit 6z sinifi yardimiyla asagidaki gibi verdik.

Sonug.6. Asagidaki kosullar bir R halkasi i¢in denktir.
1. Her Goldie burulma sag R-modiilii injektiftir.
2. R sag Sl-halkasidir.
3. S—Bit = Split.

ispat. (1)e(2) agiktir. (1)—(3)Teorem 5’ten elde edilir. (3)—(1) T bir Goldie burulma modiilii olsun.
E: 0 >T—'E(T)—? C—0 kisa tam dizisini diisiinelim. T, Goldie burulma modiilii oldugundan dolay,
E dizisi genisletilmis S-biitiinleyen dizisidir. O zaman, kabiiliimiizden, E parcalanandir, ve bu yiizden
T, injektif E(T) modiiliiniin direkt toplam terimine izomorftur. Buradan T’nin injektif oldugu elde edilir.

I, R halkasmin bir sag ideali olsun. Her K sag ideali icin, (1-€)KCI olacak sekilde bir e>=e€ K
var ise, R halkasina I-yarimiikemmel (I-semiperfect) halka denir, [15]. R sag Z»(Rr)-yarimiikemmel
halkadir ancak ve ancak R yarimiikemmel halkadir ve J(R)=Z(Rr) dir, [16, Corollary 37].

Onerme.7. R halkasiin sag Z,(Rr)-yarimiikemmel halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul S — Biit =
Abs olmasidir.

Ispat. ()R nin sag Z,(Rr)-yarmmiikemmel halka oldugunu kabul edelim. O zaman, [16, Theorem
497 dan, her tekilsiz sag R-modiil injektiftir. Teorem 4 araciligiyla S — Biit = Abs oldugu elde edilir.
(<)S — Biit = Abs oldugunu kabul edelim. O zaman, Teorem 4’ten, her tekilsiz sag R-modiiliin injektif
oldugu elde edilir. Buradan [16, Theorem 49] yardimiyla, R nin sag Z>(Rr)-yarimiikemmel halka oldugu
bulunur.
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Ozel olarak Onerme 7’den, R sag Z,(Rr)-yarmmiikemmel halka ise, her S-Biit-projektif modiiliin
projektif oldugu bulunur. Calismamizin son kisminda, degismeli C-halkalar1 {izerinde, her S-Biit-
projektif modiiliin diiz (flat) modiil oldugunu gosterecegiz.

Sifirdan farkli bir M modiiliiniin 0 ve M den bagka alt modiilii yoksa, M ye basit modiil denir.
Onerme.8. Degismeli R halkasi {izerinde her injektif olmayan basit modiil tekildir.

Ispat. U injektif olmayan basit bir modiil olsun. U'nun projektif bir modiil oldugunu varsayalim. O
zaman U™ injektif olur, ¢iinkii U= U* ve bir projektif (diiz) modiiliin karakter modiilii injektiftir. U, [17,
Proposition 5.3.9]’dan, U ™ injektif modiiliiniin saf alt modiiliidiir. Fakat U Saf-injektif modiildiir,
dolayistyla U injektif U™ modiiliiniin dogrudan toplam terimine izomorftur. Buradan U’nin injektif
oldugu elde edilir, ¢eliski. Dolayisiyla, U tekildir.

R halkasinin her biiylik temel sag I ideali i¢cin Soc(R/ I)# 0 ise, yani R/I basit alt modiile sahip
ise, R’nin sag C-halkas1 oldugu soylenir, [1,10.10]. Sol mitkemmel halkalar ve sag yari-artin halkalar1
sag C-halkalarinin iyi bilinen 6rnekleridir. Sag C-halkalarinin iyi bilinen karakterizasonu su sekildedir:
R, her basit S sag R-modiilii i¢in Ext;" (S, M) = 0 iken M'nin injektif oldugunu ima etmesi durumunda
sag C-halkasidir [18, Lemma 4]. Son olarak, degismeli C-halkasi iizerinde, her S-Biit-projektif modiiliin
diiz modiil oldugunu gésterecegiz. S-Biit-projektif modiiller ile S — But-projektif modiillerin aynidir

[4].

Teorem. 9. R, degigmeli C-halkasi olsun. Her S-Biit-projektif modiil diiz modiildiir.

Ispat. M bir S — Biit-projektif modiil olsun. O zaman her T Goldie burulma modiili i¢in, [14, Theorem
3.17°den, Ext;® (M, T) = 0 olur. Ozel olarak, Onerme 8’den, her S basit modiilii i¢in Ext;} (M, S) = 0
olur. Eger R degismeli halka ve E bir injektif es-iireteg(cogenerator) ise, Hom(S, E)= S oldugunu
hatirlatalim. O zaman, her basit S modiilii i¢in, Ext;® (M, Hom(S, Q/Z)) = 0 olur. Standart birinci ve
ikinci esdeger(adjoint) izomorfizm teoremlerinden Ext;® (S, Hom(M, Q/Z)) = Hom(Tor(M,S),Q/Z)=
Ext® (M, Hom(S, Q/Z)) = 0, [19, Teorem 12.75]. R bir C-halkas1 oldugundan, Hom(M, Q/Z) injektif
modiildiir. Dolayistyla, [18, Proposition 3.54] yardimiyla, M diiz modiildiir.
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