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0z

Bu calsmadaAx = b lineer denklem sisteminin ¢6ziimu icin Simetrikers Simetrik Aygim (SSS) metodu
tanitildi. Daha sonra

AXB + CXD + EXTF = M

genellatiriimi s Sylvester transpoz matris denkleminin ¢6zimu btotraullanilarak ortaya konuldu. Son olarak
SSS metodunun performansini resmeden sayisalri@k &erildi.

Anahtar Kelimeler SSS metodu, Genelitirilmi s Sylvester transpoz matris denklemi, Kronecker ganpMatris
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On Solution of Generalized Sylvester Transpose Maitx Equation
Using Symmetric— Skew Symmetric Splitting Method

ABSTRACT

In this study, Symmetric-Skew Symmetric Splittif§SS) method is introduced to solve the systemnefali
equationsAx = b. Then, the solution of

AXB + CXD + EX"F =M

generalized Sylvester transpose matrix equati@st@blished by using this method. Lastly, an exangpgiven
to illustrate the performance of the SSS method.

Keywords SSS method, Generalized Sylvester transpose maimuation, Kronecker product, Matrix norm,
Spectral radius.
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. GIRiS

m ven pozitif tam sayilar olmak Gzer&™™, C™*", R™ ve C", sirasl ileym x n boyutlu reel matrisler,
m X n boyutlu kompleks matrisler, x 1 boyutlu reel vektorler va x 1 boyutlu kompleks vektorler kimelerini
gostermektedirAT ve A* notasyonlari ile herhangi bid € C™ " matrisinin, sirasiyla, transpozu velemik
transpozu gosterilmektedit. ® B ile herhangi ikid, B € C™*™ matrislerinin Kronecker ¢carpimi gosterilmektedir.

Bir A € C™*™ matrisi icin; gger A = A* oluyorsa matrise hermityenger A = —A* oluyorsa matrise ters
hermityen matris denir. Bid € C™™ matrisi igin gger A = AT saslaniyorsad matrisine simetrik matris denir. Bir
simetrikA € R™™ matrisi, ger herx € R™ sifirdan farkli vektoru igie” Ax > 0 kosulunu sgliyorsad matrisine
pozitif tanimlidir denir. BirA € C™™ matrisi icin ger M tersinir iseA = M — N ifadesine,A matrisinin bir
ayrisimi denir.A = M — N ayrsimi kullanilarakMx®**9 = Nx® + b, k = 0,1,2, ..., seklinde iteratif metotlar
kullanilabilir. Béylece,C =1 —M~'A = M~'N matrisi bu yapidaki® icin katsayilar matrisi olup iterasyon
matrisi adini alir. Bid € C™*™ matrisi cok buyik boyutlu ve elemanlarinirggd0’ ise A matrisine biiyiik seyrek
matris denirAy, 15, ..., A, 6zdeerlerine sahip herhangi h#r € C™*™ matrisi icinp(4) = 1r£1ia<)fll/1"| degerine A

matrisinin spektral yaricapi denir.

[l Il: €™ - R fonksiyonu, ger VA, B € C™*" i¢in asagidaki be aksiyomu sgliyorsa matris normu
olarak adlandirilir.

(1) Al = o,
(1a) Eger|||All| = 0 iseA = 0’dr,

(2) ce Cigin, [[[cAll| = |c|llIAlll,
3 A+ Bl < [lAll + B,
@) 1IABIT < Al HBI.

Eger VA, BeC™" icin (4) ozellgi hari¢c diger 6zellikler sglaniyorsa bu durumdd|. ||| fonksiyonu
genellgtirilmis matris normu ya da vektér normu adini alir. Ozkrak bir AeC™™ matrisi icin ||A||, =
1

n 2
(Z |ai]-|2> seklinde taniml norma Frobenius norm deBii: A € R™" matrisi icinK (4) = ||All,. [|1A71]l,

ij=1
ifadesi spektral kil sayisi olarak tanimlanir.

Literattrdeki bircok cagmada
Ax =b (1)

lineer denklem sisteminin ve bu sisteme diiatillebilen Lyapunov denklemleri ya da Sylvestertnsa
denklemlerinin ¢ézumlerini elde etmek icin HSS, BJSMHSS, GMHSS vb. iteratif metotlar kullaniknr
[6rnegin, bakiniz, 1,2,3]. M. Hajarian, genelkgiriimis Sylvester transpoz matris denklem ikilisinin ¢oZiimde
BCR algoritmasi kullanmgiir[4]. Bu makaledg1] makalesinde verilen HSS metodundan esinlenerekt8kn-
Ters Simetrik Ayrgim (SSS) metodunu ortaya koy@cave bu metot ile geneliirilmi s Sylvester transpoz matris
denklemi olan

AXB + CXD + EXTF =M 2)

matris denkleminirk € R™ " ¢d6ziminid vere@z. Buradad, B,C, D, E,F, M € R™" bilinen matrislerdir.
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Il. ONBILGILER

Bu kisimda[1] calsmasinda ortaya konulan HSS iterasyonu tanitilacaliyrica, genellgirilmis
Sylvester transpoz matris denkleminin kroneckerpigar yardimiyla (1) matris denklemjeklinde nasil
yazilabilecgi verilecektir.
HSS iterasyon metodu.

Verilen birx(© baslangig vektori ici{x®}, k = 0,1,2, ---, dizisi

K+t
(al + H)x* %2 = (al — $)x® + b
1
(al + S)x%*D = (al — H)x**2 + b

hesaplamalari ile olgsun. Buglemlerx® aranan ¢oziime yeterince yajiecaya kadar yapilsim burada pozitif
bir sabittir [1]. BuradaH veS matrisleri Teorem 1'deki gibidir.

Bu metodun yakinsaldini gosteren vél]'de verilen teoremsgagidaki gibidir.

Teorem 1.4 € C™"™ bir pozitif tanimh matris olsun. AyricH = %(A +A)veS = %(A — A*) onun hermityen
ve ters hermityen kisimlari vepozitif bir sabit olsun. Bu durumda HSS iterasyomuM («) iterasyon matrisi

M(a) = (al + S) Y(al — H)(al + H) Y (al — 5)

ile verilir. M(a)'nin spektral yaricapy (M («)),

max |a—A
7@ = e |m|
ile sinirhdir. Buradad(H), H matrisinin spektral kiimesidir. Boylet > 0 igin
p(M(@)) <o(a) <1
sglanir. Yani HSS iterasyondix = b matris denklemininc* € C* yegane ¢dzimiine yakingag.
Simdi de genellgtiriimis Sylvester transpoz matris denklemidix = b matris denklemi ile
ili skilendirecggiz. (2) genellgtiriimis Sylvester transpoz matris denklemi ele alinsin. rBatris denklemi
kronecker carpim kullanilarak
(BT®A+ DT ® C+ (FT ® E)P) vec(x) = (vec(M))
seklinde yazilabilir. Béylece,
A=BTQA+DT ®C+ (FT ® E)P ve A € RV *n*,
x :=vec(X) vex € ]R"Z,
b= (vec(M)) veb € R™

olmak Uzere geneleriimis Sylvester transpoz matris denklemix = b biciminde yazilabilir. BuradakP
matrisinin tanimi icin gagidaki lemma gereklidif7].

Lemma 1.X € R™™ herhangi bir matris olsun. Bu durumda

vec(XT) = Pvec(X)
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olup burada& matrisi, n tamsayisi ile belirli, tek tirld tanimh matristikyrica P asagidaki 6zelliklere sahiptir.

i. Herhangin tamsayisi icirP € R™>*"* matrisi

[Eh, El, . ER]
[EZTI EL .. Egn‘
Egl EZZ Egn

bicimine sahiptir. Buradd;;,i,j = 1,2,...,n i¢in (i,j) elemani 1 ve @er elemanlari 0 olan x n boyutlu reel
matristir.

ii. Herhangin tamsayisi icirP bir ortogonal matristir. Yani,
PPT =PTP =1.
Ill. ANA SONUCLAR

Bu kisimdaA matrisinin simetrik — ters simetrik ayrmi kullanilarak olgturulan SSS metodu ortaya
konulacaktir. Bu metodun yakinsaklgosterilip (2) denkleminin ¢6zimi bu metot kullarak verilecektir.

Lemma 24 = M; — N;, i = 1,2, ifadeleri A € R™™ matrisinin iki ayrgimi olsun vex(® € R™ bir verilmis
baslangic vektori olsun. ger {x ¥} iki kademeli iterasyon dizisi

1
Myx®**2 = Nyx® 4 b,
1
Mox®*+D = N,x**2) 4 p,
k =0,1,2,--, ile tanimlanirsa bu durumda,
x®*D = M7IN,M7IN x® + My (I + N,M7Y)b (3)

elde edilir. AyricaM; 1N, M 1N, iterasyon matrisinip(M;*N,M;1N;) dezeri, 1'den kiigiikse bu durumda tiim
x(® € R™ baglangic vektorleri icin{x )} dizisi Ax = b sistemininx* € R™ yegane ¢oziimiine yakinsar.

Ispat.
1
Myx®**2 = Nyx® 4 p (4)
1
Myx®+D = N,x**2) 4 p (5)
olsun. Bu durumd#/, tersinir oldgundan(4) ifadesinden
204 = MTIN,x® 4 Mth 6)
- 1 1 1
olur. (6) ifadesi(5) ifadesinde yerine yazilir v&f, matrisinin tersinir oldgu kullanilirsa
x®+D = MZIN,M7IN, x® + M1+ N,M7 b

elde edilirm
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A = S + R olacaksekilde yazilsin. Burad& simetrik, R ters simetrik matrisled = %(A + AT) veR =
%(A — A7) seklinde belirtilsin.a € R* olmak tzered = (al +S) + (R — al) veyad = (al + R) + (S — al)
yazilabilir. Bu ifadeledx = b matris denkleminde yerine yazilirsa

(al +S)x=(al —R)x+ b (7)
(al +R)x =(al —S)x+ b (8)

elde edilir. Yani (1) denklemi (7) veya (§klinde de yazilabilir. Bu ¢aima boyunca ve R matrisleri yukaridaki
gibi olacaktir. Bu durumda SSS iterasysnyekilde yazilir.

SSS iterasyon metodu.
Verilen birx(©® baslangig vektori igi{x®}, k = 0,1,2, ---, dizisi
1
(al + S)x%**2) = (al —R)x® + b
1
(al + R)x®*D = (aI — )x**2 +p

hesaplamalari ile olgsun. Buglemlerx®) aranan ¢dziime yeterince yaflacaya kadar yapilsim burada pozitif
bir sabittir.

Teorem 2 A € R™™" pozitif tanimh bir matris vex pozitif bir sabit olsun. Ayricas = %(A +AT) ve R =

%(A — AT) onun simetrik ve ters simetrik kisimlari olsun.@urumda SSS iterasyonunli{«) iterasyon matrisi;
M(a) = (al + R) Y(al — S)(al + S) X (al — R)
ile verilir. M (a)'nin spektral yaricapy (M («)),

a—/l,:

()_ max |
T = 0 e ad) la + 2,

ile sinirlidir. Burada (S), S matrisinin spektral kiimesidir. Boyleceg > 0 icin
p(M(a)) <o(a) <1
olur. Yani SSS iterasyondix = b denklem sisteminin* € R™ yegane ¢tziimine yakinsar.
Ispat.Lemma 2’ de verilen (3) ifadesinde
M, =(al +S),M, =(al + R), N, = (al —R), N, = (al — S)
alinirsa SSS metodunun iterasyon matrisi
M(a) = (al + ) Y(al — S)(al + S)™ (al — R)

seklinde bulunur. Buradéx! + S) ve(al + R) yaniM, ve M, tersinir kabul edilmitir. Herhangid ve B matrisleri
icin p(AB) = p(BA) ssitli ginin varligi bilindiginden [6]

p(M(@) = p((al = S)(al +S) *(al —R)(al + R)™Y)
yazilir. Ayrica,

p(M(@)) < [IM(a)ll;
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ssitsizligi bilindiginden,
p(M(@) < (el —S)(al +S)"*(al — R)(al + R)7|,
< lI(al = S)(al + )7 2. lI(ad = R)(al + R)7*I,
yazilabilir. Burada
Q(a) =(al —R)(al +R)*
alinirsa
Q(@). Q" (@) = (al — R)(@l + R)™((al — R)(ad + R)™*)"
= (al — R)(al + R)~*(al — R)~*(al + R)
= (al — R)((al — R)(al + R)) " (al +R)
= (al —R)(a?*I —R*)™Y(al +R)
=(al —R)(al —R) *(al +R) Y(al +R) = |
olur. YaniQ(a)'nin ortogonal matris oldiu gorulir. Boylecd|Q(a)||, = 1 dir. Buradan,
p(M(@)) < ll(@l = S)(al + )7, = o(a)

olur. a bir pozitif sabit vei; > 0,i = 1,2,---,n, oldugundan

o(a) =

A € /1(5)|
p(M(a)) <dla)<1
yazilabilir.

Bu teorem SSS iterasyonunun yakinsama hizinin 2l kisminin spektrumuna gla oldugunu
gosterir.R kisminin spektrumuna, ya, ya d&§, R, A matrislerinin 6zvektorlerine Iigh degildir.

x € R™ vektord i¢in bir vektor norm

Ml = ll(al + R)xl|;
seklinde veX € R™™ igin bir matris norm|||X]||| = |[(al + R)X(al + R)™!||, seklinde verilirse teoremin
ispatindan,

M@l = ll(al = S)(al +S$)" (al = R)(al + R)7|; < o(a)

oldugu gorulur. Buradan da

|”x(k+1) —x

= 0)1)21 ..‘I
elde edilir. Béyleces(a), |||. ||| normu anlaminda SSS iterasyonunun kiiglilme katsayisir Gist sinindirS’nin

maksimum ve minimum 6zderleri biliniyorsas(a) icin en iyia parametresa')(M(a)) veyal||M(a)||| olur. Bu
durum gagidaki sonucta verilngtir.
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Sonug 1.4 € R™" bir pozitif tanimli matrisS = %(A + AT) veR = %(A — AT) sirasiyla onun simetrik ve ters

simetrik Kisimlari ve/,,i, ¥imax Strasiylas’nin en kiigiik ve en buyuk 6zgerleri olsun. Ayricax pozitif bir sabit
olsun. Bu durumda

a+/1|} W/ Ymin- Ymax

a’ = = arg mln {me</1<ymax

ve

\/Vmax \/ymin:\/K(S)_l
\/Vmax‘l'\/ymin \/K(S)'l'l

ola®) =

olur. Buradak (S), S matrisinin spektral kal sayisidir.

| oldugu teoremden biliniyor. Buna gére

J

olur. SSS iterasyonuan(M(a)) yakinsaklik ¢carpanini minimum yapacgekilde bir yaklaik optimala > 0
deseri hesaplamak icip(M (a)) yerines (a) Ust siniri minimize edilir. ger a* bdyle bir minimum nokta ise bu
durumdaa™ — Ymin > 0 Ve Q™ — Yipax < 0 ve

Ispat o(a) = max

AEA(S) a+4;

X—VYmin

a+Ymin

|05_Ymax

)
a+Ymax

o(a) = max {|

* *
X —VYmin _ Ymax—%

@' +Ymin  Ymax+a®

sgzlamak zorundadir. Boylece,

at = \ YminVmax

bulunur.a*'in bu deseri (@) = max{|“ Vinin| 2" Vnax } ifadesinde yerine yazilirsa
a+yminl’ la+vVmax
= Vmin| 12" =7,
o(a*) = max{ . anI = maxI}
a* + Ymin a® + Vmax

\/ymax - \/y‘min
\/ymax + \/y‘min

|V Ymin = \/Vmax }

’ |\/y‘min + \/Vmax

o(a*) = max{

elde edilir ve ispat tamamlarmr.
Tum bu yapilanlara gore artikagidaki sonug verilebilir.

Teorem 3. A4,B,C,D,E,F,M € R™", bilinen matrisler, X € R™" bilinmeyenler matrisi olmak Uzere,
AXB + CXD + EXTF =M

genellatiriimi s Sylvester transpoz matris denklemi
A=BT®A+D"T®C+ (FT Q E)P veA € Rvnn,
x :=vec(X) vex € R,

b= (vec(M)) veb € R
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seklinde duzenleme ilekx = b bigiminde yazilir. Bu durumdea”™ = \/Vmin-Ymax » S = %(A +AT) veR =
%(A — AT olmak tizere

x® D = (al + R)"Y(al — S)(al + S)"H(al — R)x®+(al + R)"*((al — S)(al +S)"* +1)b
ile bulunanx vektori gercek ¢ozum® iken,vec(x™) € R" vektoriine yakinsar.

Bu teoreme gore

AXB+ CXD+EX'F=M

genellatiriimis Sylvester transpoz matris denkleminthe R™" ¢6zUmund bulan algoritmasagidaki gibi
yazilabilir.

Algoritma.

Adim 1.n ve d gir. Buradan, matrislerin boyutu vel, AXB + CXD + EXTF — M matrisinin normu igin
istenen ust sinirdir.

Adim 2.4,B,C,D,E,F,M, X, € R™" gir.k = 0 olsun.
Adim 3. P = [E;] , , matrisini olytur,

Adim 4.A =BT ® A+ D" ® C+ (FT ® E)P matrisini ve b: = vec(M) ve x*) = vec(X,) vektorlerini
olustur,

Adim 5.A matrisinin 8z dgerlerinde negatif veya kompleks eleman varsa ‘Adlihe git.
Adim 6.5 = %(A +AT), R= %(A — AT) olarak hesapla,
AdIM 7.@ = \[Vmin-Ymax Olarak hesapla,
Adim 8.x**1/2) = (aI + $)™(al — R)x® + (al + S)~'b ve
x* D = (al + R) Y (al — $)x**1/2) + (al + R)~'b olarak hesapla,

Adim 9.x**D = yec(X) olacaksekilde X matrisini olwtur,
Adim 10.||AXB + CXD + EXTF — M||, < dise dur, dgilse ‘Adim 8.’ e git.

Simdi bu teoremin etkinfiini gdsteren bir drnek verilecektir.

Ornek.

verilen matrisleri ve
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10 11 10
Xy = (11 6 9 )
10 9 12
secilen matrisi icin
AXB+ CXD+EX"F =M
genellatiriimis Sylvester transpoz matris denklemitire R3*3 ¢cozimi SSS metodu ile 28 adimda

-0,1120 0,2456 —0,1630

( 0,0707 -0,1841 0,1481 )
X =
0,0702 -0,0774 0,0658

olarak elde edilir. BuradpdXB + CXD + EXTF — M|| = 0,0854 olur.
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