SDU FEN EDEBIYAT FAKULTESI
FEN DERGISI (E-DERGI). 2007, 2(2), 228-235

¢CC SEMI-RIEMANN METRIiKLi DOUBLE TANJANT DEMETIN
DIFERENSIYEL GEOMETRISI

ismet AYHAN", A. Ceylan COKEN™

"PA. U Egitim Fakiiltesi, Fen Bilgisi Ogretmenligi A.B.D., Denizli, Tiirkiye
S.D.U. Fen-Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Béliimii, 32260, Isparta, Tiirkiye

e-mail: iayhan@pau.edu.tr, ceylan@fef.sdu.edu.tr
Almis: 10 Mayis 2007, Kabul: 24 Ekim 2007

Ozet: Bu calismada, diferensiyellenebilir bir manifold {izerindeki bir semi-Riemann
metrigin ikinci mertebeden tam yiiseltilmesi ile elde edilen ¢€C nin bir semi-Riemann
metrigi oldugu gosterildi ve bu metrigin Levi-Civita koneksiyonu bilesenler cinsinden
hesaplandi.

Anahtar Kkelimeler: Semi-Riemann metrik, Double tanjant demet, Levi-Civita
koneksiyonu, Lie Parantez operatorii

THE DIFFERENTIAL GEOMETRY OF DOUBLE TANGENT BUNDLE WITH
¢CC SEMI-RIEMANNIAN METRIC

Abstract: In this paper, it is shown that ¢“C, which is obtained in term of the second

order the complete lift of a semi-Riemannian metric on a differentiable manifold, is a
semi-Riemannian metric and it is calculated the connection coefficients of the Levi-
Civita connection of the this metric.
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1. GIRIS

Bir Riemann manifoldunun tanjant demeti tizerindeki metrikler konusundaki ¢aligmalar
1950°’li yilarin sonlarinda bagladi. (YANO & ISHIHARA 1970), M manifoldu
tizerindeki bir Riemann ve semi-Riemann metrigin yiikseltmelerine bagli olarak TM
manifoldu tizerindeki metrikleri tanimladi ve bu metrikler yardimiyla TM manifoldunun
diferensiyel geometrisini inceledi. (OPROIU & PAPAGHIUC 1988), TM f{izerinde,
Yano ve Ishihara’nin tanimladigindan farkli bir non-lineer koneksiyon kullanarak, g¢

semi-Riemann metrikli TM manifoldunun diferensiyel geometrisini inceledi. (ESIN &
CIVELEK 1989), diferensiyellenebilir bir manifold iizerindeki fonksiyon, vektor alani
ve 1-form gibi temel tensor alanlarinin double tanjant demet tizerine tam yiikseltilmisini
elde etti. (AYHAN vd. 2005 ), diferensiyellenebilir bir manifoldun tanjant demeti
tizerinde tanimli fonksiyon vektor alan1 ve 1-formun yatay yikseltilmislerini elde etti.
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(AYHAN 1997) ve (AYHAN 2006), (0,2) tipinden bir tensor alaninin ikinci mertebeden
dikey ve tam yiikseltmelerini inceledi.

Bu calismada, double tanjant demetin uyarlanmig lokal baz vektor alanlarinin Lie
parantez operatorii altindaki degerleri hesaplandi. Daha sonra diferensiyellenebilir bir
manifold iizerindeki bir semi-Riemann metrigin ikinci mertebeden tam yiikseltilmesiyle
elde edilen g nin bir semi-Riemann metrik oldugu gosterildi ve bu metrige bagh

Levi-Civita koneksiyonu bilesenler cinsinden hesaplandi.

Calisma boyunca, tiim diferensiyel geometrik objelerin C* siniftan diferensiyellenebilir
oldugu ve tekrar eden indisler lizerinden toplam alindig1 kabul edilmistir.

2. TTM MANIFOLDU UZERINDEKIi DIFERENSIYEL GEOMETRIK
OBJELER

M n-boyutlu bir semi-Riemann manifold, TM onun tanjant demeti olmak lizere pe M
nin U acik komsulugu iizerindeki haritaya bagli olarak M i¢in bir lokal koordinat
sistemi (x)={x',..,x"} olsun. O zaman ty(Z,)=p esitligini saglayan 7, :TM — M
kanonik izdiisiim olmak iizere z,,"'U)=U' TM deki r,,”'({p}) noktasmm bir acik
komsulugudur. Béylece vz, € U’ noktasi igin,

@ INZ ) = (@ (P X" (). 2, [3' ). Z,[x"]) (D
seklinde tanimli (x,y) doniisimii U’ {izerinde lokal bir harita olup (x',y";1<i<n)
sistemi TM i¢in indirgenmis lokal koordinat sistemidir. Ayrica r;,(4,)=27 esitligini
saglayan t,, :TTM —TM kanonik izdiisiim olmak iizere 7., ' (U')=U", TTM deki
' ({Z}) noktasinin bir agik komsulugudur. Boylece V4, e U” < TTM noktasi igin

(%, 3,2,00(Az) = (x(p), W(£),2(47),1(4z)), (I1<i<n) (2)
olur. (x,y,z,t) doniisiimiiniin lokal koordinat fonksiyonlari
x(p)=x'(p)

W2)=Z,[x'1=y'(2)

2(4;) = Az[xi] = Zi(Az)

W(Ay)=A,[y'1=1'(4;)  (1<i<n)
seklinde tanimli olup (x,y,z,t), U’ ig¢in bir haritadir ve (x',y’,2z",¢';1<i<n) sistemi TTM
i¢in indirgenmis lokal koordinat sistemidir (CIVELEK 1988).

TM nin tanjant demeti TTM, TM {izerinde dikey dagilim olarak adlandirilan
VIM = Cek(r,, ). integrallenebilen altvektdr demetine sahiptir. TM iizerinde bir non-

lineer koneksiyon HTM dagilimi ile tanimli olup VIM nin tamamlayicisidir. Bu
dagilima TM iizerinde yatay dagilim denir.

€)

Boylece

TTM = VIM ® HTM (4)
dir. Bu direkt toplam ayrisimina uyarlanmis TM deki lokal ¢at1 {5,,6,;1<i <n} dir.
Buradaki

H
5i:£ij :izi—Nifi, N/ =yfr,,/ (5)
ox'! &' o oy’
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HTM deki lokal ¢at1 ve
oY o
o) -2 ©)
ox' oy’
VTM deki lokal gatidir. Ayrica {§',dx’;1<i<n} lokal 1-formlarinin sistemi,
&' =dy' + N'jdx’ , N'; =ykl“kji (7)
olmak tizere {5,,0,;1<i<n} catisinin lokal dual ¢atisidir (OPROIU & PAPAGHIUC
1988).

TTM nin tanjant demeti TTTM, TTM iizerinde dikey dagilim olarak adlandirilan
VTTM = Cek(ry,, )« integrallenebilen altvektdr demetine sahiptir. TTM iizerinde bir non-
lineer koneksiyon HTTM dagilimi ile tanimli olup ¥77M nin tamamlayicisidir. Bu
dagilima TTM {izerinde yatay dagilim denir. Boylece

TTTM =VITM & HTTM
dir. (4) esitliginden,

TTTM =VVTM ® HVTM ® VHTM & HHTM (8)
dir. Bu direkt toplam ayrigimina uyarlanmis TTM deki lokal cati
{00,,00,,08,,55;1 <i < n} 9)
dir. Buradaki,
1424
= 0 0
56< = — = 10
’ (ﬁx’ J or' (10)
vvTM deki lokal cati,
VH
Eai:(i,j S (11)
ox' oy’ ot
HvTM deki lokal catr,
HV
= 0 0 i n O
05, =| — =——y/T"— 12
' (6x’j oz' Y o’ (12)

VvTM deki lokal cat1 ve

HH
= ) 0 : B : 0 : : 0
56, :(—j =— T, — -0, — /T, +2/y* 0,1, —r_,./rlkh)}at—h

o' ox' " oy "ot
(13)
HHTM deki lokal ¢atidir.
Ayrica
' =) o = ()" = [ = (M a<i<my (14)

lokal 1-formlarinin sistemi

& =dy' + yklﬁ,g-idxj,

&' =d:’ +szjhidxh, (15)
olmak iizere {06,,00,,05,,85;;1<i <n} catisinin uyarlanms lokal dual ¢atisidir
(AYHAN vd. 2005).

Teorem 2.1 77M manifoldunun lokal baz vektor alanlari ile uyarlanmis lokal dual baz
1-formlar1 arasinda 1<i,j<n igin
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i) &'(00,)=6,
i) 8'(95;)=5;",
iii) &'(60,)=35/,
iv) dx'(55,)=0

olup dual baz 1-formlarin diger tiim lokal baz vektor alanlari izerindeki aldiklar1 deger
sifirdir.

(16)

Ispat: Dogrudan hesaplamalar yardimiyla

. ;i 0 ;. 0 G, o

i) dx'(—) =dy'(—) = dz' (—) = 0 oldugundan,
) x(aﬂ) y(af) z((,%j) g

P S Y i P e N NN VTN T S Sy SN S P o N

dir.

i) (i) de verilenler ve dx’ (%) =0 esitliginden

i3 i, ki) O kp h O '
&' (@) =lay' + Fk/dx’(a R
elde edilir.

iii) (1),(ii) de verilenler ve dx" (%) =0 oldugundan
Z

isa s (i _jr ign) O [
&z (58j)—(dz +2/T ;) dx I;—y Ty pwy =0,
bulunur.
iv) (1),(i1)ve (iii) de verilenlerden

icees (40 @ w0 i h O i h kA h A hy O | o
dx (551)—(dx {ax—j—yjrﬂ ay—h—ZjFﬂ- 6Z_h_{tjrji +Z]y (6jrkl _Fjl' Flk )}at_h _5J

elde edilir.
TTM nin dual baz 1-formlarinin diger lokal baz vektor alanlari {izerindeki degerleri
stfirdir.

Teorem 2.2 M flat semi-Riemann manifoldu ve T ;" Christoffel sembolleri olmak {izere

TTM manifoldu iizerindeki uyarlanmis lokal baz vektor alanlarinin Lie parantez
operatorii altindaki sifirdan farkli degerleri

i) [55i356j] = Fjih 55}1,

ii) [65,,60,1=T;"50,, (17)
ity [86;,00,1=T,"00,
dir.

Ispat: TTM manifoldu iizerinde non-lineer koneksiyon katsayilari
N =y'r,", z/ =21, 1" =1,/ olsun.

i) (12) ve (13) esitliklerinden
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[gé‘i’égi]:[i_]vih ih_Zih ih_ {Tih +ijl(6irlih _riikrklh)}ihai_Nik ik]
I oy & : : a" ol e
k k h
e vt o [ et o
' ot oyt ot oz/ oz
Y . ol
- 4—) vi@,r -rf T+ N ih
oz’ otk ot
w( © i~ k O ! h h ke h ke k) O
=1 (az_h_y Ty &_kj+y (ajrli -0,  +I, ;" -, )Gth

= h
ooy, Rji

M flat semi-Riemann manifoldu oldugu i¢in Riemann egrilik tensorii Rlﬁh sifirdir. Bu
yilizden

[65;,,05;1=T ;"06, olur.

ii) (11) ve (13) esitliklerinden

. = 0 n O n O 0 ¢ O
[56,—,56-]:[——N —=Z, ——{T +z/ (8 Fl ay fr )} —=Z,"—]
T oy oz Ve . a” ol ot
=T,"05,
olur.
iii) (10) ve (13) esitliklerinden
P W 0 , P
1,00 ——N”——Z — 1" +2/y', 1" -T,'T
[ 1= [ Oyh o { Y (0,T kl)}ahaj]
:rﬁ"aah

bulunur. Benzer hesaplamalar yardimiyla diger baz vektdr alanlarmin farkli ikili
gruplarinin Lie parantez operatorii altinda almis olduklar1 degerlerin sifir oldugu
goriilebilir.

3. TTM UZERINDE ¢ SEMI-RIEMANN METRIiGi

Bu béliimde (M,g) flat semi-Riemann manifoldunun double tanjant demeti {lizerinde
elde edilen g nin baz1 sartlar altinda g™ ye esit oldugu gosterildi ve TTM nin

uyarlanmis ¢atisna gore bilesenler cinsinden ifade edildi. Ayrica ¢ nin TTM
lizerinde bir semi-Riemann metrik oldugu gosterildi. Son olarak (TTM, g“) semi-
Riemann manifoldunun V Levi-Civita koneksiyonu bilesenler cinsinden hesaplandi.

Teorem 3.1 g, M de bir semi-Riemann metrik, V ve V sirasiyla M de ve TM de Levi-
Civita koneksiyonlar1 ise g“¢ = g™ dir.

Ispat: M deki (0,2) tipindeki bir g metrik tensdriiniin TM ye yatay yiikseltilmisi

g =g -y(Vg) (18)
olup koneksiyonun metrikle bagdasabilme 6zeliginden
H C
g =g (19)

dir (YANO & ISHIHARA 1970). (19) esitliginden
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g =g (20)
dir. TM deki (0,2) tipindeki ¢ metriginin TTM ye yatay yiikseltilmisi
gHH :gCH :gCC _77(§gc)
olup V nin g€ metrigi ile bagdasabilme 6zeliginden Vg€ =0 dir. Bu nedenle

g™ = g dir.

Teorem 3.2 g, M de bir semi-Riemann metrik, V ve V sirastyla M de ve TM de

Levi-Civita koneksiyonlar1 olmak iizere g nin ikinci mertebeden yatay yiikseltilmisi

¢ nin TTM nin uyarlanmis gatisina gore bilesenler cinsinden ifadesi

o =2l V7 850 2l I en
dir.

Ispat: : M manifoldu iizerinde P® Q tensdr carpiminin yatay yiikseltilmisi

(PeQ)" =P " ®0" +P" ® Q" (22)
ve V, M de Levi-Civita koneksiyonu olmak iizere f fonksiyonun yatay yiikseltilmisi
=0 (23)
dir (YANO & ISHIHARA 1970). (22) esitliginden yararlanarak
(P®Q)HH — P @ QM 4 P @ 0" 4 PV @ 0 4 pHH @ oV (24)
bulunur. (23) den
[M=r=0 (25)
dir.
Ayrica
=0 (26)

dir (AYHAN vd. 2005). (14), (24), (25) ve (26) esitliklerinden
gcc :gHH :Z(gij )VV&,-@]- +2(gij )VV dxistd
elde edilir.

Teorem 3.3 (M,g) semi-Riemann manifoldu ise (TM,g“) semi-Riemann
manifoldudur.

Ispat: TTM C* manifoldu iizerinde vektor alanlarmin ciimlesi y(7TM) ve reel degerli
C” fonksiyonlarin halkast C*(TTM, R) olmak lizere
g% y(TTM)x y(TTM) — C*(TTM , R) (27)

dontisiimii (16) daki esitlikler goz oniine alinirsa

gCC(XVV,YHH)Z gCC(XHH ,YVV) :<g(X,Y))VV

gCC (XVH, YHV) — gCC(XHV, YVH) — (g(X, Y))VV
olup diger vektor alanlar iizerindeki degerleri sifir olacak sekilde tanimlidir.
(TM, ¢““) nin semi-Riemann manifoldu olmasi i¢in g nin asagidaki sartlari

saglamasi gerekir.
i) 2-Lineerlik: VvX,Y,Z e y(M) vektdr alanlarinin ikinci mertebeden ylikseltilmigleri

X,Y,Z e y(TTM) olsun. a,feR igin aX +pY vektdr alanin (8) deki direkt toplam
ayrisimi cinsinden ifadesi

(28)
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aX + BY = (aX + BY)” +(aX + Y)Y + (aX + V)T + (o + pY)HH
olup (28) den
(X + V)7 +(aXx + pY) +

gCC(a)N('i‘ﬁ?,Z):gCC ,ZVV+ZVH+ZHV+ZHH
+ (X + AN+ (ax + pr)™
=ag“(X.2)+ g (V. 2)
2 1. yere gore lineerdir. Benzer islemler yardimiyla 2. yere gore de lineer oldugu
goriilebilir.
ii) Simetriklik : X,Y (8) deki direkt toplam ayrigimi kullanilarak
gCXN=g“ T, X

© metrigi simetriktir.

oldugundan g©
iii) Non-dejenerelik : ¥X e y(TTM)veY =Y"" i¢in
gCC()?’YVV) — gCC(XVV + XVH + XHV + XHH,YVV)
:gCC(XHH,YVV) :<g(X,Y))VV =0

esitliginden v"" =0 elde edilir. Benzer islemler yardimiyla y" )y
alanlar1 i¢in de sifir sonucu elde edilir. Boylece

VX e y(TTM)igin g (X,Y)=0ikenY =0
oldugundan g metrigi non-dejeneredir.

o yHH  yektor

Buna gore (TTM, ¢g“) bir semi-Riemann manifoldudur.

Teorem 3.4 (M,g) flat semi-Riemann manifoldu ve vV, (TTM, g“) semi-Riemann

manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu ise V nin uyarlanmis lokal bazlara gore

bilesenler cinsinden ifadesi
Vo =T, \% . =T..

55 55] i 55k, _ 65] i 00, ,

. .561-—1"1.]. §8k, s aaj_rl.j 88k,

9; 565,
V_ 55;=-1,%G0,
so; 1 Y
olup diger tiim bilesenler sifirdir.
Ispat: 1<i, j,k <n igin
S = = kFe KXo = 2nm4kFa = 3n+k:
V 00 =3, 68y +Tizny ;" 06 + i3 ;" 60y + Tz, 00y,

o0

l
olsun. Kozsul formiiliinden

CC &  2n we o me CC =0 =o . =2 CC we we..me CC =o =
(V. 30,,68,)=35;¢""(30;,56,)+30 ;8" (56;,,85,)+ 55,8 (65;,30 ;) ~

00,

1

2g

CC(we 2n = CClxs e = CC(7e me =
-g (§5l~,[86]~,55h])+g (aaj,[55h,55i])+g (55h,[55i,aaj])

olur. (16), (17), (21) ve (28) esitliklerinden
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CC|(x 3n+k < k k
2g (Fi3n+j aak’55h):aigjh_ajghi+gkirjh +&pLji

0 j&hi
= 3n+k
28 e =0i8 jp 08y =0 j&p;
= ek 1 hk{a }
1—‘z'3n+j _Eg igjh+ajghi_ajghi
= 3n+k k
Fi3n+j " =F,‘j

olur. v 3o
551.

s 00,60, ve0s, ile Kozsul formiilinde isleme sokuldugunda sonug

sifirdir.

Boylece V 0, =1“l.jk56 , oldugu goriilir. V Levi-Civita koneksiyonunun diger
00,

l
bilesenleri de benzer hesaplamalar yardimiyla elde edilebilir.
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