SDU FEN EDEBIYAT FAKULTESI
FEN DERGISI (E-DERGT). 2007, 2(2), 241-252

RiJIT ZEMIN UZERINE OTURMUS ONGERILMELI PLAGIN ZORLANMIS
TITRESIM PROBLEMININ SONLU ELEMAN MODELLENMESI

Mustafa EROZ, Abdullah YILDIZ
Sakarya Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik Boliimii, 54187,
Sakarya, Tirkiye
e-mail: meroz@sakarya.edu.tr, yildiz@sakarya.edu.tr
Alinig: 20 Temmuz 2007, Kabul: 26 Eyliil 2007

Ozet: Rijit yari-diizlem iizerine oturmus ongerilmeli serit plagin zorlanmis titresim
probleminin ii¢ boyutlu dogrusallastirilmis elastodinamik teorisi ¢ercevesinde
matematik formiilasyonu verilmistir. Bu formiilasyona karsilik gelen sinir-deger
probleminin varyasyonel ifadesi olusturulmustur. Bu ifadede yer alan fonksiyonelin
birinci varyasyonunun sifira esitliginden -virtiiel is prensibi esasinda uygun denklem ve
sinir  kosullarinin elde edilmesi ispat edilmistir. Daha sonra bu kosullardan
yararlanilarak serit levhanin kapsadigi bolge sonlu elemanlara boliinerek problemin
sonlu eleman ( SE ) modellemesi yapilmistir.

Anahtar kelimeler. Elastodinamik denklemleri; On gerilme; Harmonik yiik; Zorlanmis
titresim; Sonlu elemanlar yontemi.

Mathematics Subject Classifications (2000): 35A15, 65N30

FINITE ELEMENT FORMULATION OF FORCED VIBRATION PROBLEM
OF A PRESTRETCHED PLATE RESTING ON A RIGID FOUNDATION

Abstract: In the framework of the three-dimensional linearized theory of
elastodynamics mathematical formulation of the forced vibration of a prestretched plate
lay on a rigid half-plane is given. The variational formulation of corresponding
boundary-value problem is constructed. The first variational of the functional in the
variational statement is equated to zero. In the framework of the virtual work principle it
is proved that appropriate equations and boundary conditions are derived. Finally, using
these conditions finite element formulation of the prestretched plate is done.

Key words. Elastodynamics equations; Initial stress; Harmonic load; Forced vibration;
Finite element method.

GIRIS

Ongerilmeli ortamlara ait elastodinamik problemleri temel bilimlerde, miihendislikte ve
uygulamali matematigin bir¢ok alaninda ortaya c¢ikmaktadir. 20. yiizyilin ikinci
yarisindan itibaren baslayan ¢alismalar giiniimiizde de teorik ve deneysel olarak devam
etmektedir. 1986 Oncesi elde edilen sonuglarin analizi (GUZ 1986a, GUZ 1986b) de
yapilmigtir. Daha sonraki arastirmalar (AKBAROV&OZISIK 2003, OZISIK&
AKBAROYV 2003, GUZ 2002) de verilmistir. Bundan sonraki ¢alismalarda dngerilmeler
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altinda ¢ok katmanli ortamlarda dinamik gerilme ifadeleri teorik ve deneysel olarak
gelismektedir (RUDNITSKY &DIKBTARYARUK 2002, MATNIAK 2003).

Bu caligmada yukarida bahsedilen alanlara ait olan ve analitik ¢6ziimii olmayan bir sinir
deger problemi ortaya konulmus ve problemin sayisal c¢oziimlenebilmesi i¢in SE
modellemesi yapilmustir.

PROBLEMIN FORMULASYONU

Problem rijit zemin iizerine oturtulmus ongerilmeli serit plagin zorlanmis titresimine
aittir. Sonlu bolgeye sahip serit plak kartezyen koordinatlarda

B={(x,x,):—a<x,<a,0<x,<h} (1)

bolgesini ve rijit yari-diizlem ise {(x,,x,):—o0<x <o,-0<x,<0} bolgesini
kaplamaktadir. Serit plagin lineer elastik malzemeden yapildigini, homojen ve izotrop
oldugunu kabul edecegiz. Serit plagin zemin iizerine oturtulmadan dnce kenarlarindan
siddeti g olan normal kuvvetlerle gerilmekte oldugunu farz edecegiz. Plagin fist

ylizeyine uygulanan zamana gdre harmonik olan noktasal yik P, §(x,)e'”
formundadir. Burada diizlem sekil degistirme hali incelenmistir.

X,

])0 §(xl)eia)t

X

e
v

a 0 a

Sekil 1. Rijit yari-diizlemin {izerine oturmus sonlu bolgeye sahip plagin geometrisi.

Plak zemin iizerine oturtulduktan sonra ise plagin iist serbest ylizeyine zamana gore
harmonik tekil £, kuvveti etki etmektedir. Bu durumda serit plagin hareket denklemleri
asagidaki gibi yazilir (GUZ 1986a):
00, 0 u, o’ u,
oy = = - =12, =12 2
Py o’ Po 3 J 2)

J

Burada p, plagin dogal haldeki yogunlugunu temsil etmektedir. u, =u, (x,,x,,t) ve
u, =u,(x,,x,,t) fonksiyonlar1 sirasiyla x, ve x, istikametindeki yerdegistirmeleri
gostermektedir. 4 ve u Lame sabitleri olmak iizere ve izotrop sikistirilabilir
malzemeler i¢in o

0 ={0,,05,0,} (3)
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gerilme tansoriinii ve ¢
T
e=1{&,6,,6; “4)

sekil degistirme tansoriinii temsil etmek {lizere asagidaki biinye bagintilar1 verebiliriz:

0, =406, +2ue,, ,0=¢,+¢, ()

(5) denkleminde o;; Kronecker deltasini temsil etmektedir:
0 ,i#]
5 :{ ' (6)

¢ sekil degistirme tansoriiniintin ¢, ; elemanlar

1({Ou, Ou,
& =—| —+—1 (7)
2 ox, Ox

1

ile belirlenir. E elastisite modiilii ve v Poisson orani ile 4 ve g Lame sabitleri

arasinda
E v E

A= , o= =G
(1+v)(1-2v) 2(1+v)

(8)

iligkileri mevcuttur. Simdi siir kosullarini da vererek problemimizi ortaya koyalim: (1)
ile verilen B bolgesinde (2) denklemleri saglanmaktadir. Simdi sinir kosullarini ele
alalim. Yukarida sdylenenlere gore

w| = 0 , Uy = 0
ou ou
(qa_xl"'o-n) =0 > (qa_xz"'o-lz) =0 ()]
1 x=ta 1 x=ta
%, _, =0 , azz‘xz:h =B d5(x)e

siir  kosullar1 saglanmalidir. Uygulanan noktasal yiik zamana goére harmonik
oldugundan biitiin bagimli degiskenler de harmonik olacak ve

bigiminde gdsterilebilecektir. Buradan itibaren i, &, ve &,, yi kullanacak ve e

carpanin diisiirecegiz. Gosterimde kolaylik acisindan “ ~ ” ifadesini goéz ardi ederek
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yazmayacagiz. (5) ve (7) ifadelerini (2) denkleminde kullanarak yerdegistirmeye bagh
lineerlestirilmis hareket denklemlerini

G2ty S0 gy 2 2 (11)
+2u+ + +(A+ =—p, 0’ u
#rd ox,’ ”axj # 0x,0x, Po 1
PPN PP AL S NIL] : (12)
+ +(A+ +(A+ =—p, O U
Hrd ox,’ # ox,’ # 0x,0x, Po ?
bi¢iminde elde ederiz.
SONLU ELEMAN MODELLEMESI
A X, A X
xlzzl , xzzf (13)

koordinat doniisiimiinii yaparak boyutsuz koordinatlara gegelim. Alisilmig sonlu eleman
yontemi geregince (2) denklemlerinde (13) doniisiimiinii yapip denklemin her iki yanini
h* ile garparak

h@an +h8012 azul

oz Hhan T Gpr A (14
1 2 1
oo oo 2
h 8)221 8)?22 4 a&’fcuzz =—p,@’h’u, (15)
1 2 1

ul)%z:O:O , u2i2:0=0
ou ou
(q Al+0-11) =0 , (q A2+O-12) =0 (16)
8xl fH=talh axl X=talh
ol =0 . ow|,  =REMKH)”

bigiminde yazilacaktir. (14)-(15) denklemlerini v, =v, (X, , X,) ve v, =v, (X, , X,) test
fonksiyonlart ile ¢arpip taraf tarafa topladiktan sonra

B={(%,%): —alh<% <alh , 0<% <1} (17)

bolgesi iizerinde integre edelim:
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0 0 0 0
J- J- O:“ O:21v2+h o 0122V2+q6Au2V1+quuz2vz d xd x,
~alh ox, 0x, 0x, ox, ox,
1 palh 2
:—I I P @R (uy, +u,v,) dx,d X,

(18)

(18) denkleminin sol tarafinda integral ici ifadelerde X =(x,,x,, ...,x,)eR" , AcR"

ve n dis birim normal vektor olmak tizere

[ aé’(")q(x) d% = [ p()q(F)cos(i,x, ) d's - j p(H 24D g (19)
X Ox

A k 04 k

kismi integrasyon formiiliinii kullamip tiirev aktararak smir terimlerini ve bolge
integrallerini bir araya toplarsak (18) integrali

I[hallvl cos(7i,X,) + ho,v,cos(ii,X,) + ho,,v, cos(7,X,) + ho,,v, cos(i, X,)
oB

+qa—Lf1v1 cos(7,x,)+ qa—bfzv2 cos(#,x,)]ds
0x, 0x,

_Il J"”h halla_‘jl"‘ho-zla_‘iz"'ho-lza_‘jl"'ho-zz 5112 +‘]a1/jl a‘jl +qaLfZ 6‘? dxdx,
~alh ox, ox, ox, 0x, ~0x 0X, 0x, 0x,

1 palh i A X
:_Io J‘—a/h Po @ " (wy, +u,v,) dx dx,
(20)

bi¢iminde yazilir. (19) esitliginde cos(7,x,), n dis normal birim vektorii ile x, vektorii
arasindaki acinin Kkosiniisiinii  belirtmektedir. (20) denkleminde bolge {tizerindeki
integralleri bir araya toplar ve

o Ou;
I,,=o0,,+0;, S

n

, 0110=q ve i#l,n#ligino, "=0 (21)

rn

ifadesini tanimlarsak, bu denklemi

H_a/h[ T '—po o uy, |d d3,

= j[h o, v, cos(n,x,)+ ho,v,cos(n,x,)+ho,,v,cos(in,x,)+ ho,,v, cos(n,Xx,)
oB

cos(7,x,)]ds

ou
+g—2Lv, cos(7i, X,
0X, xl

(22)
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yapisinda yazabiliriz. Simdi (22) denkleminin sag tarafinda bulunan sinir integralini
inceleyelim: o B smirmi B, U B, U B, U B, biciminde sekil 2 deki gibi par¢alayalim.

Xy
cos(n,x,)=1
32 . n T ( 2)
<« s
cos(n,x)|=—1 cos(n,x,) =1
B, cos (i, ;) = -1 5

—a/h 0 i a/h

Sekil 2. B bolgesinin pargalanisi ve dogrultu kosiniisleri.

(22) denkleminin sag tarafini diizenleyip yazalim:

J.{Cos(ﬁa)el)[hallvl +ho, v, +Q%Vl +qa_’/f2"2 [+cos(n,X,)[hoy,v, +ho,,v,]}ds

oB X Xy
(23)
Budurumda B, ={(X,,%,) : X, =a/h , 0<x,<1} igin
1
[ 1-thowm +hoyw, +q 28 + g2, 1 d 2, (24)
0 ox, X,
B, ={(x,x,): —alh<x <alh, X, =1} i¢in
alh
[1-[hov +hoyyv,]d (25)
—alh
B, =1{(%.,%): % =-alh,0<% <1} icin
1
ou ou -
[Dlhoyw +hoyw, + gy +q—2v,1d %, (26)
0 ox, X
ve B,={ (x,, X, ) : —alh<x,<al/h , x,=0 } igin

alh
[(Dlhoy,y +hoy,v,]d 5 27)

—alh
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integrallerini elde ederiz. (16) siir kosullarin1 g6z Oniine alarak (24)-(27) integrallerini
hesaplayip toplarsak

alh
J. ho—zz‘A V2|A:1d)e1 (28)

—alh X2 = X2

integraline ulasiriz. Boylece (22) denklemini

ov ov ov ov
o | ROyt hoy, —E+ho, —F+ho,,
J-“ ox, ox, ox, ox,
0

Ou, 0v, ou, Ov,
9= 7= T957 =
o0x, 0X, o0x, 0X,

dx dx,

el — Py @I (v, +u,v,)

alh
= '[ hazz‘A v2|A dx,
—alh X,=1 X,=1

(29)

biciminde yazariz. (5) ve (7) gerilme-yer degistirme bagintilar1 (13) donlisimi goz
ontine alindiginda agik olarak

(142 )1 ou, 4 10u,
n STV TR

1 0u
Opy = A———

a2 100
+(A+ —
0%, ST

1(0Ou, OJu,
Op=H_| 75 T35
h\0x, O0X,

(30)

bi¢ciminde olacaktir. Ayrica (29) denkleminin sag tarafi,

=P, 5(h%)e™ 31)

0-22‘

=1

sinir kosulu ve

a‘(a(x))=%a‘(x) (32)

a'(x)
ozelligi kullanilarak
alh
[ B oG 43 (33)

—alh %

biciminde yazilir. (30) ifadelerini (29) esitliginde yerlerine yazip, denklemin sag tarafi
icin (33) ifadesini kullandiktan sonra yerdegistirmeler cinsinden
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8ul 8u2 o, ou, Ou, | Ov,
(A T M Tt
x1 8x2 ox, ox, 0x, | 0x, o
J dx dx,
ot +tu 61:[1 +8Liz a‘jl aul auz aVQ o'’ (v, +uyv,)
ox, 0x |0x, 6x1 8x2 0x,
(34)
alh
I P5(xl)v2‘ a’x1
—alh
denklemine ulasiriz. (36) denkleminin her iki yanini x -ye bolerek
(q A 2)6u1 A Ou, %4_ Ou, (q Ou, | Ov,
Ladh Y7 Ox, uox,|ox, |0x, u O% |Ox o
- dx, dx,
0%, 8x, 8x2 HOX, U ox, | Ox, U (35)
alh
- L s nl,
—alh H

denklemine ulagiriz. (35) varyasyonel denklemi ile a(u,v) bilineer formunu ve I/(v)
lineer formunu elde etmis oluruz.

¢, = | (36)
Lo
enine dalga ( distorsiyon ) hiz1 ve
o=2h (37)
)

boyutsuz frekans ifadesini tanimlayip, J(u):%a(u,u)—l(u) , u=u(u,,u,) toplam

enerji fonksiyoneli

q|| oy 2+ Ou, ’ N 6u1+6u2 2+ A Ou, Ou,
1 alh ox, 0x, 0x, 0x, u Ox, 0%,
J(uy,uy) = j I

2 2
29 +(/1+2JK61;£1J +[8112J :I_Qz(ulz+u22)
H 0%, 0x,

alh
- | —5(x1)u2‘ d3,

~alh =1

dx dx,

(38)

bi¢giminde elde edilir.

Varyasyonel hesaptan bilindigi iizere (CHERKAEV&CHERKAEV 2003), (38) ifadesi
ile verilen J(u) toplam enerji potansiyelinin birinci varyasyonunu sifira esitleyerek
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(11) - (12) lineerlestirilmis hareket denklemlerine ve (16) sinir kosullarina ulasmaliy1z.
Bunun i¢in
oJ(u,,u,)=0 (39)

denklemini kullanacagiz. (39) ifadesinde ou, ve ou, iceren integral i¢i ifadelerin sifira

esitliginden
2 2 2 2 2
—ulpoa)zzi-a u21+i 0°u, N A 5 0 u21+6 u21+ 0°u,
u 0x” uoxox, \u ox,” 0Ox,° 0x0x,
(40)
2 2 2 2 2
i, pyar =L D, O +a%+&_a%_{i+%a%
u O0x;” 0Ox0x, Ox~ wuoOx0x, \u 0x,
denklemlerini,
Ou,
(q§+0'”) =0 ve Tpal oy =0 (41)
1 Xy=%alh
smir kosullarini ve Su, igeren integral i¢i ifadelerin sifira esitliginden
ou, -
(qa_ +0),) =0 ve Onlga = FRo(x) (42)
X X =xalh

stnir  kosullarim1  elde ederiz. (40) denklemlerine ulasirken kullandigimiz (38)
fonksiyonelini olustururken g -ye bolinmis (35) denklemini baz aldigimizi

hatirlayalim. Dolayisiyla toplam enerji fonksiyoneli (34) denklemi ile olusturulursa (2)
lineerlestirilmis hareket denklemlerine ulasiriz.

Ele alinan bolgede saglanan J(u) toplam enerji potansiyeli Rayleigh-Ritz metodu

kullanilarak minimize edilecektir. Bunun ig¢in B bolgesi sonlu adet B, alt bolgesine

ayrilir ve yerdegistirme esaslt sonlu eleman formiilasyonu yapildigindan her sonlu
elemanda aranan fonksiyonlarin sadece yerdegistirmeler oldugu kabul edilir. Buna gore
e. inci sonlu elemanda

M
u' = a,N,(r,s) (43)
k=1
(e) &
u, ) =" bN,(r,s) (44)
k=1

seklinde secilir. Burada M bir sonlu elemandaki diigim noktas1 sayisidir.
[-1, 1]x[-1, 1] birim karesi tizerinde taniml1 N, (r,s) sekil fonksiyonlar:
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Ny(r,s) =P =r)(s*=s)  Ny(r,s) =5 (" +r)(s>=s) Ny(r,s) =507 +r)(s*+5)
N4(r,s):%(r2—r)(sz+s) Ns(r,s):—%(rz—l)(sz—s) Né(r,s)=—%(r2+r)(s2—l)
N, (r,s5) == (r* =1)(s* +5) Ny(r,s)=—2("=r)(s>=1) Ny(r,s)=(>=1)(s’-1)

(45)
N
4 7 3
® 4 L J
8 9 6 _
<@ L A 4

Sekil 3. [-1, 1]x[~1, 1] birim karesi iizerinde bir sonlu eleman i¢in alinan diigiim
noktalarinin siralanisi.

biciminde verilir. (43) ve (44) denklemlerini (38) fonksiyonelinde yerine yazarak
Au=f (46)

formunda Rayleigh-Ritz teknigi lineer cebirsel denklem takimini elde ederiz. Burada 4
katilik matrisi olup e. inci sonlu eleman igin

[All(e):l [Alz(e)]

A = (47)

[Azl(e)] [Azz(e)]

bi¢cimindedir. (47) ifadesinde

(‘f"| ON,, 0N, ON,. ON
[4,9]= ] O [ A 9|00 90 ooy N ds dz,  (48)
0-alh axz ox, H ox,  0Ox

[Alz(”] Jl_a/;[a]v ; ON, +£8Nl.j'8N,{,
0

dx dx 49
ox, Ox, M O0x, axl} hah 49

alh

[AZI(E)]:j' o |:8Nij _aNkl +i, 8Nij ,aNkl
0

dx, dx, (50)
ox, O0x, u Ox O0x,

—alh
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Lar [ON, N ON,, ON
0= T | S “+[i+2j—”.—“—921vuzvk, di di, (51
o-anl 0% Ox H Ox, 0x,

bicimindedir. (48)-(51) denklemlerinde i,j,k,[=1,..., M olmaktadir. (46) denkleminde u
vektorii

u={[q] [5]} (52)

yapisinda olup diiglim noktalarinda x, ve x, istikametindeki yerdegistirmeleri
vermektedir. f vektorii ise

P
f=1 ZONU

i ¥ (53)

biciminde hesaplanir. Daha sonra yerdegistirmeler vasitasiyla gerilmeler
oc=DBu (54)

denklemi ile elde edilir. (54) denklemindeki D matrisi

5 1-v v 0
D= v 1-v 0 (55)
1-2v
0 0 1-2v
ve B matrisi
oN, oN,
o - 0 0
N, dNy
B=| 0 0 " - (56)
oN, Ny 0N, aN,
os e os or e or

3x18
bi¢imindedir.
SONUC

Bu c¢alismada rijit yari-diizlem {izerine oturmus Ongerilmeli serit plagin zorlanmis
titresim probleminin ii¢ boyutlu dogrusallastirilmis elastodinamik teorisi ¢ergcevesinde
matematik formiilasyonu verilmistir. Bu formiilasyona karsilik gelen sinir-deger
probleminin varyasyonel ifadesi olusturulmus ve bu ifadede yer alan fonksiyonelin
birinci varyasyonunun sifira esitliginden -virtiiel is prensibi esasinda uygun denklem ve
sinir  kosullarinin elde edilmesi ispat edilmistir. Daha sonra bu kosullardan
yararlanilarak serit levhanin kapsadigi bolge sonlu elemanlara bdéliinerek problemin
sonlu eleman ( SE ) modellemesi yapilmistir. Elde edilen SE modeli uygun malzeme
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sabitleri girilerek somut 6rnekler i¢in kullanilarak analitik ¢6ziim{i miimkiin olmayan bu
problem i¢in yaklasik ¢oziimlere ulasmaya imkan verecektir (6rnegin, serit plak ile yari-
diizlem arasindaki gerilmelerin hesaplanmasinda).
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