
VERGiLEMENiN MATEMATiKSEL TEORislNE iLi~KiN BAZI 
TEMEL TEOREMLER * 

Qeviren : 
ENRICO BARONE tjg. Gr. Dr. Fazil TEKiN 

1. Vergilemenin kantitatif analiz iile ugra~an ve marjinal fayda teorisin
den hareket eden iktisatC(llar ~imdi analizine ba~layacaglmlz problemle ken
dilerini kar~1 kar~lya bulmu~lardlr. Biz bu problemi en basit terimlere indir-
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o 
H 

~ekil : 1 

(*) AEA Readings in the Economics of Taxation, Vol. IX, pp. 436-444. 
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geyerek, ve matematigin yardlml ile c;:6zumlemeye c;:aIl9acaglz. Q6zum, en 
kolay ve kabul edilebilecek bir y6ntemle ortaya konulacaktlr. 

Primus, -teorinin, hazlanna dU9kun kabul ettigi bir tip-belli bir mal uret
mektedir. Onun bu maldan elde etmi9 oldugu fayda 1 Nolu gekilde AB eg
risi ile g6sterilmi9tir (1). 

$ayet Primus uretiminin tUmunden haz alabilme durumunda bulunu
yorsa -ki bu durum uretim miktannln faydasl ile maliyetin araslndaki farkln 
maksimum oldugu durumdur- onun uretimi U (x) - C (x)'yi maksimize eden 
uretim seviyesidir. Ornegin, u (x) = e (x) ic;:in x'in degeridir. Daha ba9ka 
bir ifade ile uretim, kesi9me noktasl olan I'dir. Bunun anlaml; Primus, mar
jinal faydasl marjinal maliyetine e9it oluncaya dek uretimini surdurecek de
mektir. 

Fakat 9imdi herhangi bir otoritenin araya girerek Primus'un ureUigi ma
lin bir klsmlnl vergi olarak (teslim etmek) zorunda blraktlglnl farzedelim ve 
yine ilk olarak farzedelim ki uretimin bu klsml (mesela, buna a diyebiliriz) 
x uretim miktanna bagll olmasln ve ikinci olarak a, x'in belli bir oranma e9it 
olsun (mesela, t < 1 oldugu durumda, tx olsun). Vine farzedelim ki Primus, 
kendisine yuklenmi9 olan bu vergiyi ba9kalanna yansltmak olanagml bula-

(1) Surada marjinal fayda teorisinin matematiksel uygulamasma yabanci olacak
lar icin bir aClklama gerekehilir. AS fayda egrisi 9u gekilde tarif edilir: Egri 
iizerindeki her nokta tekabiil ettigi iiretim hacmindeki marjinal faydaya e9ittir. 
Her iki eksenin arasmda kalan alan, yani ordinat ile egrinin arasmdaki alan, 
toplum faydaYI vermektedir. Meselo, MH; OH iiretim miktannda elde edilecek 
nihai faydaYI ifade etmekte ve AMHO'nm kapladlgl alan ise bu iiretim sevi
yesinde saglanan toplam faydaYI belirlemektedir. 
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Maliyet egrisi de benzer gekilde aClklanabilir. Maliyet egrisi iizerindeki 
her nokta 0 iiretim seviyesindeki marjinal maliyeti yansltmaktadlr. Iki eksen 
arasmda kalan alan topiam maliyeti vermektedlr. Meselo, mH, Oh iiretim 
miktanndaki marjinal maliyeti ifade etmekte ve aym iiretim sevlyesindeki 
toplam maliyet ise CmHO'nun kapiadlgl alan olmaktadlr. 

AS ve CD egrilerinin ordination U (x) ve C (x) fonksiyonlan ile gosterile
cek olursa, u (x) ve c (x) bu fonksiyonlann tiirevieri olacaktlr. Zira bunlar 
fayda miktanndaki (yo do maliyetteki) artl91ann tiiketim miktarlanndaki artl9-
lara oramnm bilhassa bu artl9 slflra yakla9tlgl zamanki Iimitini belirlemek
mektedir. 

Sunu 9u !?ekilde de ifade etmek mumkiindiir: $ayet tiiketimdeki (ya do 
uretimdeki) artl!? cok az miktarda olursa, bu artl9m tekabul ettigi fayda artl!?1 
(ya da maliyet artl!?l) yuksekligi, alan ve taban arasmsaki oram aym olan 
kucuk bir dikdortgene benzetilebilir. 



masm, yani klsacasl vergi kendi uzerinde yerle~mi~ olsun. Bizim burada 90-
zumleyecegimiz problem ~u olacaktlr: Boyle bir durumda Primus nasll bir 
davranl~ta bulunacaktlr? Vine onceki uretim seviyesinde mi kalacaktlr, yok
sa eskisinden daha fazla, ya da daha az ml uretim yapacaktlr? 

Bu sorunun cevabl a~agldaki teoremlerde verilmi~tir. Bu teoremlerin 
yararll olduklannr sanryor ve bunlarda yeni geli~meler saglanabilecegine 
inanlyorum. 

2. Once farzedelim ki mukellefiyet miktan a, uretim miktanndan baglm
slzdlr. Ornegin, toplu bir vergidir. 

$imdi artlk Primus'un uretim miktan U (x) - C (x) farkmm maksimum 
oldugu durum tarafmdan saptanmayacak fakat U (x-a) - C (x) farkmm mak
simum oldugu durumca saptanacaktlr. Bu durumu dogrulayan x'in degeri, 
u (x-a) = c (x) denklemindeki degeridir. 

A 

c 
o 

Bu nedenle: 

D 

$ekil : 2 

Teorem I. Oretim miktanndan baglmslz bir vergi konulacak olursa, Pri
mus uretim miktannr, uretimin marjinal maliyeti ti.iketimin marjinal faydasma 
e~it olacak bi9imde duzenleyecektir. 2 Nolu ~ekilde gorulecegi gibi yeni 
uretim noktasl ya da uretimin durdurulacagl nokta, A 1 B 1 maliyet egrisinin 
CD'yi kestigi j1 noktasldlr. Bu nokta u - u (x-a) denklemi ile tanrmlanan 
egri uzerinde yer almakta ve AB egrisinin sagmda ve ona a uzakllgmda bu
lunmaktadlf. Devam edelim; 
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Teorem II. Vergi uretim miktanndan baglmslz oldugu takdirde Primus 

ti.iketimini klsaeak ve uretimini arttlraeaktlr. Vergi miktan arttlkc;:a bu egilim 

de guc;:leneeektir. 

Bu iki teoremin geometrik bir dogrulamaslnl da verebiliriz. $6yle ki: 

Primus OP 1 den daha fazla uretimde bulunaeak olursa bundan bir ka

zanel olmayaeaktlr. $ayet uretimde bulursa, bu taktirde ilave uretim nede
niyle ortaya C;:lkaeak olan maliyet farklnl kan;;llamasl gerekeeektir. 

$ayet Primus OP 1 den daha az uretimde bulunaeak olursa, uretim hae

mindeki daralma ile ugramlan fayda kaybl maliyetlerde saglanan tasarruf
lardan daha fazla olaeaktlr. Bu nedenle a buyudugu oranda 11 kesit?me nok

tasl daha yuksekte meydana geleeektir. 

3. $imdi daha karmat?lk bir durum dUt?unelim, diyelimki vergi tx'e et?it
tir; t, t < I durumunda uretimin (x), bir kesir iolsun. Bu durumda Primus 

x uretim miktanm U (x-tx) - C (x) farklnl maksimize ederek saptayaeaktlr. 
Bu durumu dogrulayan x'in degeri t?u d&nklemle verilmit?tir: 

(I-t) u (x-tx) = e (x) 

Bu nedenle: 

Teorem III. $ayet konulan vergi uretim ile dogru orantlil ise Primus ure
timini, marjinal maliyetin net bir degere indirgenmit? marjinal faydaya et?it 
oldugu noktaya kadar surdureeektir. 

4. III Nolu teoremin geometrik aC;:lklamasl at?aglda g6sterilmit?tir: 

A 
o 

~--B 

c 

o 
Q T P S 

$ekil : 3 
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3 Nolu $6kilde uretim miktannl OP, tLiketime elveri$1i miktan OQ kabul 

edelim, dolaYlsiyle ilkinin marjinal maliyeti alan PM, ikincinin net bir degere 
indirgenmi$ marpinal faydasl alan RQ'ya e$ittir. Burada PQ = t. OP ve 

NR = t. NQ e9itliklerine sahip bulunuyoruz. 

Yukandaki $ekilden de kolayca anla9i1acagl gibi OP uretim miktann

dan daha Qok ya da daha az uretimde bulunmak Primus'a bir Qlkar sagla
mayacaktlr. $ayet Primus, PS kadar ek bir uretimde bulunacak olursa -ki 
bunun maliyeti gekildeki tarall alan alan kadar olacaktlr- tuketim iQin elve

ri91i uretim miktanndaki artl$ QT = PS olmayacak fakat QT (1-1) olacaktlr. 
Zira yeni uretilen miktar her birim t iQin aynl miktar vergiye tabi olacaktlr. 
$imdi, tGketime elver$ili uretimi nmiktanndaki artl9tan saglanan fayda artl
$ml gosteren tarall kUQul< dikdortgen RVTQ dikdortgenine e9ittir. Fakat bu 
maliyetteki artl9tan daha azdlr bu nedenle OP den daha fazla uretimde bu

lunmak Primus'a bir yarar saglamayacaktlr. AYni $ekilde OP den daha az 
uretimde bulunmanm da Primus'a bir yaran olmayacaktlr. 

5. Bu durumda artlk uretim miktan, maliyet egrisinin fayda egrisini kes
tigi nokta, (y = u (x), tarafmdan saptanmakta fakat net egri y = (1-1) u (x-tx), 

tarafmdan belirlenmektedir. Net egri, fayda egrisinin tLirevi almarak elde edi
lebilir, ve uretim miktan arttlkQa azalan bir egilim gosterir (2). Verginin kon
masl sonucunda Primus'un uretim miktannl arttlracagl ml yoksa azaltacagl 
ml sorusunu cevaplandlrabilmek iQin ordinatlan (I-t) u (x-tx) alan butLin net 
egriyi Qizmeye gerek yoktur; bunun iQin net egri uzerinde bulunan ve I ke

si9me noktasma tekabul eden noktanm (Bkz. $ekil 4) fayda ve maliyet eg
rilerinin kesi$me noktasl alan I'in ustLinde veya altmda oldugunu saptamak 
yeterlidir. $ayet ustLinde bulunuyorsa Primus uretimini arttlracak ve eger 
altmda ise azaltacaktlr. 

Net fayda egrisi uzerinde bulunan ve I'ye tekabul eden T noktasl $U $e
kilde saptanlr. PQ = t. OP degerini alarak R'yi saptaym ve RS = t. RQ e9it
ligini olQun. Daha sonra ST paralelini Qizin. 

(2) Bu husus daha basit olarak. turev olmakslzm da aClklanabilir. $oyleki: u (x) 
azallrken x /deki bir artl!? miktarda da (I-t) u (x-tx) azalmaya yol acar. 
Farzedelim ki once y = u (x) egrisinden y = u (x-tx)'i elde ettik. Bu iki egri oy
Ie olacaktlr ki aynl ordinatta ikincisinin absisi daima birincisinin absisinden 
yuksekte bulunacaktlr ve her iki absis arasmdaki fork ordinat yukseldikce 
daha da artacaktlr. Bu nedenle u (x-tx) x'deki artl!?la birlikte azalmakta va 
sonucta (I-t) u (x-tx) icin de aynl durum gecerii olmaktadlr. 
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c 
o 

Q p 

$ekil : 4 

PO RV 

-- : -- oranml e harfiyle gosterelim. Bu oran fayda egrisinin I nok-
OP IP 

tasmdaki eh~stikiyetidir ve Marshall'm talep egrisinin analizinde kullandlgl 
terimin aymdlr. Bu noktadaki elastikiyetin tekabul ettigi miktan, nihai fay
dadaki artll? yuzdesi ile c;:arptlglmlzda bize uretim miktanndaki artll? yuzde
sini verecek olan, degerdir (3). 

Bu nedenle: 

TP = (I-t) RO = (I-t) (RV + IP); 

e$itligini kuruyoruz. 

PO PV RV 

e --:-- = 
OP IP IP 

verildigine gore 

RV = -IP 
e 

(3) Marshall'm, talep egrisi analizinde elostikiyet, fiyattaki nisbi degllilme lie car
plldlgmda tiiketim miktanndaki nrsbi degililmeyl veren miktar olarak tanrm
lanmaktadlr. 
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e!?itligini elde ediyoruz ve buradan da 

(I-t) (e + t) 

TP -----IP 
e 

e!?itligine ula!?lyoruz. 

Yukandaki formulden kolayllkla anla!?llacagl gibi formulun katsaYlsl 

I (-t) (e + t) 

------, I'den farkll bir deger olup, I-t nin e'den (fayda egrisinin I nok-

e 
tasmdaki elastikiyeti) az veya e;:ok olmasma bagll bulunmaktadlr (4). 

Bu nedenle: 

Teorem IV. $ayet vergi, duz oranll ise, yani uretim miktan ile orantlll 
olarak artlyor ya da azallyorsa, Primus uretimini, uretimden vergi olarak all

nan kesrin, (I-t), fayda ile maliyet egrilerinin kesil?mil? oldugu noktadaki elas

tikiyetten az \'eya e;:ok olmasma gore, duzenleyecektir. 

6. Bu teoremden, fayda ve maliyet egrilerinin bie;:imlerindeki degil?me

lere ilil?kin hipotezlere gore degi!?en teoremler e;:lkanlabilir. 

Ben burada, fayda egrisinin x eksenine ie;: bukey oldugu hipotezine da
yanan bir ornek sunmak istiyorum. Egrinin x eksenine dll? bukey oldugu ya

da klsmen ie;: bukey, klsmen dll? bukey oldugu hipotezlerine gore uygulana
bilirligi olan teoremler ortaya konabilir. 

Egri ister ie;: bukey, ister dll? bukey veya ie;: bukeyden dll? bukeye gee;:il? 
noktalan olan bir egri olsun, degi!?meyen husus l?udur: Herhangi bir nok

tadaki elastikiyet kotanjant ve absis arasmdaki orana e!?ittir. 5 Nolu l?ekilde 
M ve N nin, MN'nin M'nin tanjantl olarak bie;:imde birbirine yakm oldugunu 

kabul edecek olursak; 

NR MP 

= 
RM PT 

(4) I-t> e den (H) (e + ) > e degerine gecmek icin e!?itsizligin her iki taraflnl 
«t» iie carplyor ve onlara «e» ilave ediyor, denklemin ikinei tarafrndaki terim
lerini e haric degi!?tiriyor ve denklemin solunda da (I-t) carpanrnr kullanr
yoruz. 
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bu nedenle 

RM.MP 
PT = 

NR 

ve buradan 

PT RM.MP RM NR 

= = --:--
OP OP.NR OP MP 

elde ederiz. 

o Q P T 

~ekil : 5 

7. $imdi farzedelim ki AB egrisi x eksenine ic;: bukeydir (Bkz. $ekil 6). 
Kolaylikla gorulebilecegi ic;:in elastikiyet, PI noktasmda sonsuz denecek ka
dar buyuk, B noktasmda slflr olup, Aile B noktasl arasmda ise devamli ola
rak azalan bir egilim gostermektedir. M noktasl A'dan uzakla$tlkc;:a kotanjant 
PT kuc;:ulmekte ve absis OP, buyumekte oldugundan elastikiyet azalmaktadlr. 

$ekilde kotanjantm absise e$it oldugu C noktasl vardlr ve bu noktada 
elastikiyet I'e e$ittir. Bu C noktasma «COURNOT noktasl» diyecegiz (5). 

(5) Elostikiyetin I oldugu C noktasl, absisle ordinatm carplmmm xu (x) maksi
mum oldugu noktadlr. Cunku bu noktada u (x) + xu'(x) = 0 denklemini elde 
ediyoruz. l;)ayet AS talep egrisi olacak olursa C noktasl, tekelin matematik
sel teorisindeki noktanm aym oluyor ki biliyorsunuz bunu en mukemmel bl
cimde ortaya koyan Cournot olmu$tur. 
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s. $ayet maliyet egrisi fayda egrisini ($ekil 6'da oldugu gibi) Cournot 
noktasmm solunda kesecek oluJ'sa, I noktasmdaki elastikiyet daima I'den 
buyuk olacaktlr. Bu nedenle her birim (I-t) ic;:in tOketime elveri!?1i miktar, 
egrinin I noktasmdaki elastikiyetinden daha az olacaktlr. Sonuc;: olarak IV 
Nolu teorem uyannca, uretim miktan ile duz oranli bir vergi kondugunda, 
Primus uretimini azaltacak; vergi oram yukseldikc;:e uretimdeki azalma da 
o nisbette fazla olacaktlr. 

A 

o p p B T 

$ekil : 6 

Farzedelim ki $ekil 6'da goruldugu gibi maliyet egrisi fayda egnsml 
Cournot noktasmm sagmda II noktasmda kessin. Pek tabii boyle bir du
rumda sonuc;: farkll olacaktlr. 11 noktasmda elastikiyet I'den azdlr, diyelim 
I-h'dir. Her birim ic;:in vergiyi slflr kabul edersek yani t = 0 oldugunda Pri
mus'un uretimi OP 1 miktannda olacaktlr. $ayet mali yukumluluk (vergi), 
tOketime elveri!?li her birimin egrinin I noktasmdaki elastikiyetini a!?acak 
derecede az olmasl halinde vergi, uretimi arttlracakltr. Fakat birim vergi 
h'i gec;:erse, tOketimi elveri!?1i miktar I noktasmdaki elastikiyetten az olacak 
ve bu nedenle uretim azalacaktlr. 

Bundan dolaYI: 

Teorem V. Verginin uretim miktan ile duz oranli olmasl ve maliyet egri
sinin fayda egrisini Cournot noktasmm solunda kesmesi halinde vergi Pri
mus'un uretimini azaltmasma yolac;:ar, ve vergi arttlkc;:a uretimdeki azalma 
o olc;:ude buyuk olur. Kesi!?me noktasl Cournot noktasmm sagmda bulunur-
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sa, uretimin her birimine isabet eden tuketime elveri~li klslm, fayda 
egrisinin maliyet egrisini kestigi noktanm elastikiyetinin ustLinde kaldlgl su
rece, vergi, uretimin artmasma yolac;acaktlr. Tuketime elveri~1i birim miktar 
soz konusunu elastikiyetin altma du~erse, uretim de azalacakhf. 
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