
MAMUL PAKETLERiNiN DONU!}LERiNE MARKOV
ZiNCiRi YAKLA!}IMI

Og. Gr. Dr. imdat KARA

Pazarlamada tiiketim mallan ic;:in kullamlan paketlerin (koyaeak-ambalaj)
6nemi gun gec;:tikc;:e artmaktadlr. BaZI tiiketim mallan ic;:in kullamlan kutu ve ben
zen ambalajlarm maliyeti, ta~ldlgl maIm maliyetine oranla oldukc;:a yuksek ola
bilmektedir. Bu tiir mallarm pazarlanmasmda, maliyet artl~mdan kac;:mmak ic;:in.
maIm satr~mda paket(ambalaj) kar~lhgl deposit y6ntemine gidilmektedir.

Aneak bu y6ntem, i~letmede ek yatlnm ve/veya i~letme sermayesi benzeri kay
nak aynmma neden olurken, gen d6nu~lerdeki duzensizlikler ve paketlerin benzer
mal l1reten diger firmalara kaYI~lan, y6netime yeni sorunlar getirmektedir. ~6y

leki; karar orgam, paketlerin d6nu~leri, bunlann stoklanmasl ve/veya yeni paket
yaplmlyla yakmdan ilgili uretim planlamasma ili~kin kararlarda. belirsizlik or-
tammdadlr. Bunlara ek olarak paketler d6nu~lerinde, kullamm durumlarma gore
ek-masraf gerektirdiginden, pazarlard:;t rakip paketlerine kar~l izieneeek i~letme

politikasmda da belirsizlik altmda karar s6zkonusu olmaktadlr.

Bu makalede, 6zel bir finnada kar~lla~llan benzer sorunlar 1c;:m geli~tirilen

bir Markov Zineiri modelinin genelle~tirilmi~ ~ekli sunulmaktadlr. Geli~tirilen mo
delle, karar organmm gereksindigi bazl bilgiler belirsizlik ortammdan olaslh bir
ortama indirgenmektedir. Diger taraftan modelin C;:lktllarl, sistemle ilgili eniyile
me modellerinin girdileri (parametreleril olarak kullamiabileeek ozelliktedir.

(*) Bu makale, Yoneylem Ara~trrma 2. Dlusal Kongresinde teblig olarak sunul
mu~tur (ODTU, 16-18 Haziran 1976, Ankara).
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1. DURUMUN KO~ULLARIVE SORUNLAR

Durumun Ko§ullan: Firma ve rakipleri, nitelik ve nicelik yo
niinden benzer paketler iginde mallan pazarlamakta ve paket kar§l
l1g1 e§ deposit almaktadlr. Diger firmalar gibi ele alman firma da,
mii§teri kaymasml onlemek ve/veya yeni mii§teri kazanmak igin,
ba§ka firmalara ait paketleri de mii§terilerden geri almaktadlr.

I§letme igi ve dl§mda; iiretim, daglhm, pazarlama ve paket
leme sureglerinin surekli oldugu ve bunlarm klsa devrede buyuk
degi§imlere ugramayacagl ongorUlmektedir.

Karar Organmm Sorunlarl : Tum pazarm tiiketici egilimleri,
daglhm olanaklan ve benzeri nedenlere bagh olarak I bolgeye ay
nldlgml varsayarak, bOlgeler igin;

I = { i 1= 1, 2, }

dizin cumlesini tammlayal1m, Tammlanan bOlgelere gore karar
orgamn goziim istedigi sorunlar a§aglda slralanml§hr.

i) BOlgelerden donen paketlerin marka ve kullamm durum
lanna gore daglhml naslldlr?

ii) Belirli bir zamanda belirli bir bolgeye gonderilen bir pake
tin eninde sonunda gere donme olasll1g1 nedir?

iii) Bir zaman arahgmda belirli bir bOlgeden donmesi bekle
nen bo§ paketlerin saYlsl nedir, bunlarm ne kadan dogrudan kul
lamlabilecek durumdadlr?

iv) Uretim bolUmunun istemini kar§llayacak §ekilde, planla
rna devresinde ne kadar yeni paket yaptlnlmahdlr?

v) Bolgelerden donen paketlerin beklenen maliyeti nedir?

Yukanda slralanan sorulan gozumlemek amaclyla a§agldaki
yakla§lm yapllml§hr.

II. DONEN PAKETLERIN SINIFLANDIRILMASI

Donen paketler markalar ve kullamm durumuna gore aynca
hk gostermektedir. Markalarma gore; firmanm kendi markasml
ta§lyanlarla diger firmalanm markalarm ta§lyanlar olarak ikili
bir aynm yapmak miimkundur. Kullamm durumuna gore ise; kul-
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lam§h, tamir isteyen ve kullam§Slz olmak iizere iiglii bir aylrma
gidilmektedir.

Her bOlge igin, donen paketler iginden uygun yontemlere gore
alman ornekler incelenerek, donen paketlerin kullamm ve marka
yoniiyle daglhmlm bulmak miimkiindur. Bu daglhmlardan a§agl
daki olasllIklar kolayhkla elde edilir.

Pj : i'mcI bOlgeden donen bir paketin firma markasml ta§l
ma olaslhgl,

Pi : i'mCI bOlgeden donen bir paketin yabancI marka ta§l
ma olasllIgl,

Pi 1 : i'mcI bolgeden donen yerH bir paketin kullam§lI glkma
olasllIgl,

Pi 2 : i'mCI b6lgeden d6nen yerH bir paketin tamir isteme ola
sllIgl,

Pi 3 : i'mCI b6lgeden donen yerH bir paketin kullam§slz glk
ma olasllIgl,

Pj 4 : i'mcI b6lgeden donen yabancI bir paketin kullam§lI ~lk

ma olasllIgl,

Pi 5 i'mCI bolgeden d6nen yabancI bir paketin tamir isteme
olasllIgl,

Pi 6 i'mCI b6lgeden donen yabancI bir paketin kullam§slz
glkma olasllIgl.

III. DONEN YERLi PAKETLERiN OLASILIK DAGILIM
FONKSiYONU

Firma etiketini ta§lyan paketlere, i§yerinde paketleme tarihi
damgalanmaktadlr. Her paket igin paketleme sonraSI i§lemlerde
ortalama aym zamanm kullamldlgl varsaYlml yaplldlgmda, bir pa
ketin donu§ tarihi ile doldurulu§ tarihi arasmdaki fark, pazardan
donu§ suresi olarak tammlanabilir. Bu tesadufi sureyi S olarak
tammlaylp: S 'm olaslhk dagllIm fonksiyonunu ara§tIralIm.

BOlgesel farkhla§malar olabilecegi du§uncesiyle, her bOlgeden
donen yerH paketlerden ornekler almarak,
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Her j E I iyin

bOlgelere gore gozlemselolaslllk fonksiyonlan bulunur.

Tesadiifi degi§kemin daglllml, bazl bOlgelerde aym olabilirse
de, yeni bir dizin ciimlesi tammlamadan bolgelere gore farkll da
glldlgl varsaYllml§tIr. Her bOlge i<:;in elde edilen Si (~) gozlemsel
olaslllk fonksiyonu iizerinde yapllan uygunluk smamalan sonu
cunda bolge i<:;in kuramsal olaslllk daglllm fonksiyonu bulunur. Bu
lunan kuramsal olaslllk dagl1lm fonksiyonlan,

fj (~) Her i E I iyin

olsun. Boylece, i'mci bOlgeden gelen bir paketin «t» zamanmdan
once donme olaslllgl,

olur.

Ola. {~ < t/i 'mel b61geden d6nen}
t

J fi (x) dx
o

IV. ENiNDE SONUNDA DONME OLASILIGI - MARKOV
ZiNCiRi YAKLA~IlVrI

A<:;lkllkla goriilecegi gibi f i (~) 'lardan ko§ullu olaslllklar bu
lunabilir. Oysa karar verici, i'mci pazarda blrakllan bir paketin
akl§ml, ba§ka bir deyi§le, i'mCI bolgeye blrakllan bir paketin belirli
siirelerde donii§ olaslllgml, bilmek istemektedir. Bup.un i<:;in a§agl
daki Markov Zinciri geli§tirilmi§tir.

{Sit I t = 1, 2, Tj}

i'mci bolgeye t devrelerinde gonderilen toplam paketler saYlsl ve;

{Rit I t = 1, 2, ......... Td
i'mci bOlgeden t devrelerinde donen yerli paket sayllanm gosteren
ciimleler olsun. T dizin ciimlesi, planlama devresinden ba§layarak,
geriye dogru tam degerler alan anlamll zaman arallklarmdan olu
§an bir ciimle olsun.

t devrelerine gore bOlgelere gonderilen paket sayllarl, Sit 'ler
kayltlandlgl halde, donen paketlere ili§kin markalar yoniiyle bir
kaylt tutulmaml§tIr. Bu nedenle II.'de bulunan Pi, donen paket
lerin yerli marka etiket ta§lma olaslllgmm kullammlyla, devrelere
gore donen toplam paketlerin Pi klsml R it ciimlesini verir.
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Anlamll bir devre suresini otuz gun (bir ay) alIp, IIL'de bu-
lunan f j (~) olasllIk dagllIm fonksiyonlanm kullanarak a§agldaki
olasllIklan tammlayallm.

30
Pj1 J fj (x) dx

0

60
Pj2 J fj (x) dx

30

genel olarak,

30t
Pit J fi (x) dx

30 (t-1 )

olsun. Bu olasllIklarm kUllammlyla b61gelere gore durum uzayl,

S (i) = {O, 1, 2, K j - 1, Kd
olan bir Markov Zinciri geli§tirelim. Burada,

«0» Geri donme durumu
He

«K» Geri donmeme durumu
ve

«1, 2, K j - 1» kutularm pazardaki ya§Ianm gosteren zin-
cirin durumlan olsun. Boylece i'mCl b61ge i<;;in Markov Zinciri,

P (i) = (Pi )
sn

olur.

Zincirin ge<;;i§ olaslllklan s, n E S (i) i<;;in,

P(i )
sn

1 s=n=o ve s=n=Kj ise
p(i ) her s ic;in

so

I-P(i ) her s ve her n=s+1 ic;in
so

° diger durumlarda.

§eklindedir.
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i'mci pazarda s - ya§ma giren bir paket igin iki segenek soz
konusudur. Ya 0 devre iginde P ~~ olaslIIgl ile firmaya donecek,
veya 1- Ps~ olaslIIglyla izleyen devreye kalacak, ba§ka bir deyi§le
5+ 1 ya§ma girecektir.

Geli§tirilen durum uzayl belirli Markov zincirinde [1, 2, .
Ki - 1] durumlan gegi§li (0) ve (K) ise emen durumlanm verir.

(0) ve (K) emen durumlan olduguna gore, s - gegici duru
mundaki bir paketin emilme (yutulma) olaslIIklan toplama «1»
olacagmdan, rr~ (0) «0» durumuna emilme ve rr~ (K) «K» durumu
na emilme olaslIIklan ise,

olur.

nx (0) + nx (K) = 1
8 8

Her 8 i<;in

T = [1, 2, 3, K - 1] gegici durumlar cumlesi iken «0»
durumuna emilme olaslIIklan,

nx (0) = P + ~ P nx (0) Her 8 ve Her n i<;in
8 80

e§-zamanlI (simultaneous) dogrusal denklem sistemlerinin ~ozu

muyle bulunur.

Bu noktada sorun, geli§tirilen Markov Zincirinin gegi§ olaslIIk
lannm nasll bulunacagldlr. Tammlanan Pit olaslIIklan, Sit ve
R it cumlelerini hatIrlayarak, bunlarm kullammlyla P ~~ 'lann
bulunmasml ara§tIralIm. KolaylIk igin «ill bOlge gostergesini kal
dlnp P t S t ve Rt kullamlacaktIr.

Bir devre iginde gonderilen toplam S t kadar pakete kar§llIk
R t kadar yerli paket dondugu ve P 1 bir paketin aym devir iginde
gonderilenlerin ko§ullu donme olasllIgl olarak tammlanml§tIr.
Bunlara baglI olarak, t'inci devrede donen R t kadar yerli paketin
Pt R1 klsml, aym devre iginde gonderilen paketlerden geri donme
si beklenen miktan verir. Burdan da, P 1 Rt ! St oramyla t
devresinde gonderilen paketlerin aym devre iginde geri donme ola
sllIgl bulunur. Bu oram daha gergekgi bir degerde tutmak igin,
uygun t-devreleri uzerinde aym i§lem yapllarak ortalamasl alImrsa,
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P
10

L---
t

/ L t

bir paketin aym devre, bir ya§mda iken, donii§ oIaslhgl elde edilir.

t-devresinde gonderilen St kadar toplam paket saYIsI 1 - devre
sonra p 1 Rt kadar azaIml§tIr. Ba§ka bir degi§Ie pazarda beklenen
iki-ya§mdaki paket saylsl, St - P1 Rt kadardIr. Diger taraftan,
ikinci devre iginde, iki ya§mda iken donen yerli paket saYIsI P2Rt -1

kadardIr. Boylece, P2 Rt - 1 / St - P1 Rt, t-devresinde gonderi
len paketIerin ikinci devre iginde donii§ oIaslhgml verir. Uygun
t-devreleri uzerinde aym i§Iem yapIhp ortaIamasl ahmrsa,

P2 Rt-1

P
20

L------ / L t

bir paketin pazardan ikinci devre iginde, iki ya§mda iken, donUiil
oIaslllgl bulunur.

Uguncu devre ba§mda oImasl beklenen yerli paket saylsl,
St - P1 Rt - P2 Rt _ 1 kadardlr. Diger taraftan t-2 devresinde,
uguncu devre, P3 Rt - 2 kadar ug-ya§mda yerli paket donmu§tiir.
Boylece,

t-devresinde gonderilen paketIerin uguncu devre iginde donme oIa
slhglm verir. P 10 ve P 20 'de oldugu gibi uygun t-devreleri uzerin
de aym i§Iem yaplhp ortalama ahmrsa,

P 3 Rt - 2
P = L / L t

30 St - P1 Rt - P 2 Rt - 1

bir paketin pazardan uguncu devre iginde, ug ya§mda, donu§ oIa
slhgl bulunur.

Aym du§unce aItmda, zincirin butiin gegici durumIarmdan
«0» durumuna gegme oIaslhkIan,
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Pso

Her s ve m

/ }:; t
s-1

St - }:; Pm Rt - m + 1

m = 1

1, 2, 3, . . . .. s - 1

formiilii ile bulunur.

V. SONUgLAR

Gegi§ oIasllIkIarmm buiunmaslyia geli§tirilen durum-uzaYl
belirli Markov Zinciri tamamIanml§ oimaktadir. Donii§Ierin ko§uI
Iu oIasllIk dagillm fonksiyonian ayncalIk gosteren her bolge igin
geli§tirilecek Markov ZinciriyIe, karar organmm gereksindigi so
runiar yamtlanmaya galI§llIr. ~oyieki;

1t:j X(O) , i'inci bolgeye herhangi bir zamanda gonderilen bir pake
tin, eninde sonunda donme oIasllIgml verir. Zincirin iki emen (ab
sorption) durumu oiduguna gore, 1ti x (K) = I-1t:i X(O), e§itliginden i'm
Cl bolgeye herhangi bir zamanda gonderilen bir paketin eninde so
nunda diger firmalara kayma oIaslgl bulunur (*).

Pianiama devresi iginde donmesi beklenen paketler iki bile
§enlidir. Buniardan ilki aym devre iginde gonderilen paketlerden
donmesi bekienenierin saYlsldlr. Tum surec;Ierin surekli oidugu
varsaYlml aItmda, i'mcl bolgeye pianiama devresinde Xi kadar
paket birakiidlysa, bu paketlerden aym devre ic;inde donmesi bek
Ienenierin saylsl,

p(i) Xi . (1)
10 '2

olur.

ikinci bile§en ise, daha once gonderilen paketlerden donmesi
bekienenierdir. Bunun igin oncelikie i'mcl pazarda ya§Iarma gore

. paket saYlianm bulmak gerekir. qi s i'mcl pazarda bir paketin s'in
ci ya§ma kadar donu§ oIasllIgl ise,

x 30s
qis 1t: (0) S fj (x) dx

i 0

olur.

(*) MUE}terilerin paketleri baE}ka amaltlarla kullanmada marka gozetmedikleri
varsaYlml altmda.
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Planlama devresinde pazarda OlmaSI beklenen s-ya§mdaki paket
saYlsl Qis,

Qis = Sis (1 - qis)

olarak bulunur. Boylece de daha once gonderilen paketlerden plan
lama devresi iginde geri donmesi beklenenlerin saylsl,

1: p(i) Q (2)
s so is

olur. a il planlama devresi iginde donmesi beklenen yerli paket
saylsl, (1) ve (2) nolu degerlerin toplamldlr. Ba§ka bir deyi§le,

dir.

a
i1

(i)
P

10
Xi

2
+

s

(i)
P
so

Q
is

Diger taraftan, i'mci bolgeden bir devre iginde donen toplam
paketlerin ~ klsml yabanci marka ta§lmaktadlr. a i2 ' i'mci bOl
geden donmesi beklenen yabanci paketlerin saYlsl olarak tamm
lamrsa,

a
i2

Pi

olur.

Planlama devresinde gereksinen toplam paket saYIsI; 0 devre
iginde donen kullam§lI paketler, tamir isteyen ler ve yeni yapllan
larm toplamldlr. Xi' i'mCI bolge igin gereksinen paket saYlsl ve Z;
o devre ignde yapllacak yenipaket saYlsl ise,

1: a
i 1

3
(1 - P ) + 1: a

i i 2

6
(1 - P ) + Z = 1: X

i

e§itligi saglanacaktIr. Bu e§itlikten de yoneticinin yaplmml sagla
yacagl yeni paket saYlsl bulunacaktIr.

Geri donen bir paket igin fig maliyet unsuru sozkonusudur.
Bunlar;
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D Depositin geri odenmesi,

C 1 Ylpranml§ bir paketin tamir maliyeti,

C 3 Kullam§SlZ bir paketin atIlmasl maliyeti olsun.

i'mCl bOlge ic;in bulunan p2 , P3 ve n x to)hatIrlamrsa, ilgili

bOlgeye gonderilen bir paketin beklenen maliyeti, Y i 1

y
i 1

x 2
1t (0) D + C P

1

3
+ C P

2

olur. Aym §ekilde, Yj 2 ,i'mCl balgeden danen yabancl bir paketin
beklenen maliyeti,

y
i2

5
D + C P +

1

6
C P

2

olarak bulunur.

Yukanda aC;lklanan yakla§lmla, belirtilen ko§ullar altmda, ka,..
rar siireci belirsizlik ortammdan olaslll ortama danii§tiiriilmii§tiir.
Daha ucuz daha dayamkll paket yaplml bir teknolojik sarun oldu
gundan c;all§mada bu duruma deginilmemi§tir.

Sistemin tiimii ic;in geli§tirilecek eniyileme modellerinde, pa
ket danii§lerine ili§kin bulunan bu parametreler dogrudan kullam
labilecek azelliktedir. Pazarlama, iiretim ve benzeri siirec;lerde saz
konusu olabilecek degi§meler ic;in sistemin tiimii birlikte dii§iinii
lecektir.

VI. UYGULAMA

Yukanda genel olarak aC;lklanan model, Eski§ehir Eti Biskiii
Fabrikasmda kar§lla§llan sorunlarm c;aziimii ic;in geli§tirilmi§tir.
A§aglda sazkonusu firmanm bir satI§ bolgesindeki kutu akl§larma
ili§kin bulunan degerler verilmi§tir.

Ele alman balgeden geri danen kutularm marka ve kullamm
durumlarma gare aynmlarmdan;
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P1

P4

p

0,8006

0,7068

0,7106

P2

P5

p

0,J226

0,2016

0,2894

p3

p6

0,0768

0,0916

olaSllIklan bulunmu§tur.

Yapllan uygunluk smamalarma gore, 0.05 anlam seviyesinde,
incelenen bolgeden donen kutularm ko§ullu olaslhk dagillm fonk
siyonu, °< x < 420 olmak ilzere,

r (3,499)
f (x) =

1,285

------------X
0,214

(420-X)
2,499

(420) r (2,285) r (1,214)

olarak bulunmu§tur.

I§letme aylIk planlama yaptIgmdan her t devresi 30 giln (1
ay) olarak almml§tIr. Bir ay pazardaki kutu i~in bir ya§ olarak ta
mmlandlgmda, Markov Zincirinin durum uzaYl,

S = {O, 1, 2, 3, ..... 14, K}

olarak belirlenmi§tir.

Donen kutularm marka ve kullamm durumlarma ili§kin oran
lar, bolgeye gonderilen dolu kutular ve donen bo§ kutu sayllan ilze
rinde yapllan i§lemlerle tammlanan ge~i§ olaslhklan bulunmu§tur.
Elde edilen Markov Zinciri a§agldaki gibidir.

Ele alman b01geye blrakllan bir kutunun eninde sonunda
geri donme olasllIgl, yukandaki Markov Zincirinden,

n X (0) = 0,7363026

ve diger firmalara kayma olaslhgl,

nX (K) = 0,2635974

olarak bUlunmu§tur.

Geli§tirilen Markov Zinciri, ko§ullu olaslhk dagillm fonksiyonu,
donen kutularm ayn§lm oranlarl ve diger verilerin kUllammlyla,
yukanda «Sonu~lar» ba§lIgmda ilgilenilen degerler elde edilmi§tir.
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o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 K

o
1

2

3

4

5

6

p(2)= 7
8

9

10

11

12

13

14

K

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0019 0 ,9981 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0076 0 0 ,9924 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0145 0 0 0 ,9855 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0223 0 0 0 0 ,9777 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0323 0 0 0 0 0 ,9677 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0442 0 0 0 0 0 0 ,9558 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0~81 0 0 0 0 0 0 0 ,9419 0 0 0 0 0 0 0

0,0735 0 0 0 0 0 0 0 0 ,9265 0 0 0 0 0 0

0,0935 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ,9065 0 0 0 0 0

0,1183 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ,8817 0 0 0 0

0,1432 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ,8568 0 0 0

0,1767 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ,8233 0 0

0,2211 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ,7789 0

0,2205 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ,7795

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



Modelin ayrmtIlarIyla uygulamasl ve C;lktllarmm eniyileme
modellerinde kullamml kaynak «1» de gorUIebilir.
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