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0Oz

Yasam siirdiirme analizi (survival analysis), iyi tanimlanmis bir baslangi¢ noktasindan itibaren 6lgiilen ve
onceden tanimlanmig herhangi bir olayin ger¢eklesmesine kadar gegcen zaman siirelerinden olusan verinin
analizinde kullanilmaktadir. Yagam siirdiirme zamanlarindan olusan yasam siirdiirme verisi, ¢ogu zaman
durdurmaya (censoring) bagli olarak tamamlanamamistir ve bilinen istatistiksel yOntemler
kullanilamamaktadir. Yasam siirdiirme fonksiyonu ve hazard hizi, biitiin yasam siirdiirme analizi
teorisinde agiklanmaya galisilan iki temel kavram olmaktadir. Bu kavramlart agiklamak tizere 6zellikleri
birbirlerinden farkli pek ¢ok model kurulmaktadir. Bu ¢aligmada, temel olarak hazard hizin1 modelleyen
ve yasam siirdiirme analizinde yaygin olarak kullanilan bazi modeller sayma slrecleri gercevesinde
incelenmeye ¢aligilmustir.

Anahtar kelimeler: Yasam siirdiirme analizi, hazard hizi, Cox model, sayma siireci, toplamsal
hazard modeli, carpimsal-toplamsal hazard modeli, kirilganlik.

Tarama Makalesi

COUNTING PROCESS IN SURVIVAL ANALYSIS

Abstract

The survival analysis is used to analyzing survival data which are measured from well defined starting
point to the occurrence of well defined any event. Survival data are consisting of the survival times and
they are frequently incomplete observations due to censoring. So, ordinary statistical methods cannot be
used. The survival function and the hazard rate are two basic concepts to be explained in theory of
survival analysis. There are many models with different properties to explain these concepts. In this
study, in the context of counting process some models that are used in the survival analysis have been
considered and basically have been explained hazard rate.

Keywords: Survival analysis, hazard rate, Cox’s model, counting process, additive hazards model,
multiplicative-additive hazards model, frailty.
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1. GIRIS

Yasam siirdiirme analizi istatistigin en eski alanlarindan biridir. Bu konudaki ilk
calismalar 17. ylizyillda demografi alaninda yagam tablosu kurulusuyla baglamus,
daha sonra demograflarin ve aktiierlerin katkilar1 ile gelistirilmistir. Bu baglamda
glinimizde gelistirilerek kullanilmaya devam eden ilk yagsam tablosu 1662 yilinda
Ingiliz istatistik¢i John Graund (1620-1674) tarafindan yapilmistir. Baslangicindan
itibaren Ikinci diinya savasinin sonuna kadar aktiierler tarafindan gelistirilen klasik
yaklagimlar yagsam siirdiirme analizine egemen olmustur (Andersen ve
Keiding,1998). Yasam siirdiirme analizi ilk zamanlarda, tam olarak adinin da isaret
ettigi gibi, 6liim hizlar1 ya da olumliilik gibi gercekten yasamin siirdiiriilmesine
iliskin olarak disiiniilmekteyken, giiniimiizde yalnizca Olimle ilgili olmayip,
calisilmak istenen herhangi bir tiirdeki olayin meydana gelmesi zamanlarinin analizi
olarak ¢ok genis bir anlama sahiptir. Miihendislikte giivenilirlik analizi (reliability
analysis), ekonomide sire analizi (duration analysis), sosyolojide olay ge¢misi
analizi (event history analysis) olarak isimlendirilmektedir.

Yasam siirdiirme verisinin 6nemli bir &zelligi diger veri tiirlerinde olmayan
durdurmanin (censoring) bulunmasidir. Yani ilgilenilen olaym, gézlemin yapildigi
zaman stresi boyunca mutlaka gdzlemlenmis olmasi gerekli degildir. ilgilenilen
olay bazi birim ya da bireyler igin gergeklesir, ancak bazilari i¢in gergeklesmez.
Kisaca, bir birim ya da bireye iligkin siirecin gézlemlenmesinin belli bir zamanda
durdurulmasidir ve bu andan sonra ne olduguna iligkin daha fazla bilgi yoktur. Bu
durumda yasam siirdiirme verisi tamamlanmamistir. Tamamlanmis ve
tamamlanmamig gdzlemlerin bir arada bulunmasi yasam siirdiirme verisinin temel
karakteristigi olmaktadir. Bu nedenle durdurulmus gdzlemlerin de bulundugu
verinin analizi icin bilinen istatistiksel yontemler yetersiz kalmakta ve 06zel
yontemlere ihtiya¢ duyulmaktadir.

Yasam siirdiirme alaninda 1950°li yillara kadar klasik yaklasimlar kullanilmis, asil
gelisme bu tarihten sonra meydana gelmistir. Kaplan-Meier tarafindan onerilen, {inlii
yagam siirdiirme egrisi tahminin yer aldigi ¢alisma yeni donemin bagslangici
olmustur (Kaplan-Meier, 1958). Bu ¢aligma, “ISI Web of Knowledge”da 33000°den
cok alintryla istatistik tarihinde en ¢ok alinti yapilan makalelerden biri olmustur
(Aalen vd., 2009). Klasik yasam tablosu yontemi zaman araliklarini bir, bes gibi
sabit ve genig araliklara bolerken, Kaplan-Meier yontemi oldukga kiigiik araliklarda
calismaktadir ve aslinda araliklar sonsuz kiiciik degerdedir. Boylece bir bakima eski
yasam tablosunun siirekli-zamana iliskin olan bigimi énerilmistir. Onerileri, giin be
giin hastalarin izlendigi ve ilgilenilen olayin meydana geldigi zamanlarinin
kaydedildigi klinik ¢aligmalardan elde edilen, yeni tiirde yasam siirdlirme verisinin
gelismesine yol agmustir. Ancak boyle caligmalardaki birey sayisi demografik ve
aktiieryal caligmalardaki birey sayisindan ¢ok daha az olmaktadir. Boylece Kaplan-
Meier yonteminin gelismesiyle yeni tlir verinin yarattigi yeni problemlere yanit
bulunabilmektedir.
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Kaplan-Meier’in makalesi 1958 yilinda yeni bir alan agmis, ancak pek ¢ok soruyu da
beraberinde getirmistir. Ornegin yasam siirdiirme egrileri karsilastirilabilir mi? gibi
sorular, yeni c¢aligmalarm yapilmasi yolunu agmustir. iki ya da daha ¢ok yasam
sirdirme egrisinin kargilagtirilmasina iligkin testler, 1960’11 ve 1970°1i yillar
boyunca gelistirilmistir. Zaman kavramiyla Olgiilen degiskenin tizerinde etkili
olabilecek esdegiskenlerin (covariates) modele nasil eklenecegi sorusu ilk defa
1972’de David Cox tarafindan 6nerilen orantili hazard modeli (proportional hazards
model) ile ¢ozlilmiistiir (Cox, 1972). Cox’in makalesi dnemli bir gelismeye neden
olmustur ve ispati, “ISI Web of Knowledge”da 24000°den ¢ok alintryla ¢ok biiyiik
bir etkiye yol agmigtir (Aalen vd., 2009).

Kaplan-Meier tahmin edicisinin asimptotik 6zelliklerinin neler oldugu ya da Cox
modelinin uygun olup olmadig1 gibi sorularin ortaya ¢ikmasi baska teori arayislarina
neden olmustur. Yasam siirdiirme verisinin yapisi geregi stokastik siire¢ 6zelligi
gOstermesi, martingale kavraminin, genel bir teori arayisi iginde yer almasini
saglamistir. Martingale yontemleri, karmasik istatistiksel kavramlar igin basit
ifadeler elde etmeyi, test istatistikleri ve tahmin ediciler i¢in asimptotik dagilimlarin
elde edilmesini ve durdurulmus veriye iliskin islevsel Ozellikleri incelemeyi
miimkiin  kilmaktadir. Bu gelismelerin baslangic1  1980°li  yillarin  basina
dayanmaktadir. Bu alanda ilk ¢aligma Aalen tarafindan yapilmistir (Aalen, 1978b;
1980). Andersen ve Gill; Fleming ve Harrington; Andersen, Borgan, Gill ve
Keiding; Aalen, Borgan ve Gjessing’in ¢aligmalarinin, teorinin gelismesine 6nemli
katkis1 olmustur (Aalen vd., 2009; Andersen ve Gill 1982; Andersen vd., 1993;
Fleming ve Harrington, 2005).

Aslinda Martingale kavrami resmen olmasa bile yasam siirdiirme alaninda gizli
olarak yer almistir. 1959°da onerilen Mantel-Haenszel testinde, 1975’de Cox’in
onerdigi kismi olabilirlik fonksiyonunun elde edildigi ¢aligmada, 1977°de Tarone ve
Ware’in dnerdigi testte martingale diisiincesi sezgisel olarak yer almistir (Cox, 1975;
Mantel-Haenszel, 1959; Tarone ve Ware, 1977).

2. YASAM SURDURME FONKSiYONU VE HAZARD HIZI

Yasam siirdiirme analizi teorisinde 6nemli olan iki temel kavram bulunmaktadir.
Bunlar yasam siirdiirme fonksiyonu ve hazard hizidir. Yasam siirdiirme egrisi belli
bir zamana kadar kag kisinin hayatta kaldig1 bilgisini verirken, hazard hizi, zamanin
bir fonksiyonu olarak 6nceden meydana gelmemesi kosulu altinda incelenen olayin
gerceklesmesi riskini vermektedir.

Bir birim ya da bireye iliskin yasam stirdiirme siirelerinden olusan rastgele degisken
T’lerin ayn1 dagilimli ve bagimsiz (iid), pozitif degerler alan bir rastgele degisken
oldugu varsayilmaktadir. Yasam siirdiirme fonksiyonu S(t), t zamanina kadar
ilgilenilen olay heniiz ger¢eklesmemis bireyler i¢in, olayin ger¢eklesmesine iliskin
beklenen orani vermektedir. Ilgilenilen olayin t zamanina kadar gerceklesmemesinin
kosulsuz olasiligidir ve asagidaki gibi gosterilmektedir.

S(t)=P(T >1) 1)
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Hazard hizi  a(t), kosullu olasilik olarak tanimlanmaktadir. Rastgele degisken
T'lerin siirekli oldugu varsayilarak, ¢ zamanina kadar ilgilenilen olayin heniiz
gergeklesmedigi gozlemler dikkate alindiginda, (t,t + dt) gibi kiguk bir zaman
araliginda ilgilenilen olayin meydana gelmesi olasiligi a(t)dt olmaktadir. Boylece
hazard hiz1 limit olarak asagidaki gibi tanimlanmaktadir.

a(t) = IimAHoip(t <T <t+dt|T >t)

Yasam siirdiirme egrisi birden baslayan, sonra zaman boyunca artmayan bir
fonksiyon iken, hazard fonksiyonu negatif olmayan herhangi bir fonksiyon
olabilmektedir. Hazard hiz1 basit gibi goériinmekle birlikte aslinda anlagilmasi zor bir
kavramdir. Durdurulmus yasam siirdiirme verisinden K-M tahmin edicisiyle yasam
stirdiirme egrisi kolayca tahmin edilirken, zamana bagli keyfi bir fonksiyon olan
hazard hizin1 tahmin etmek daha gii¢ olmaktadir. Cogu zaman asagida tanimlanan
birikimli hazard hizin1 tahmin etmek daha kolay olmaktadir.

At) = ja(s)ds

Bu esitlik Nelson-Aalen tahmin edicisi adin1 almaktadir ve A(t) ‘nin parametrik
olmayan bir tahmini Nelson tarafindan 1972 yilinda 6nerilmis, Aalen tarafindan
gelistirilmigtir (Aelen, 1978b; Nelson, 1972).

Yagam siirdiirme analizinde martingale kavrami, Nelson-Aalen tahmin edicisiyle
birlikte kullanilmaya baslanmistir. Tahmin stireci hazard hizi kavramina
dayanmaktadir. Ilgilenilen olaylarin meydana gelmesi iki durumlu bir Markov
zinciri gibi diigiiniilmektedir. Durumlar ve gegisler Sekil 1°de yer almaktadir.

a(t .
e (| 22 oo
«— <N

N (t)

Sekil 1. Markov Zincirinde Gegisler (Aalen vd., 2009)

t zamaninda i’nci durumda olan bireylerin sayis1 Y(t), [0, t] zaman araliginda i’nci
durumdan j’inci duruma gegenlerin sayist N(t) ile gosterilsin. Durum uzayinda i ve j
durumlarini dikkate alalim. Yeni bir olayin ger¢eklesmesine iliskin hiz, yani yeni bir
gecis olmasi, t zamanindaki bireylerin sayisinin, a(t) ifadesi ile ¢arpimina esit
olacaktir. Bdylece gecis olasiliklart hazard hizi kavramina dayali olarak elde
edilmektedir. Ayrica yasam siirdiirme verisine iliskin bir 6zellik olan durdurma,
kolayca bu diizene dahil edilebilmektedir.

Aalen’in bu diislincesi “¢arpimsal yogunluk modeli (multiplicative intensity model)”
ad1 verilen genel bir modellemenin baslangict olmustur. Baska bir deyisle sayma
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stireci N(t)’nin hiz1 olarak tanimlanan A(t), gdzlenen bir Y (¢t) sureci ile bilinmeyen
hiz fonksiyonu a(t) ‘nin ¢arpimu olarak,

A(t) =a(t)Y (1) (4)

seklinde yazilmaktadir. Yaklasik olarak;

dN (t) = A(t)dt = a(t)Y (t)dt (5)
dN(t)

Ty © a(t)dt (6)
olurve A(t) = fota(s)ds ‘nin uygun bir tahmini;

tdN(s

) m

olarak elde edilir. Bu ifade tam olarak Nelson-Aalen tahminidir. Yukarida anlatilan
yapt Markov zinciri yapisindan ¢ok bir nokta siireci (point process) ya da sayma
siireci (counting process) 0zelligine sahiptir ve matematiksel temeli Aalen tarafindan
ortaya konulmugtur (Aelen, 1978b).

Martingale teorisine dayali olarak bir sayma siireci iki kisim halinde
yazilabilmektedir.

N (t) = A(t) + M(t) ©))
(Gozlem = Sinyal + Gurilti)

A(t) birikimli yogunluk siirecidir ve  A(t) :jl(s)ds olarak tanimlanmaktadir.
0
Boylece sayma siirecinden yogunluk siirecinin integrali ¢ikarilirsa bir martingale

elde edilmektedir. Bu da sezgisel olarak ulagilan yogunluk siireci kavramina esit
olmaktadir ve Nelson-Aalen tahmini asagidaki gibi yazilabilmektedir.

dN (1) = a(®)T (t)dt + dM (t) ©)
LN = a(t) +——dm ) (10)
Y Y

CAN(s) | L dM (s)

;[—Y © - !a(s)ds + ;[—Y © (11)

Boylece sifir ortalamali bir martingale ile A(t) yansiz bir tahmin edici olmaktadir.

61



E. Basar / Sayma Siiregleriyle Yasam Siirdiirme Analizi

Nelson-Aalen tahmin edicisi a(t) hazard fonksiyonunu esas almaktadir. Burada
a(t)dt, t zamaninda riskte olan bir birey i¢in, bundan sonraki ¢ok kii¢iik [t,t +dt)

araliginda olayin meydana gelmesi olasiligidir.

Bazen hazard fonksiyonu yerine (s,t ] sonlu araliginda bir olaymn meydana

gelmesi olasiligi olan yasam siirdiirme fonksiyonu ile ilgilenilebilir. Nelson-Aalen
tahmin edicisini yagam siirdiirme fonksiyonu S(t) 'nin bir tahminine doniigtiirmek
i¢in product-integral doniigiimii kullanilir (Gill ve Johansen,1990; Gill, 2005).

S(t) = ]_[(0’0 {1-dA(s)} (12)

t
At) = j a(s)ds hazard fonksiyonu a(t) igin birikimli yogunluktur ve
0

t

I, {1-dA®s)} = exp(- [a(s)ds) (13)
0

seklinde ifade edilebilir. Eger birikimli yogunluk kesikli bir 6l¢tim ise;

A(I)Zsiﬁ hj (s, <s, <)

olmak Uzere, s; zamaninda h; yiiksekliginde sigrama yapan bir fonksiyon olacaktir.
O zaman;

H(o,l) {1-dAGs)} = Hsiﬁ {1_ h, } (14)
olur ve tahmin edici;

s®=11,, {1— d /l(s); (15)

bigiminde elde edilir. Elde edilen bu ifade 1958 yilinda onerilen Kaplan-Meier
tahmin edicisidir. Olaymn meydana geldigi zamanlarda, t; <t icin 1—1/Y (¢;)
faktorlerinin ¢arpimina esittir. K-M tahmin edicisinin martingale gosterimi;

S(t)

0 S(s)
=Isove™MO (40

62



Istanbul Commerce University, Journal of Science, 16(31), Spring 2017, 57-72.

olur. Sag taraftaki integral sifir ortalamali bir martingale ile tahmin edilebilir bir
slrectir.  Bu  gosterimle  K-M  tahmin  edicisinin ~ Ozellikleri  kolayca
ispatlanabilmektedir (Gill, 1980).

Pek ¢ok durdurma tiirii olmakla birlikte durdurma tiirleri genel olarak sagdan
durdurma adi altinda toplanmaktadir. Sagdan durdurma yogunluk siirecinin bigimini
degistirmemektedir. Ayrica sayma siireci yaklagiminin 6nemli bir ozelligi de
bagimsizlik gerektirmemesidir.

3. REGRESYON MODELLERIi

Yasam siirdiirme analizinde yapilan pek ¢ok c¢alismanin amaci, yasam siiresi
lizerinde bir ya da daha c¢ok esdegiskenin etkisini incelemektir. Durdurulmus
gozlemlerin bulundugu yasam siirdiirme verisi i¢in ¢ok sayida farkli bigimleri ve
oOzellikleri olan regresyon modelleri onerilmistir.

t zamaninda i = 1,2,...,n olmak Uzere n tane birey oldugunu ve i’nci birey igin

kimi bilesenleri sabit (fixed), kimi bilesenleri zaman bakimindan degisken (time-
T

varying) olan esdegisken vektorunin X (t) = (Xil(t), Xiz(t),...Xip(t)) oldugu

varsayilsin. N;’ye iligskin yogunluk siireci asagidaki gibi tanimlanabilir.
A1) =Y (Dadx;) a7

Y;(t), eger i’nci birey, ilgilenilen olay bakimindan t zamanindan hemen dnce riskte
ise 1 degerini, aksi halde 0 degerini alan bir gosterge degiskenidir. i’nci bireye
iligkin yogunluk ya da hazard hizi a(t|x;) , sabit ya da zaman bakimindan degisken
olan esdegiskenlerin varlig1 altinda tanimlanir. Bir regresyon modeli elde etmek i¢in

a(t|xi) nin X, (t) ’ye ne sekilde bagh oldugunu tamimlamak gerekir. Bu iliskiyi

parametrik, yari-parametrik ve parametrik olmayan modeller kurarak belirlemek
mimkunddr.

3.1. Goreli Risk Regresyon Modelleri

Bu grupta yer alan regresyon modelleri yari-parametrik modellerdir ve i’nci bireye
iliskin esdegisken vektor X, (t) *nin, hazard hizi a(t|Xi)i|e asagidaki gibi iligki

i¢inde oldugu varsayilmaktadir.

a(t|x;) =a,(t)z(, x (1)) (18)
Burada 7(f,x,(t)) gdreli risk fonksiyonu, B esdegiskenin etkisini gosteren
regresyon Katsay1 vektorii ve a,(t) tanimlanmamis temel hazard hizidir. Yukarida

tanimlanan model parametrik olmayan kisim (temel hazard) ve parametrik kisim
(goreli risk fonksiyonu) olmak iizere iki parga halindedir ve bu nedenle yari-
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parametrik model olarak isimlendirilmektedir. Model, N,(t)yogunluk siirecine
dayal1 olarak asagidaki gibi yazilabilmektedir;

A0 =Y, ®a,)z(8,x(1) (19)

7(f,0) =1loldugu varsayildigi zaman, tiim esdegisken degerleri sifira esit olan bir

bireye iligkin hazard hiz1 a,(t) olmaktadir.

Farkli bigimlerde risk fonksiyonlart tanimlanabilmektedir. Risk fonksiyonu
r(ﬁ,xi(t))=exp{ﬁTxi(t)} bigiminde tanimlanirsa, tstel goreli risk modeli elde

edilmektedir. Bu model ¢ok bilinen ve yaygin olarak kullanilan Cox regresyon
modeli olarak isimlendirilmektedir.

Baglanti fonksiyonu olarak 7(3,X,(t)) =1+ 8"x,(t) biciminde bir fonksiyon

tanimlanirsa model, dogrusal goreli risk modeli adini almaktadir. Bu model,
“toplamsal goreli hazard modeli (additive relative hazard model)” olarak da
isimlendirilmektedir. Bir bagka model, parametrik kisim igin dikkate alinan

fonksiyonun  z(,x,(t)) =1+exp(B'X,(t)) bigiminde oldugu modeldir. Bu

modellerde esdegiskenler temel hazard hizini toplamali olarak artirmakta ya da
azaltmaktadir. Ancak esdegiskenlerin etkisi tanimlanmamis temel hazard hizi ile
birlikte ortaya cikmakta ve esdegiskenlerin ayri ayr1 yorumlanmas: miimkiin
olmamaktadir. Ayrica modelin toplamsal bir yapiya sahip olmasi nedeniyle hazard
fonksiyonun pozitif deger almast her zaman saglanamamaktadir.

Goreli risk regresyon modellerinde iki bireye iliskin hazard hizlar1 oranlanirsa;

altx,) _ (B %,(1) (20)
a(t|x) 7(B.x()

ifadesi elde edilir. Eger tiim esdegiskenler zaman bakimindan sabit ise bu oran
zaman boyunca ayni kalir ve bu 0Ozellige sahip olan modeller orantili hazard
modelleri olarak isimlendirilir. Ozel olarak Cox’in modeli dikkate alindig1 zaman,
diger esdegiskenler sabit iken j’inci esdegiskendeki bir birimlik artig, hazard hizim

eﬁj kadar artirmaktadir. Genel anlamda bu deger j’inci esdegiskene iliskin goreli
risk olmaktadir. Regresyon katsayilar1 dogrusal goreli risk modelinde bu kadar
kolayca yorumlanamamaktadir. Bu nedenle Cox’in modeli ¢ok kullanilan bir model
olmaktadir (Aalen vd., 2008).

Cox’1in modeli ¢ok esnek bir model olmasina ragmen, esdegisken etkilerinin zaman
bakimindan degismez  oldugunun  varsayilmasi, modelin uygunlugunun
denetlenmesini O6nemli bir problem haline getirmistir. Modelin uygunlugu
konusunda gerek grafiksel olarak, gerek artiklara dayali pek ¢ok caligma yapilmistir.
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Orantililik varsayiminin bozuldugu ortaya ¢ikarsa, Cox’in modeline zamana bagl
baz1 esdegiskenlerin eklenmesi miimkiindiir. Bir¢ok farkli bigimde zamana bagl
esdegisken modele dahil edilebilmektedir. izleme zamani farkli zaman araliklarina
bdliinerek her bir aralik i¢inde gegerli olmak iizere parcali sabit goreli risk varsayimi
yapilabilir. Bir bagka yol ise, zaman bakimindan degisken (time-varying) olan
esdegiskenin etkisi igin parametrik bir fonksiyon tamimlamaktir. Ancak hangi
fonksiyonun uygun oldugu konusu ¢ok agik degildir.

Bir diger yol ise tabakali modelin kullanilmasidir. Orantililik 6zelligi gostermeyen
esdegiskenin diizeyleri tabaka olarak kabul edilir. Her tabaka, farkli bir temel hazard
fonksiyonuna sahip olmakta ancak regresyon katsayilari biitiin yigin ig¢in ayni
olmaktadir. Modelin dezavantaji, tabakali olarak alinan esdegiskenin etkisinin
Ozetlenmesinin zorlugudur. Cok sayida tabakanin varligi durumunda model uyumu
zorlasir ve tahminlerin kestirimleri zayiflar. Ayrica ayn1 anda pek ¢ok esdegiskene
nasil anlam verilecegi giiclesir.

3.2. Toplamsal Regresyon Modelleri

Goreli risk regresyon modellerinde esdegiskenlerin etkisinin, temel hazard
fonksiyonu iizerinde ¢arpimsal bir rol oynadig ve etkilerinin zaman boyutunda sabit
oldugu varsayilmaktadir. Ancak bazi durumlarda esdegiskenlerin etkisi ¢arpimsal
olmaktan ¢ok toplamsal olmaktadir. Yani bagka bir deyisle esdegiskenin etkisinin
Olciimii, goreli bir ol¢liden ¢ok mutlak bir 6l¢ii olarak ortaya ¢ikmaktadir. Bu
modellerde esdegiskenlerin etkilerinin zaman boyunca degismesine izin
verilmektedir ve modeller parametrik olmayan modellerdir. Cesitli bigimlerde
kurulan modeller pek ¢ok yazar tarafindan incelenmistir. Yukarida deginilen
toplamsal goreli hazard modelleri kimi zaman bu grup i¢inde yer almaktadir. Ancak
yine de goreli olma 6zelligi 6ne ¢ikmaktadir. Tiimiiyle parametrik olmayan 6zellige
sahip olan model Aalen tarafindan Onerilen ve kendi adiyla anilan Aalen’in
toplamsal hazard modelidir (Aalen’s additive hazards model) ve asagidaki gibi
tanimlanmaktadir (Aalen, 1980).

a(t]x) = A0+ AOX 0 +-+ B, 0%, (1) (21)
Ai(t) =Yi (O)(B0) + B, (0)x, (1) +---+ B, ()X, (1)) (22)

Burada X ('[)=(Xil(t),Xiz(t),...Xip(t))Tt zamaninda i’nci  bireye iliskin

esdegisken vektori, By (t) biitiin esdegisken degerleri sifir olan bir bireye iligkin
temel hazard hizimt gostermektedir. Bu modeldeki katsayilar, t zamaninda,

esdegiskendeki bir birimlik degismenin temel hazard hizi S, (t) *de meydana
getirdigi degismeyi gostermektedir. Bu anlamda ﬂj (t) t zamaninda j’inci

esdegiskenin etkisini gosteren risk artisidir (excess risk). Diger modellerden farki,
Aalen’in modelinde, zaman boyutunda f,(t) katsayilarinin - biiyiikliigiinde ve
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isaretinde serbestce degisiklik olmasina olanak verilmesidir. Ayrica esdegiskenlerin
etkileri de zaman boyunca degisebilmektedir. Temel hazard hizi tanimlanmamig bir
fonksiyondur ve model tam olarak parametrik olmayan bir modeldir.

En c¢ok olabilirlige dayali tahmin tekniklerinin kullanildig1 orantili hazard
modellerinin aksine, risk katsayilarinin tahminleri en kiigiik kareler tekniklerine
dayali olarak elde edilmektedir. Aalen, modeldeki f, (t) katsayilarin1 dogrudan

tahmin etmek yerine birikimli regresyon katsayilarinin en kiiciik kareler tahminini
elde etmistir.

Yar1 parametrik toplamsal regresyon modelleri Lin ve Ying; McKeague ve Sasieni
tarafindan Onerilmistir (Lin ve Ying, 1994; McKeague ve Sasieni, 1994). Lin ve
Ying tarafindan dnerilen model;

A4 M) =Y, (t){ﬂo O +rx (t)} (23)

bicimindedir. Burada S,(t), tanimlanmamis temel hazard hizi, y, zaman boyutunda
sabit oldugu varsayilan regresyon katsay1 vektori, x;(t) esdegisken vektoriidiir.

McKeague ve Sasieni tarafindan onerilen model ise, bir bakima Aalen’n modeli ile
Lin ve Ying tarafindan 6nerilen modelin karisimi olarak diisiintilebilir.

A=Y, O{AOz ) +r% O} (24)

Bu modelde regresyon katsayilarinin bazilari zaman bakimindan degisebilirken
bazilarinin sabit oldugu varsayilmaktadir.

Toplamsal ve ¢arpimsal modelleri birlikte ele alan ve ¢arpimsal-toplamsal modeller
(multiplicative-additive models) olarak adlandirilan farkli  modeller de
kurulabilmektedir.

3.3. Parametrik Regresyon Modelleri

Parametrik olmayan modeller daha ¢ok biyoistatistik ve tip alaninda kullanilirken,
parametrik modeller mekanik bir parcanin Omiir siiresiyle ilgili giivenirlik
caligmalarinda kullanilmaktadir. En ¢ok kullamlan dagilimlar dstel, Weibull
dagilimlar1 olmaktadir.

Daha once [O,t)arahglnda, i’nci bireye iligkin tanimlanan olayin meydana gelmesi
sayist bir sayma siireci olan N, (t) ile gosterilmisti. Olay, her bir birey i¢in en fazla
bir kez ortaya ¢ikmakta ve N, (t) yalmzca 0 ya da 1 degerini almaktadir. Tekrarlt

olay (recurrent event) verisinde ise her birey icin olay birden fazla kez
tekrarlanabilir ve N, (t) 1’den biiyiik tam sayili degerler alabilir. Bu durumda
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N; (t) *nin yogunluk siireci g-boyutlu parametre ile A,(t;6) olarak gdsterilmekte ve
asagidaki gibi tanimlanmaktadir;

2,(6:6) =Y, (Oa (t:6) (25)

Burada, Y,(t) i’nci birey i¢in; t zamanindan hemen dnce birey gozlem altinda ise 1,
aksi halde 0 degerini alan bir gosterge degiskeni, ¢; (t;6), yogunluk ya da hazard hizi
olmaktadir.

Regresyon modeli igin hazard hizi¢; (t;0), bilesenleri sabitlenmis ya da zaman

bakimindan degisken olan esdegisken vektorii X, (t) = (X (1), Xy, -y Xip(t))T ‘ye bagh
olacaktir.

Bu modeller, gozlenebilen esdegiskenlere bagli olarak ortaya ¢ikan ve bireyler
arasindaki farkliliklar1 modellemek icin kullanilabilir. Ancak, genetik ya da ¢evresel
faktorlere bagl olarak ortaya ¢ikan, gézlenemeyen degiskenlere bagli olan bireyler
arasindaki farkliliklar modellenmek istenirse bagka bir modelleme yapmak
gerekmektedir.  Bu  problem, kirtlganhik  (frailty) modelleri  kurularak
cozulebilmektedir.

4. KIRILGANLIK MODELLERIi

Bireyler birbirlerinden farklidir. Bu durum yasamin ve istatistigin temel bir gézlemi
olmaktadir. Bazen bir birey i¢in yararli olan bir islemin, bagka bir birey i¢in daha az
yararli olacag1 sonucuna ulasilabilir. Bir bireye iliskin yiiksek bir risk faktort, bagka
bir birey icin daha diisiik bir risk anlamimna gelebilir. Bu degisim her yerde
gozlenebilen bir degisimdir.

[statistiksel analizin amaglarindan biri de boyle bir degisimi belirleyen faktorleri
dogru bicimde anlamaktir. Bu nedenle yapilan bir regresyon analizinde,
gozlenebilen esdegiskenlerle agiklanamayan bazi degisimler bulunmaktadir ve
aciklanamayan bu degisim dnemli olabilmektedir.

Yasam silirdiirme analizinde, simdiye kadar anlatilan modeller, gozlenebilen
esdegiskenlere bagli olarak bireyler arasinda goriilen farkliliklart modellemek igin
kullanilabilir. Esdegiskenlerle agiklanamayan, degisimi gozlenemeyen heterojenlik
(unobserved heterogenity), modellenmek istendigi zaman kirilganlik modelleri s6z
konusu olmaktadir. Yani bazi bireyler i¢in tanimlanan olaym gergeklesmesi daha
muhtemeldir ve bireyler arasinda temel bir rastgelelik (radomness) daima mevcut
bulunmaktadir.

Kirilganlik sozcligii, gozlenemeyen heterojenligi tanimlamak {izere ilk olarak
Vaupel ve arkadaglar1 tarafindan tek degiskenli yasam siirdiirme modellerinde
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kullanilmustir . Vaupel, demografik anlamda bir bireye iliskin 6liim giiclinii (force of
mortality); bireyin zayiflik diizeyi ve temel bir fonksiyonun ¢arpimi olarak
tanimlayan bir rasgele etki modeli dnermistir (Vaupel vd., 1979). Clayton ve Cuzick
temel hazard fonksiyonu iizerinde ¢arpimsal bigimde etkili olan orantili hazard
kirilganlik modelini &nermistir (Clayton ve Cuzick, 1985). Hougaard bireyler
arasindaki heterojenligi gamma, ters Gaussian dagilimlarini kullanarak parametrik
olarak modellemistir (Hougaard 1984, 1986). Sinha ve Gustafson ¢ok dlzeyli ¢ok
degiskenli yasam siirdiirme verisi icin bayesci hiyerarsik zayiflik modellerini
incelemistir (Gustafson, 1995; Sinha, 1993). Yau rastgele etkiler icin ¢ok diizeyli
(multilevel) modelleri 6nermistir (Yau, 2001). Yashin ve arkadaslar iligkili veri
yapisinda kirilganlik modelini incelemis (Yashin vd., 1995), Huber ve Vonta
modeli, veride durdurma ve budanma (truncation) durumu varken ele almistir
(Huber ve Vonta, 2004).

Coziimlenmek istenen problemlerde kirilganligin var olmasi, pek ¢ok birbirinin i¢ine
girmis hataya yol agmakta ve yanlis sonuca ulagsmaya neden olabilmektedir. S6z
konusu olay, yiiksek riske sahip olan bireylerde, diger bireylerden daha once
meydana gelmektedir. Boylece bir siire sonra risk setinde kalanlar daha diisiik
ortalama kirilganliga sahip olacaklardir. Bu durum asagi dogru hareket eden bir
hazard hiz1 etkisi izlenimi vermektedir. Yigina iliskin ¢ok yavas artan hatta azalan
bir hazard hizi, bireysel riskin de azaldigi bigiminde yorumlanabilmektedir. Ancak
kimi zaman bu durum bitiindyle yanlis olabilmektedir. Yigin i¢in gbzlemlenen
hazard hiz1 azalirken her bir bireye iliskin gozlemlenemeyen hazard hizinin artmasi
mumkun olabilmektedir.

Bu durum ashinda hazard hizin1 ger¢ek anlaminin ne oldugu sorusunu ortaya
¢ikarmaktadir ve hazard hizi, modellerin kurulmasinda, hatta daha genis bir anlamda
sayma siireci yaklasgimmin kurulusunda 6nemli bir kavaram olmaktadir. Hazard
hizinin zaman boyutunda gelismesi, bireye iliskin riskteki gelismeyle yarisan riskler
tanimlanmaktadir. Boylece hazard hizinin bigimi gozlendigi zaman, bunun
bireylerin igindeki degisime mi yoksa bireyler arasindaki farkliliga mi bagh
oldugunu bilmek zor olmaktadir.

Daha once de deginildigi gibi, bazen s6z konusu olan olay bir birey i¢in birden fazla
sayida gerceklesebilir. Boyle olaylar tekrarli olaylar adini almaktadir. Baska bir
durumda ise ilgilenilen birden ¢ok olay bulunmaktadir. Boyle olaylar yarigan riskler
(competing risks) olarak adlandirilmaktadir. Her birey i¢in olayin birden ¢ok kere
gerceklesebilmesi durumu ¢ok-durumlu modeller ile tanimlanmaktadir. Tekrarlt
olaylar ya da bagka tiir ¢cok degiskenli yasam siirdiirme verisi varken rastgele etki
modellerinin kurulusunda kirilganlik kavramindan yararlanilmaktadir. Bdoylece
kirilganlik teorisi ¢esitli bigimlerdeki rastgele etki modellerinin kurulmasinda
onemli olmaktadir.

Uygulamada kirilganlik kavraminin ne anlama geldigi yani heterojenlik kaynaginin

ne oldugu birkag maddede 6zetlenebilir. ilk olarak baslangicta var olan biyolojik
farkliliklardan bahsedilebilir. Ornegin baz1 bireyler hassas bir kalple ya da kansere
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genetik bir yatkinlikla dogar. Ikinci olarak kirtlganlik, dinamik bir kavaram olarak,
Ornegin stresli bir yasgamin zaman boyunca bireyleri degistirebilmesi olarak ortaya
cikabilir. Ugiinciisii de ge¢ kalinmis ya da erken teshis edilmis bir hastaliga bagl
olarak ortaya c¢ikan heterojenligi kapsayabilir. Bu durum biyolojik 6zelliklerin
dogasinda bulunan kirilganliktan biraz daha farkli olmaktadir. Bu anlamda
kirtlganlik, bireyler arasindaki pek ¢ok farkli heterojenlik tiiriinii kapsamasi
bakimindan karmasik bir kavram olmaktadir. Kisaca bu kavram, bireyler arasinda
farkliliklar oldugunu varsaymaktadir. Ancak bu farkliliklarin risk bakimindan nasil
degerlendirilmesi gerektigi onemli bir soru olarak kargimiza ¢ikmaktadir.

Kirtllganlik kavramini matematiksel olarak ifade etmenin yollarindan biri, her bireye
iliskin hazard hizi lizerinde orantili bigimde hareket eden bir kirtllganlik faktorii Z’ye
sahip oldugunun varsayilmasidir. Boylece kirilganlik faktorii Z’ye sahip olan bir
bireye iliskin hazard hiz1;

a(t|z) =Zaft) (26)
olmaktadir. Burada, kirilganlik diizeyini tanimlayan Z, bireylerin ait oldugu yigina
iliskin bir rastgele degisken olarak kabul edilmektedir. Z ve @ (t) ifadelerinin her

ikisi de gozlenemez (unobservable). Bir yigindan gozlenebilen sey bireye iligkin
hazard hiz1 degildir, ancak farkli kirilganliklara sahip olan ¢ok sayida bireye iligkin
bir sonugtur veya y1gin hazard hiz1 olarak adlandirilan kavramdir.

t
Z verildiginde t zamanina kadar yasam siirdiirme olasiligi, A(t) = Ia(u)du olmak
0

Uzere;

S(t|z)=e 0 @7)
olarak tanimlanmaktadir. Y1gina iliskin yasam siirdiirme fonksiyonu ise;
S(t)=E{e ™"} (28)

olmaktadir. Z’ye iliskin Laplace doniisimii L(c) = E(exp(—cZ)) ile tanimlanirsa
yasam siirdiirme fonksiyonu,

S(t) = L(A(1) (29)

ve u(t) ile gosterilen y18in hazard hizi;

u(t) = a(t)ﬁ (30)

bi¢iminde elde edilmektedir. Boylece y1gin ve bireye iligkin hazard hizi arasindaki
fark ikinci terimle belirlenerek daima azalan bir fonksiyon oldugu
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gosterilebilmektedir. Model, bireye iligkin heterojenligi agiklamanin zamana bagl
olmayan basit bir ifadesi olmakla birlikte heterojenlikle ilgili sorunun ¢ézimiinde
etkili bir model olmaktadir. Laplace doniiglimiiniin saglandig1 dagilimlar kirilganlk
dagilimlan olarak alinabilmektedir. Bu konuda gamma dagilimi genel bir se¢im
olarak kabul edilmektedir. Gamma dagilimindan bagka pozitif kararli (positive
stable), glg¢ varyans fonksiyonu (power variance function), lognormal, ters (inverse)
Gaussian, Weibull ve bilesik (compound) Poisson dagilimlarindan
yararlanilmaktadir (Hanagal, 2011; Wienke, 2011).

5. SONUC

Guniimiizde hemen her alanda istatistiksel analizlerden yararlanilmaktadir.
Analizlerin kullanimi 6ncelikle elde edilen verinin yapisina ve verinin dogasinda
bulunan degiskenlige baglidir. Rastgelelik, veriye iliskin degisimin hepsini kapsayan
yakalanmas1 zor, genis bir kavramdir. Istatistiksel analizlerin baslica amaci,
rastgeleligi yaratan faktorleri dogru bigimde anlamak ve yorumlamaktir. Bu anlamda
rastgelelik her durumda incelenmesi gereken bir olgu olmaktadir.

Bu caligmada yasam siirdiirme analizindeki gelismeler tarihsel boyut dikkate
almarak incelenmis, yasam siirdiirme analizinin temel kavramlari, ortaya ¢ikan yeni
problemler ve problemleri ¢ozmek fiizere ileri siirlilen yeni diislinceler sayma
stiregleri kurami bakimindan agiklanmaya c¢alisilmistir. Yasam siirdiirme analizinde
yer alan modeller, genel 6zellikleri dikkate alinarak siniflanmaya calisilmis ve tiim
modeller sayma siiregleri kurami baglaminda ele alinarak incelenmistir.
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