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OZET

Bu ¢aligmada, verici ve alict arasinda Gauss ve Laplace haberlesme kanallart bulunan ikili iletisim sistemleri
calistimaktadir. Ortalama gii¢ kisitlamasi altinda, ortalama hata olasiligini en kiigiilten stratejinin aragtirilmasi
amaglanmaktadir. Oncelikle, optimal stratejinin sunulan eniyileme probleminin ¢oziimii seklinde oldugu
gosterilmektedir. Daha sonra, kanal anahtarlamanin sistem performansini ortalama hata olasiligl acisindan
iyilestiremeyecegi kosul elde edilmektedir. Bu durumda, optimal ¢6ziimiin herhangi gii¢ kisitlamasi altinda
Gauss kanal1 tizerinden iletim seklinde oldugu gosterilmektedir. Kosulun saglanmadigi durumda ise optimal
strateji, eniyileme probleminin ¢oziimii ile belirlenmektedir. Son olarak, kuramsal sonuglart dogrulamak
amactyla sayisal rnekler sunulmaktadir.
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ABSTRACT

In this paper, binary communication systems are studied in the presence of Gauss and Laplace channels. The
objective is to investigate the optimal strategy that minimizes average error probability under the average power
constraint. First, it is shown that the optimal strategy is the solution of the presented optimization problem. Then,
the condition in which channel switching does not provide any further performance enhancement is obtained. In
this case, it is shown that the optimal strategy is to transmit over Gauss channel for any value of the average
power constraint. In the case of the condition is not satisfied, the optimal strategy is determined by the solution
of the optimization problem. Finally, to corroborate theoretical results, numerical examples are presented.

* Sorumlu yazar / Correspondence
Mehmet Emin TUTAY
D<lemin.tutay @dicle.edu.tr

Please cite this article in press as M. E. Tutay

, “Gauss ve Laplace Kanallar1 arasinda Optimal Anahtarlama”, DUJE, vol. 11, no. 3, pp. 1055-1060, September 2020.


mailto:emin.tutay@dicle.edu.tr

DUMF Miihendislik Dergisi 11:3 (2020): pp. 1055-1060

Giris

iletisim sistemlerinde, ortalama gii¢ kisitlamasi
altinda rastgelelestirme tekniginin, performansi
ortalama hata olasiligl agisindan iyilestirebildigi
literatlirde cesitli calismalarda gosterilmistir [1-
10]. Gauss olmayan girilti dagihimlar igin bu
yaklasim, sitemin verici tarafinda disinilmis
ve optimal isaretleme stratejisi belirlenmistir
[1-3]. Ayni yaklasim, iletisim sistemlerinin alici
tarafinda da ele alinmis ve optimal sezici
rastgelelestirme teknigi ile beraber bunlara
karsilik gelen optimal isaretleme stratejileri
cahsiimistir [6-7].

Sistemde verici ve alici arasinda birden cok

haberlesme kanali bulunmasi durumunda,
rastgelelestirme teknigi farkli haberlesme
kanallarinin iletisim icin zaman paylasimh
kullanilmasi  seklinde uygulanabilir [8-10].

Literatlirde kanal anahtarlama olarak bilinen bu
teknik, ilk olarak [8]'de ele alinmis, sistemin
ortalama hata olasihginin  kanal glrilti
modellerine ve ortalama gli¢ kisitlamasina bagli
olarak iyilestirilebilecegi goOsterilmistir.  Bir
baska calismada, Gauss glrultili kanal ile
Gauss karisim glrtltili kanallar ele alinmis ve
ortalama hata olasiliginin iyilestirilebildigi cesitli
ornekler ile gosterilmistir [9].

Bu calismada, sistemdeki toplanir guraltila
kanal modellerinin  Gauss veya Laplace
glraltuli kanal modelleri oldugu ikili iletisim
sistemi, glic kisitlamasi  altinda ele
alinmaktadir. ilk olarak, optimal stratejinin
sunulan  eniyileme  probleminin  formila
seklinde oldugu gosterilmektedir. Daha sonra,
Gauss gurultild kanal ile Laplace guraltila

kanala gbre asimptotik olarak daha iyi
performans elde edildigi gosterilmektedir.
Ayrica, Gauss ve Laplace kanallari arasinda

rastgelelestirmenin tek kanalli iletime gore
ortalama hata olasiligini iyilestiremedigi kosul
elde edilmektedir. Bu durumda, ortalama giic
kisitlamasinin  degerinden bagimsiz  olarak
optimal stratejinin Gauss kanali Uzerinden
iletim seklinde oldugu gosterilmektedir.
Belirtilen kosulun saglanmadigi durumda,
sistemin gic kisitlamasina bagl olarak Gauss
veya Laplace giriltdlid kanallarin birbirlerine
gore daha iyi performans verebilecekleri

gosterilmektedir. Bu durumda, optimal strateji
eniyileme probleminin  ¢6zimi ile elde
edilmektedir. Son olarak, rastgelelestirmenin
ortalama hata olasiligini iyilestirdigi ve
iyilestirmedigi her iki durum igin sayisal
sonuglar birer 6rnek ile gésterilmektedir.

Problem Tanim

fletisim sistemlerinde, verici ve alici arasinda
anlik olarak sadece birinin kullanildig1 c¢oklu
toplanir giiriltii  kanallarinin  mevcut oldugu
durum ele alinmaktadir. Belirli bir anda, verici
hangi haberlesme kanalimin  kullanilacagi
bilgisine sahip olup, bu kanala karsilik gelen
yildiz kiimesine (signal constellation) gore
iletimi gergeklestirmektedir.

Kanal giiriiltiilerinin, Gauss veya Laplace
dagilimina sahip giiriiltiiler oldugu ikili iletisim
sistemleri disiiniilmektedir. Giiriilti dagilimlar
Gauss ve Laplace ile modellenen kanal sayilari,
sirastyla Kg ve KL ile gosterilmektedir. Burada,
Ke adet Gauss kanali degisinti (varyans)
degerleri acisindan farklilik gostermektedir.
Benzer bir sekilde K. adet Laplace kanali da
degisinti degerleri acisindan farklilik
gostermektedir. Ayrica, “0” ve “1” sembollerine
karsilik gelen Onsel olasiliklarm esit oldugu
kabul edilmektedir. Bu durumda, en iyi
performansi verdiginden alictda maksimum
olabilirlik (ML) kuralli sezici kullanilmaktadir
[11-12].

Bu c¢aligmada amag, ortalama giic kisitlamasi
altinda ortalama hata olasiligin1 minimize eden
stratejiyi bulmaktir. Mevcut kanal sayisindan
bagimsiz olarak, optimal stratejinin en ¢ok iki
kanal iizerinden zaman paylasimi seklinde
oldugu [4,8,10] calismalarindakine benzer
yaklasimlarla ispat edilebilir. Ayrica, ortalama
hata olasiligi Gauss ve Laplace kanallar1 i¢in
tekdlize, azalan ve digblikey fonksiyonlar
oldugundan optimal strateji i¢in en diisiik
degisintili  Gauss ve Laplace kanallar
disindakilerin kullanilmayacag: agiktir.

Matematiksel olarak ifade edilecek olursa,
U ={a,P,,P} eniyileme uzay:1 iken, asagida

belirtilen eniyileme probleminin ¢dziimii optimal
stratejiyi belirleyecektir.
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min ce, (R,) +(1-a)e (P)

oyleki aP, +(1-a)P <P,

avg

0<ac<l 1)

Burada P, ve P, sirasiyla Gauss ve Laplace

kanallar lizerinden yapilan iletim i¢in harcanan
ortalama giicli gosterirken e;(P;) ve e (P.)

buna karsilik elde edilen ortalama hata
olasiliklarim1  gostermektedir.  Sistem  igin
ortalama gii¢ kisitlamas1 P, ile belirtilmektedir.

Ayrica, « iletim i¢in Gauss kanalinin
kullanilma oranmm1 gosteren degisken (kanal
anahtarlama orani) olarak, tanimlanmaktadir.
Omek olarak, «=0.2 degeri zamanm
%20’sinde Gauss kanal1 iizerinden iletim
yapildigi, %80’inde ise Laplace kanali iizerinden
iletim yapildig1 anlamini tagimaktadir.

Mevcut giriiltii  dagilimlart  ve esit Onsel
olasiliklar dikkate alindiginda, “0” ve “1” bitleri
icin So ve Siisaret degerlerini gostermek iizere,
isaret degerleri S1 = -Sp olarak segileceginden,
denklem (1)’deki ortalama hata olasiliklar1 iletim
icin harcanan ortalama giiciin fonksiyonu olarak
belirtilmektedir.

Denklem (1) incelendiginde, optimal stratejinin
asagida belirtilen yontemlerden bir1 seklinde
oldugu goriilmektedir:

e Gauss kanali lizerinden iletim (« =1)
e Laplace kanali lizerinden iletim (« = 0)

e Gauss ve Laplace kanallart iizerinden
zaman paylasimi  seklinde  iletim
O<a<l

Optimal Strateji

Bu bolimde optimal strateji i¢in yukarida
belirtilen yontemler incelenmektedir. Ortalama
degeri “0” olan Gauss giiriiltiisii i¢in olasilik
yogunluk fonksiyonu (OYF)

02

fo(n)=—L—e ¢

G( ) 2706 (2)
olarak tanimlanmaktadir [13]. Burada o, Gauss
giriiltiisic  i¢in  standart sapma  degerini

gostermektedir. Bu kanal iizerinden Py ortalama
giicii harcanarak yapilan ikili iletisim neticesinde

ortalama hata olasihigr e (P;)= Q(\/g / og)
olarak  hesaplanmaktadir [13]. Burada

Q) =7 Ij e % dt seklinde tanimlanmaktadir
[13].

Ortalama degeri “0” olan Laplace giiriiltiisii i¢in
OYF,

nv2

1
f (n) = Too e
L

©)
olarak verilmektedir [13]. Burada o, Laplace

giirtiltiisti i¢cin standart sapmay1 gostermektedir.
Bu kanal iizerinden P, ortalama giicii harcanarak

Sz

elde edilen ortalama hata olasihigi ie
olarak hesaplanabilir.

Optimal stratejinin belirlenebilmesi amaciyla,
iki kanalin ortalama hata olasiliklar1 arasindaki

fark asagidaki fonksiyon olarak
tanimlanmaktadir:
es(p) =e (p)—es(P)
2 O, G ( 4)
Tiirev alinacak olursa,
e, (p)=— [e_%aé - ejﬁ% ]
‘ 2\2p *og Jr o, ©)

esitligi elde edilmektedir.

Lemma 1: Gauss ve Laplace kanallarinin
ortalama hata olasiliklar icin, asagida verilen
esitsizlik gecerlidir:

4

ec () <e.(p) vp < (2% )

2
: (6)
Ispat: Kanallarin  ortalama hata olasilik
performanslart  i¢in  asagidaki  esitsizlikler
gecerlidir:
W] 2@1 &

<T@ < et =
es(p)=Je <Ze™ =e(p)

(7)
Burada, esitsizlik (1), Q(.) fonksiyonu igin
gecerli olan Q(x) < 0567 esitsizliginden dolay1
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gecgerlidir [14]. Esitsizlik (2) ise Onermede
belirtilen p >8c; / o} kosuluna dayanmaktadir.

Lemma 1, gii¢ seviyesinin belirli bir smirmn
istiinde olmasit durumunda Gauss kanali ile
Laplace kanalma gore daima daha disiik
ortalama hata olasiliginin elde edildigini ifade
etmektedir. Belirtilen neticenin gegerli olmasi,
giic i¢in her iki kanalin degisintileri ile
belirlenen bir alt sinir1 gerektirmektedir.

Gauss ve
standart

o, ZO‘G\/; esitsizligini sagliyorsa, denklem

Onerme 1:
giiriiltiilerinin

Laplace kanal
sapma  degerleri

(1)’de tanimlanan problem i¢in optimal strateji
Gauss kanal1 lizerinden iletim yapmaktir.

Ispat: et'j(p) fonksiyonu incelendiginde,

20'G
e +203[% In( )]

L L

)]1/2

(@)
fonksiyonun [0,P") araliginda

P =

O'G [0'G I(O'G

olmak {zere,
pozitif, (P",) araliginda ise negatif degere
sahip oldugu gosterilebilir [15]. Ayrica, Lemma
I’in sonucu dikkate alindiginda,
e;(p)>0 Vp>0 sonucu elde edilmektedir.

Dolayisiyla, esit gii¢ harcandiginda Gauss kanali
daima daha 1yi performans gostermektedir.

Onerme 1, kanal giriiltiileri i¢in o, > o, \/;
sarti saglandiginda denklem (1)’de belirtilen
eniyileme problemi igin optimal ¢oziimiin Gauss
kanal1 lizerinden iletim seklinde oldugunu ifade
etmektedir.

Onerme 2: Kanal giiriiltiilerinin standart sapma
degerleri icin o, < O'G\/; esitsizligi  gegerli
oldugunda, e,(p)=0 esitligini saglayan sonlu

tek bir pozitif deger ") olup kanal
performanslar1  arasindaki  iligki  asagida
belirtilmektedir:
o e(p)<es(p), p<p’ (%)
o e(p)>es(p), p>p' (9b)
Ispat: e,(p) fonksiyonu incelendiginde p, ve

P2,

p =20 +2 ["G In( )] 4"6["G |(GG )JV2 (10a)

pzfza% 26, [“G In(GG )]+4”G["G In(GG )]1’2 (10b)

L

yukarida belirtilen degiskenler olmak {izere,
fonksiyonun (p,, p,) araliginda pozitif deger

aldigi, bunun diginda ise ( [0, p,)w(p,,®) )
negatif deger aldig1 gosterilebilir [15]. e, (p),

6{.037 ed(p)
fonksiyonunu “0” yapan sonlu tek bir deger

olup, p'e(p, p,) olarak elde edilmektedir.

Buradan,
edilebilir.

p=0 igin degerini  aldigindan,

Oonermede belirtilen sonuglar elde

Onerme 2, o, <GG\/; sarti saglandiginda

Laplace kanalinin diisiik gii¢c seviyelerinde daha
iyi performansa sahip oldugunu, Gauss kanalinin
ise daha yiiksek giic seviyelerinde daha iyi
performans gosterdigini belirtmektedir.
Dolayisiyla, sistemin ortalama gii¢ kisitlamasina
bagli olarak zaman paylasimi seklinde her iki
kanali kullanmanin tek kanala gore daha iyi
performans gosterebilecegini ifade etmektedir.
Kanal anahtarlama oranlar1 ve harcanacak giic
seviyeleri denklem (1)’de belirtilen eniyileme
probleminin ¢6ziimii ile elde edilebilir.

Sayisal Sonuclar

Bu boliimde denklem (1)’de verilen eniyileme
problemi farkli senaryolar i¢in c¢alisilmig ve
optimal stratejiler belirlenmistir. Ilk olarak,
standart sapma degerleri o, =2 ve o, =1 olan
Gauss ve Laplace giiriiltiilii kanallar se¢ilmistir.

Bu senaryoda ortalama hata olasiligi her iki
kanal i¢in sekil 1’de sunulmustur.

0.5

Laplace
Gauss

0.45

0.4 n

Ortalama Hata Olasihigi

o o o
o o o N o w
- o N o w a

o
o
a

o
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Sekil 1. Gauss ve Laplace giiriiltiilii kanallar i¢in
ortalama hata olasiliklar1 (o, =2 ve o4 =1)

Grafik incelendiginde, biitiin P,,, degerleri i¢in

Gauss giiriiltiili kanal ile daha diistik ortalama
hata olasilig1 elde edildigi gozlemlenmektedir.
Bu durumda, optimal strateji Gauss kanali
iizerinden iletim seklinde olmalidir. Onerme
I’de belirtilen kosul saglandigindan, bu
beklenen bir sonugtur. Ayrica, Lemma 1°de
belirtildigi gibi belirli bir seviyenin iizerindeki
ortalama giic degerleri i¢in Gauss kanali daha
diistik ortalama hata olasilig1 vermektedir.

Gauss ve Laplace giiriiltiilii kanallar i¢in bir
diger senaryoda, standart sapma degerleri esit
olarak (o, =0, =1) secilmistir. Bu senaryoda,
ortalama hata olasiliklar1 farkli gii¢ kisitlama
degerleri icin sekil 2°de gosterilmistir.

0.5

Laplace
Gauss

0.45

0.4

0.35

03

0.25 -

0.2 [

0.15

Ortalama Hata Olasihgi

0.1

0.05

0

Sekil 2. Gauss ve Laplace giirtiltiilii kanallar i¢in
ortalama hata olasiliklar1 (o, =1 ve oy =1)

Grafik incelendiginde, P, =2.8238 i¢in her iki

kanal ile esit ortalama hata olasilig1 elde edildigi
(0.0464) gozlemlenmektedir. Ortalama hata
olasilig1 agisindan, daha diisik P,, degerleri

avg
icin Laplace giiriiltiilii kanal daha iyi performans
verirken, daha yiiksek P, degerleri i¢in Gauss

giiriiltiilii kanal daha 1yi performans vermektedir.

Onerme 2’de belirtilen kosul ( o, <og7 )
saglandigindan, Sekil 2’de gozlemlenen sonuglar
beklenen sonuglardir. P, degerine bagli olarak

optimal strateji her iki kanalin zaman paylasimli
olarak kullanimi seklinde olabilir. Dolayistyla,
denklem (1)’de belirtilen eniyileme probleminin
¢cozlimii ile optimal strateji belirlenmektedir.

Denklem (1)’de belirtilen eniyileme probleminin
coziimi farkli P, degerleri i¢in Tablo 1’de

avg

sunulmustur.
Tablo 1. Farkhh P

avg
(1)’de belirtilen eniyileme probleminin optimal
¢Oziimi

degerleri icin denklem

Pavg a PG PL
2 0 2
3 0.8127 | 3.1141 | 2.5049
4 1 4

Tablo 1 incelendiginde, P.

wg = 2 igin optimal

stratejinin Laplace kanali lizerinden P, = 2
olacak sekilde iletim oldugu gozlemlenmektedir.

fletim i¢in maksimum gii¢ seviyesinin kullanim
(P.=P,), e.(p) tekdiize azalan disbiikey bir

fonksiyon oldugundan beklenen bir sonugtur.
Aym tabloda, P,

vg
Gauss kanali iizerinden maksimum  giic
seviyesinde iletim seklinde oldugu
gorilmektedir. e, (p) tekdiize azalan disbiikey

= 4 i¢in optimal ¢oziimiin

bir fonksiyon oldugundan maksimum giic
seviyesinde iletim ( P, =P,, ), beklenen bir

avg

sonugtur.

Tablodaki ilging sonug, P, = 3 durumunda

gozlemlenmektedir. Bu durumda, optimal
¢Oziimiin 0.8127 oraninda Gauss kanali ve
0.1873 oraninda ise Laplace kanali {izerinden
iletim seklinde oldugu go6zlemlenmektedir.
Gauss ve Laplace kanallar1 i¢in harcanan
ortalama giic seviyeleri sirasiyla 3.1141 ve
2.5049 olarak elde edilmistir. Bu durumda,

sistemin harcadigi ortalama giicin P, = 3

seviyesinde oldugu goriilmektedir. Bu strateji

icin elde edilen ortalama hata olasiligi,
ae;(P;)+(1-a)e (P)=0.0415 olarak
hesaplanmaktadir.

Pw = 3 gl seviyesi i¢in tek kanal lizerinden

iletimin nasil bir performans verecegi merak
edilebilir. Bu durumda, P, > p" oldugundan

avg
Gauss kanali Laplace kanalina gore daha iyi
performans  vermektedir. ~ Gauss  kanali
lizerinden, bu gii¢ seviyesinde iletim yapilmasi
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durumunda ortalama hata olasilig1 0.0416 olarak
hesaplanmaktadir. Dolayisiyla, zaman
paylagimli kanal kullaniminin ortalama hata
olasiligint iyilestirdigi gorilmektedir. Ayrica,
Lemma 1’de belirtilmis oldugu gibi belirli bir

giic seviyesinden sonra Gauss giiriltiili
kanalinin Laplace giiriiltiili kanala gore daima
daha 1yl performans sergiledigi
gozlemlenmektedir.

Sonuclar

Bu c¢alismada, verici ve alict arasinda Gauss
giiriiltilii ve Laplace giiriiltiilii kanallar bulunan
ikili iletisim sistemleri caligilmigtir. Ortalama
gii¢c kisitlamasi altinda, ortalama hata olasiligini
en kiiglilten optimal stratejiler belirlenmistir.
Oncelikle, Gauss giiriiltiilii kanal iizerinden
iletimin optimal oldugu, zaman paylagimli kanal
kullaniminin 6nerilmedigi kosul belirlenmistir.
Daha, sonra zaman paylasimli  kanal
kullaniminin tek kanalli iletime gore performansi
iyilestirebilecegi kosul belirlenmistir. Kuramsal
sonuclart  dogrulamak maksadiyla sayisal
ornekler sunulmustur.
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