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OZET

David Hilbert matematigi temellendirmek icin Hilbert Programi olarak
bilinen yaklagimini 1920°li yillarin basinda 6ne strer. Bu programin amaci
aksiyomlara dayali temelde kalarak matematigin tutarliiginin sonlucu yontemle
gosterilmesidir. Boylece matematigin temellerine iliskin bilmeceler ve celiskiler
¢oziilebilecektir. Hilbert tiim matematigi, aksiyomlara dayali sonlu adimda tutarli
olarak bicimsellestirmeyi bir kanit kurami gelistirme cabasi olarak ele alir. Oyle
ki, sonsuzlukla ilgili olanlar da icerilmek tzere bir matematiksel dizgede ortaya
cikabilecek her tirli sorun ortadan kalkacaktir. Hilbert programinin baslangicina
sonlu sayida im ve bunlara iliskin kurallari koyar. Buradan icinde ideal nesnelerin de
bulundugu bir Gst-matematige gecer. Hilbert'in s6z konusu programi gelistirmesi
1899 yilinda yayinladigi eseri Geometrinin Temelleri'nden baslayip cesitli gelisim
asamalarindan gecerek 1931'deki eseri Temel Sayr Kuraminin Temellendirilmesi'ne
kadar strer. Calismamizda anilan dénemdeki metinler Uzerinden Hilbert'in
matematigi temellendirisinin evrelerini ortaya koyup 6zellikle sayiyi hangi zeminde
kurdugu lzerinde odaklanacagiz. Onesiirecegimiz sav ise bu temellendirme
stireclerinde Hilbert'in gorti temelli bir kavrayisi hep sirdirdigudir. Bir bagka
deyisle Hilbert sayinin temellendirilmesini olanakli kilan her tiirlii mantiksal ¢cikarimi
onceleyen gorusel bir kavrayisi savunmaktadir. Bu durum hig kuskusuz Hilbert'in
ne turlu bicimselcilikle ilgisi oldugu agisindan son derece belirleyicidir. Her ne
kadar Hilbert, kendisini hicbir calismasinda bicimselci olarak tanimlamamis olsa
da Brouwer'in kendisine yonelik elestirilerinden dolay! bicimselci olarak anilmistir.
Goriye iliskin vurgusu, Hilbert'le iliskilendirilebilecek bir bicimselciligin salt imlerin
oyunu olarak degerlendirilemeyecegini ortaya koyar. Bu baglamda calismamiz
Hilbert'in aksiyomlara dayali dizgeler, mantik ve goru arasinda ne tiirden bagintilar
kurdugunu da agimlayacaktir.

Anahtar Kelimeler: Hilbert, bicimselcilik, gord, sayl, mantik, aksiyomatik yontem

ABSTRACT
David Hilbert proposed his well-known Hilbert Program in the early 1920s for
foundations of mathematics. The purpose of his program was to prove the

consistency of mathematics by using the finitary methods and relying on axiomatic
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system. Thus, riddles and paradoxes related with the foundations of mathematics could be solved. Hilbert considers,
formalizing whole mathematics in a consistent finite way depending on axioms, as an effort to develop a proof theory. So
much so that any problems which may occur in a mathematical system, including those related to infinity, will be solved.
Hilbert begins with finite number of signs and rules and then proceeds to develop various proved consistent statements.
From there, he continues to a higher-order mathematics that includes ideal objects. Hilbert's development of the program
started in 1899 with the Foundations of Geometry, and completed by The Grounding of Elementary Number Theory in 1931. In
this paper, we will exhibit the various stages and attempts of Hilbert to found the numbers. Our thesis states that Hilbert has
always maintained an intuitive apprehension in these foundational attempts i.e. Hilbert advocates intuitional insight prior
to any logical inference that makes it possible to found the numbers. Although Hilbert did not define himself as a formalist
in any of his works, he was named as a formalist because of Brouwer's criticism of him. Hilbert’s emphasis on intuition
reveals that a kind of formalism which is a mere play of signs can be associated with him. In this paper, we will also deal with
the relations Hilbert established between signs, axioms, logic and intuition.

Keywords: Hilbert, formalism, number, intuition, logic, axiomatic method

Giris

19. yiizyil boyunca ve 20. yiizyil baslarinda matematik ve manuk felsefesinde, kdkensel
tartismalar ve dontistimler gerceklestigi goriiliir. 1870’lerde Eukleides-dist geometrilerin ortaya
ctkist, aksiyom ve gorii tarusmalari, 1900’lerin basinda naive kiime kurami, siirey varsayimi,
ardindan aksiyomatik kiime kuramlari, yeni manuk cesitleri, kanit kurami matematik ve
mantiktaki s6z konusu doniisiimlerin tastyici tartismalaridir. David Hilbert (1862-1943) tiim
bu tartismalarda ana eksende yer alir. Dolayisiyla 20. yiizyilin baglarinda Hilbertsiz bir felsefe
distintilemez. Ne var ki, Hilber¢'in bu tarih i¢indeki konumu kimi bakimlardan yanlis anlagilmis
goriinmektedir. Hilbert'in bicimselcilik anlayis;, onun gérii kavrayisindan koparularak,
imlerin yalnizca sdzdizimsel kurallar uyarinca diizenlenmesine indirgenmistir. Boylesi bir baks
agisinin yerlesmesinde Egbertus Jan Brouwer (1881-1966)’in 1927'deki eseri Bigimselcilik
Ustiine Incelemeler’in (Intuitionistische Betrachtungen iiber den Formalismus) payr bulunur. Bu
calismasinda Brouwer, bizim de asagida inceleyecegimiz Hilbert'in Matematiksel Problemler
(Mathematische Probleme), Aritmetigin ve Mantigin Temelleri Ustiine (Uber die Grundlagen
der Logik und der Arithmetik), Aksiyomatik Diisiince (Axiomatische Denken), Matematigin Yeni
Temeli (Neubegriindung der Mathematik), Matematigin Mantiksal Temelleri (Die Logischen
Grundlagen der Mathematik), Sonsuzluk Ustiine (Uber das Unendliche) eserleri baglaminda onu
bicimselci olarak konu etmektedir. Brouwer agisindan Hilbert'in matematigi, tam-deyimlerin
(Formel) bir 6begi olarak ele almasi onu bir bigimselci yapmaktadir'. Ustelik Brouwer Siireyin
Yapist (Die Struktur des Kontinuums) adli calismasinda da Hilbert’i, Richard Dedekind (1831-
1916), Giuseppe Peano (1858-1932), Bertrand Russell (1872-1970) ve Ernst Zermelo'yla
(1871-1953) birlikte anarak hepsini bicimselci olarak niteleyip soyle demektedir: “bu kisiler,
herhangi bir geometrik ya da aritmetik goriiyii biitiiniiyle diglar [vurgu benim] ve aragtirma
nesnelerini yalnizca matematiksel dille sinirlandirir”. Bu degerlendirmeler sonrasinda Hilbert'in

1 L E ] Brouwer, “Intuitionistische Betrachtungen iiber den Formalismus”, KNAW Proceedings 31 (1928), 375.
2 LE] Brouwer, “Die Struktur des Kontinuums”, i¢inde Collected Works I, Philosophy and Foundations of Mathematics,
1975, 430.

114 Felsefe Arkivi - Archives of Philosophy, Sayi/Issue: 52, 2020



Ozglic Giiven

bicimselciligi yaygin bir yanilgtyla salt imlerle oynanan bir oyun bigimselciligi olarak goriilmustiir.
Opysa Hilbert kendini asla salt bicimselci olarak gormedigi gibi, matematik ve manuk felsefesinde
bulundugu konum yalnizca imlerin diizenlenisi yoluyla anlagilamaz. Hilbert yapitlarinda giigla
bir bi¢imde, kendine gére diizenledigi goriiyii bir bilgi kaynag: olarak ortaya koymaktadir. Bir
baska deyisle, Hilbert'in matematigi temellendirme ¢abasindan gérii kopartilamaz. Bu savimizin
gerekgelerini gosterebilmek icin ¢alismamizda genis bir cerceve ¢izecegiz. Hilberc'in 1899'dan
1931’e kadar ortaya koydugu yapitlari, Brouwer’in yukarida anmadiklarini da icerecek sekilde
inceleyip, buralardaki temel tartismalari serimleyecegiz. Boylelikle, Hilberin matematigin
temellerini giivence altina alma ¢abasinin agamalarini izleyip bu asamalarda griiniin yerini
vurgulama olanagina ulasacagiz. Calismamiza ilkin Hilbert 6ncesindeki kanit tarugmalarint ele
alarak Hilbert'in matematigi sagin temellendirebilmek icin geleneksel aksiyom anlayisini nasil
degistirdigini gostererek bagliyoruz.

Hilbert Oncesinde Matematikte Kanit Tartismalart

18. yiizyilda matematikcilerin 6nemli sorunlarindan biri matematigin temelleri ve
matematiksel analizdir. Matematiksel kanitn yapisi hakkinda sorusturmalar, geometrinin
durumunu ve matematiksel kesinlik acisindan yerini tartigmaya agar. Leonhard Euler’in (1707-
1783) cabalariyla matematiksel analiz® geometrik yorumlanigsindan uzaklagtirilarak cebirsel bir
yaklasimla ele alinir. Daha sonra Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) 6zellikle 1788 yilinda
Analitik Mekanik (Mechanique Analitique) adli ¢alismasinda matematiksel kesinlik elde etmek
icin geometriden uzak durmak gerektigini dne siirer. Oyle ki, Euler ve Lagrange tek bir geometrik
sekil kullanmadan matematiksel analiz ve sonsuz kiiciikler hesabi hakkinda kitaplar yazar.
Bu durum, analiz ve sonsuz kiiciikler hesabinin onciileri olan Isaac Newton (1643-1727) ile
Gottfried Wilhelm Leibniz'in (1646-1716) konuya yaklagimindan ayridir. Newton ve Leibniz
gorii temelli bir geometri anlayisi sergiler. Onlardan sonra Immanuel Kant (1724-1804) uzay
ve zaman goriisiinii matematik yapabilmenin temeline koyar. Kant, felsefi bilgi ile matematiksel
bilgiyi birbirinden ayirarak felsefi kavramlarin ¢oziimlemeye, matematiksel kavramlarin ise
yapilandirmaya / inga edilmeye dayandigini belirtir.’ Bundan dolay1 Kant acisindan geometrik
bir kanit, ¢ikarim zincirlerine dayanmakla birlikte gorii zemininde ilerler. Gériide sergilenebilir
olmak, geometriyi salt kavramsal ya da deneysel olmaktan ayiran bir yandir. Béylece Kant,
Eukleides geometrisinde ortaya ¢ikan tiimcelerin sentetik a priori yargilar oldugunu éne siirer.
Kant'in Eukleides geometrisi ile kendi gorii kavrayisi arasinda kurdugu bu ilgi bir dénemin

geometri tartigmalariin odagt durumuna gelir.

19. ylizyilla birlikte matematiksel kanit diisiincesi onemli degisikliklere ugrar. Yaklagik
ayni zamanlarda Bernhard Riemann (1826-1866), Jdnos Bolyai (1802-1860), Nikola
Lobachevsky (1792-1856) ve Carl Friedrich Gauss (1777-1856) Eukleidesci olmayan tutarls

3 Matematiksel analiz, matematigin kalkiiliis/sonsuz kiiciikler hesabi, diferansiyel denklemler, fonksiyonel analiz
dallarini igeren siirekli fonksiyonlarla ilgilenen dalidir. Ozellikle, egrilerdeki egimler olarak niceliklerin degisimi ve
buralardaki nesnelerin uzunlugu, alani ve hacmini konu eder.

C. H. Jr. Edwards, The Historical Development of the Calculus (New York: Springer, 1979), 329.
5 Immanuel Kant, Kritik Der Reinen Vernunft (Hamburg: Felix Meiner, 1956), A711/B739, A713/B741.
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geometriler hakkinda caligmalar ortaya koyarak geometrik bilginin yapisi hakkinda tartigmalart
alevlendirir. Tartismanin ¢ikis noktast 5. postulatin yeterince acik olmadigi gerekgesiyle bir
teorem olarak kanitlanma ¢abasidir. Anilan geometriciler ise postulatin bagimsiz oldugunu ve
baska 6énermelerden tiiretilemeyecegini ortaya koyarlar. Burada dikkat ¢ekici nokta postulatin
farkli bicimlerde yorumlanabilmesi ve dogruluk degerinin degismesidir. Bu noktay1 Hilbert'in
aksiyomlara bakis agisinit konu ettigimizde yeniden ele alacagiz.

Bu dénemdeki onemli bir ilgi Jean Poncelet (1788-1867) eliyle gelistirilen izdiisiimsel
geometriye® (projective geometry) yoneliktir’. Izdiisiimsel geometri gesitli geometri tiirlerini
birlegtirebilecek bir olanak olarak goriiliir. Oyle ki, Arthur Cayley (1821-1895) gelistirilen
izdiisiimsel geometri i¢in “tiim geometrilerin geometrisi”® demekeedir. Caligmamiz agisindan
bu tartismalarin baglami kanit anlayiginin gelisim agamalarini gdstermektir. Bu gelisim icinde
Hilbert'le baglants: acisindan 6ne ¢ikan bir baska isim Moritz Paschur (1843-1930). 1882
yilinda Pasch izdiistimsel geometrinin aksiyomlarini ve teoremlerini ortaya koyar. Bu yolla Pasch
ayni zamanda Eukleides geometrisindeki, ortitk varsayimlari ve manuksal bosluklart giderme
cabasindadir. Sozgelimi Pasch diizlemdeki noktalarin dizilisi ve ayriligina yonelik Eukleides
geometrisine eklenecek aksiyomlar 6nerir.” Bunun yani sira geometride ortaya konulan tiim
sonuglarin hicbir sekle bagvurmadan aksiyomlardan siki manuksal bigimde tiiretilebilmesi
gerektigini savunur.'® Boylece Pasch, geometrik kanit anlayigini saf mantiksal bir agamaya tagir.
Teorem kanitlarinin mantiksal diizeyde olmasi gerektigini bildirmesine kargin Pasch, aksiyomlarin
tiiretiliginin deneyime dayandigini 6ne siirer. Pasch goyle demekeedir!:

Temel 6nermeler onlara karsilik gelen sekiller [Figur] olmadan anlagilmaz.
Bunlar gozlemleneni, kesin, ¢ok basit sekiller araciligryla ifade eder. (")gretinin
onermeleri [teoremler] gozlemler yoluyla temellendirilmez fakat kanitanabilir.
Kanitlama sirasindaki her ¢ikarim sekilde onaylanmali [Bestitigung finden],
yine de sekil yoluyla degil ama 6nceki belirli tiimce yoluyla (ya da tanim yoluyla)

gerekeelendirilmelidir.

Demek ki, énermeler birbirlerine mantksal ¢ikarimla bagli oldugunda kanitlama soz
konusudur.

6 Izdiisiimsel geometri, resimde perspektifin kullanilmasini saglayan, betimleyici ya da konum geometrisi olarak da
anilan, izdiisiim oldugunda bir geometrik seklin degismeyen ozelliklerini aragtiran geometri dalidir.

7 Thomas Q. Sibley, Thinking Geometrically A Survey of Geometries (Washington: The Mathematical Association of
America, 2015): 318.

8  Garret Sobezyk, New Foundations in Mathematics: The Geometric Concept of Number (New York: Birkhiuser, 2013),
297.

9 Michael Hvidsten, Exploring Geometry (Boca Raton: CRC Press, 2016), 66.

10 Moritz Pasch, Vorlesungen Uber Neuere Geometrie (Leipzig: B. G. Teubner, 1882), 99.

11 Pasch, Vorlesungen Uber Neuere Geometrie, 43.
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Hilbert'in asagida ele alacagimiz Geometrinin Temelleri eserini yazmadan 6nce 1894 yilinda
verdigi derslerde geometriyi bir doga bilimi olarak ele aldig1 goriiliir.'? Buna gore geometrinin
gorevi, bilimlerde oldugu gibi, mantiksal baginularla iligkilendirilmis bir dizi kavrami alan
geometrik olgulart betimlemek ve diizenlemektir. Geometrik olgular seylerin digsal bicimlerini
belirleyen olgulardir. Pasch da aksiyomlara dayali mantiksal ¢ikarimlarla ilerleyen bir geometri
tasarlamis olsa da, geometriyi doga biliminin bir pargast olarak gérmiistiir."? $Soyle demektedir:

Matematik, deneyim olgularina kargilik geldigi varsayilan matematiksel kavramlar
arasinda baglar kurar. Ne var ki biiyiik cogunlugu deneyimden dolaysizca alinmaz

bundansa “kanitlanir” [bewiesen werden].'

Bu noktada Hilbert, temel 6nermelerin deneyim yoluyla kazanildigini 6nermesi bakimindan
Pasch'tan etkilenmis goriinmektedir. Pasch’tan farkli olaraksa aksiyomlarin bagimsiz ve tam
olmast gerektigi tizerinde durur.

Pasch’in tiim bu ortaya koyduklari geometride sekillerin kanitlama zincirlerindeki yerini
kuskulu duruma getirir. Bunun yani sira ¢ikarim zincirlerinde etkisi olmasa bile deneyim yoluyla
kavramlarin verildigini ileri siirmesi Hilbert'i etkilemis goriinmektedir. 1898/99 mekanik iistiine
derslerinde sunlart yazar':

Geometri de doganin gozlenmesinden deneyim yoluyla dogar. Bu noktaya kadar
o bir deneysel bilimdir...Fakat deneysel temelleri 8ylesine ciiriitiilemez ve yaygin
benimsenmis, dyle bir dereceye kadar onaylanmuglar ki, daha fazla kanit istenmez.
Dahasi, tiim gerekli olan bu temelleri az sayida bagimsiz aksiyom kiimesinden
tiiretmek ve saf mantiksal yolla geometrinin tiim yapisini yapilandirmakar. Bu

yolla geometri saf bir matematiksel bilime déniisiir.

Anlagilacag tizere Hilbert, Pasch'in deneysel temelleri olan ancak isleyisi kanitlama ve
mantiksal baginulara dayanan geometri anlayisini benimsemigtir. Calismamizin ilerleyen
béltimlerinde gosterecegimiz gibi Hilbert kanit kurami gelistirmesine kargin geometrinin gerisinde
bir verilmiglik olduguna iligkin tavrint degistirmeyecektir. Bu bakimdan ilk metinlerinden beri
onun bigimselciligi bu verilmigligi g6z oniinde tutarak ele almnmalidir. Ote yandan Hilbert,
Pasch’in ¢ikarim zincirlerinin saglam ve ortitk 6nciilsiiz olmasi ¢abasini siirdiirerek Geometrinin

Témelleri nde siralama ve arasindalik aksiyomlarini Paschtan alacakur.'®

Kanit kurami acisindan 19. yiizyildaki 6nemli bir bagka gelisme matematiksel analizin
temellerinin aritmetiksel bir cercevede ele alinmasidir. Louis Cauchy (1789-1857), Karl
Weierstrass (1815-1897), Georg Cantor (1845-1918) ve Dedekind goriiye dayanan kavramlar

12 Joan Rosells, “Hilbert, Gittingen and the Development of Modern Mathematics™ (New Castle: Cambridge Scholars
Publishing, 2019, 37.

13 Pasch, Vorlesungen Uber Neuere Geometrie, 111.

14 Pasch, Vorlesungen Uber Neuere Geometrie, 17.

15 Leo Corry, Modern Algebra and the Rise of Mathematical Structures (Basel: Birkhiuser Basel, 2004), 158.

16  Hvidsten, Exploring Geometry, 66.
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ve ¢ikarimlari eleyip yerlerine temel dnermeleri ve tanimlari koymak ister. Bu cergevede bir
déniim noktast Giuseppe Peanodur. Peano, matematiksel kanitlamalarin biitiiniiyle bi¢imsel
ele alinigina izin verecek yapay bir dil gelistirmek ister. 1889 yilinda aritmetige bdylesi bir dili
uygulayarak dogal sayilar icin aksiyomlari elde eder. Peano'dan sonra bir bagka dikkate deger kisi
Mario Pieridir (1860-1913). Pieri, geometriyi, teoremlerin kosullu énciillerden tiiretildigi ve
temel kavramlarin gorii ya da deneyimle baginin olmadigi saf mantiksal bir dizge olarak goriir.
Hilbert éncesinde ozellikle 19. yiizyil mantkgilart agisindan tutarlilik anlambilimsel bir kavrayis
olarak anlasilir.”” Ornegin Dedekind, dogal sayilar hakkindaki iinlii ¢alismasinda, basit sonsuz
dizge kavrayisinin icsel celiskiler icermedigini one siirer.'® Hilbert ise tutarlilig1 sézdizimsel bir

sorun olarak ele alir.
Geometrinin Temelleri

Yukarida ele aldigimiz gelismeler sonrasinda Hilbert, 1899 yilinda ortaya koydugu Geometrinin
Temelleri (Grundlagen der Geometrie) adli eseriyle izdiisiimsel geometrinin temel sonuglarinin
mantiksal baginularina yénelik kapsamli bir ¢dziimleme sunar. Paschtan esinle mantiksal
baginulara odaklanan yaklagimi sekillerin geometride kurucu islevini ortadan kaldirir. Béylece
kanitlarin dayanag: sekiller degil mantiksal ¢ikarimlar olur. Bu yonelim ¢alismamizda Hilbert'i
yerlestirdigimiz ¢izgiyle uyumludur. Hilbert'te goriintin yerini belirlerken goriiniin kanitlama
zincirinde kullanilmadigi, kanitlamada yer alacak nesnelerin olanag: agisindan ele alinmasi
gerektigini vurgulayalim. Hilber¢'in kendisi de Geometrinin Temelleri nin girisinde Kant'in Saf
Abklin Elestirisi nden A702/B730’u alinular “biitiin bilgimiz goriilerle baglar, kavramlara geger,
idelerde sona erer”. Elbette bu alint gelisi giizel yapilmig olarak anlagilamaz. Tersine, ortaya
koyacagimiz gibi Hilbert'in yapitlari boyunca siirdiirdiigti bir izlege kargilik gelir.

Hilbert 71899 GTde sonralart yasam ugrasi olacak isi ortaya koyarak baglar: Aritmetigi ve
geometriyi mantiksal sonu¢ ¢ikarma yoluyla yapilandirmak. Geometri agisindan bu ¢aba
Eukleidesten beri sorun olarak durmaktadir. Temel 6nermelerin se¢imi ve kargilikli bagintularinimn
nasil olacagt sorunun temelidir. Iste Hilbert, bu baglamda kendi galismasini geometri igin tam ve
olabildigince basit aksiyomlar dizgesi olusturmak i¢in yeni bir sorusturma olarak gériir.

Eukleidesten yaklagik iki bin yil sonra Hilbert, 6zelde geometride ancak genel olarak aksiyomlara
dayalt dizgelerde kokeenci bir degisiklige gider. Bunu aksiyomlara dayali dizgede yontemsel degisiklik
olarak degerlendirebiliriz. S6z konusu degisiklik aksiyomlarin dogruluk degerlerine yoneliktir. Hilbert,
dizge baglami diginda aksiyomlarin dogruluk degeri tasimadigini 6ne siirer. Bu keskin degisikligi
ayrintilandirmadan Eukleidesci dizgenin nasil olusturuldugunu animsayalim.

Bilindigi iizere Eukleides aksiyomlara dayali matematiksel bir dizge olusturan ilk kisidir.

17 Wilfried Sieg, “Hilbert’s Proof Theory”, i¢inde Logic from Russell to Church, ed. Dov M. Gabbay ve John Woods
(Amsterdam: North-Holland, 2009), 333.

18 William Ewald ve Wilfried Sieg, David Hilberts Lectures on the Foundations of Arithmetic and Logic 1917-1933
(Berlin: Springer, 2013), 4.

19 Calisma boyunca Hilbert'in eserleri ilk gectikleri yer disinda kimi durumlarda basili yili ve eserin bas harfleri
kullanilarak kisaltlacakur. Ornegin bu eser igin 1899 GT .
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Eukleides tiim geometrik teoremleri bir dizi onciilden mantiksal olarak tiiretebilecegi bir
yapt olusturmak ister. Bunun i¢in énce tanimlari (horoi) verir. Sozgelimi “nokta, biiytikligii
olmayandir” ya da “cizgi eni olmayan uzunluktur” tanimlarin iki 6rnegidir. 13 kitaptan olusan
dizgesinde toplam 131 tanim 5 postulat (aitemata) ve sonralari aksiyom olarak anilacak 5 ortak
kavrayis (koinai énnoiai) siralar®. Biitiin bunlardan 465 6nerme ve 16 yardimci 6nerme tiiretir. Ne
var ki, Eukleides’in dizgesi kimi mantiksal bosluklar ve bulanikliklar icerir.?! Eukleides acisindan
gerek postulatlar gerekse aksiyomlar kendiliginden dogrudur. Es deyisle dogruluklar: bir ¢ikarim
yoluyla degil dolaysiz bir kavraysla elde edilir. Dizgedeki tanimlar yoluyla ortaya konulan
geometrik nesneler hakkinda aksiyomlar ve postulatlarin dogru oldugu varsayilir. Eukleides
daha sonra aksiyomlardan hangi dogru énermelerin mantiksal ¢ikarimla tiiretilebilecegini ortaya
koymak ister. Her 6nermeyi, mantiksal sonu¢ ¢ikarma araciligiyla, tanimlara, postulatlara, ortak
kavramlara ya da 6nceden kanitlanmig 6nermelere dayanarak elde etme cabasini gosterir.

Hilbert ise bagka tiirlii bir ydntem 6nererek aksiyomlarla postulatlar arasinda ayrimi ortadan
kaldirir. Pasch’t izleyerek mantiksal bogluklari ortadan kaldiran bir geometri olusturabilmek
icin yeni bir aksiyomlar dizgesi savlar. Hilbert, temel kavramlarla baglamak yerine nesneler ve
baginulari ele almay1 6nerir. Bunlar soyledir: **

Seylere iligkin 3 ayr1 dizge diisiinelim. Ilk dizgeyi olusturan seyleri noktalar olarak
adlandiralim (...) ikinci dizgeyi olusturan seyleri diiz ¢izgiler olarak adlandiralim
(...) tglincti dizgeyi olusturan seyleri diizlemler olarak adlandiralim. (...) Bu
noktalari, diiz cizgileri ve diizlemleri birbirleriyle karsilikli baginuli olarak
diistinitiriiz. S6z konusu bagintilari, “yer alan [liegen]”, “arasinda” [zwischen],
“paralel”, “es olma” [kongruent], “stirekli” [stetig] sozciikleriyle gosterebiliriz. Bu
baginularin tam ve eksiksiz [vollstindige] betimlenisi geometrinin aksiyomlarr ile

sonuglanir.

Geometrinin aksiyomlar1 5 grupta diizenlenebilir. Bu aksiyom gruplarinin her biri
gdriimiize iliskin belirli temel olgular: [Grundtatsache] dile getirir. Bu aksiyomlar:

soyle adlandiracagiz.
I, 1-7 Baglanu aksiyomlart [Axiome der Verkniipfung]
11, 1-5 Siralama aksiyomlari [Axiome der Anordung]

111, Paralel aksiyomu (Eukleides aksiyomu) [Axiom der Parallelen]

20  Eukleides Grekge G&iwpa (axioma) deyisini kullanmamis bunun yerine kowai &vvotal (koinai énnoiai)) [ortak
kavrayis] demistir. Thomas Heath, Aristoteles’in fkinci Coziimlemelerinde aksiyomlar ve postulatlar arasinda agik
bir ayrim verdigini belirtir. Buna gore Heath, Aristoteles'in aksiyomlara “ortak seyler/sanilar” dedigini bildirir.
Eukleides, bu Aristotelesci ayrimi siirdiiriir. Thomas Heath, A History of Greek Mathematics vol 1 : From Thales to
Euclid (Oxford: Clarendon Press, 1921), 336.

21  Felix Klein, Elementary Mathematics from a Higher Standpoint, gev. Gert Schubring, c. II: Geomet (Berlin: Springer,
2016), 221.

22 David Hilbert, Grundagen der Geometrie (Leipzig: B. G. Teubner, 1903), 3.
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IV, Es olma aksiyomlari [Axiome der Kongruenz]
V, Siireklilik aksiyomu [Axiome der Stetigkeit]

Yukaridaki alintiya iligkin tizerinde durulmasi gereken ilk nokta Hilbert'in gdriiyii anmasidir.
Kanitlama zincirinde degil fakat geometrinin olanagini saglamak agisindan gériiyii koymustur. Bu
durum Hilbert'in matematik nesneler ve gergeklik hakkinda degismeyen bir yaninin dile getiriligi
olarak goriilmelidir. Matematik yapabilmek icin goriisel bir verilmislik gerekir. Alinuda iizerinde
durulmasi gereken ikinci nokta aksiyomlarin artik yalnizca ¢esitli nesneler arasindaki bagintlara
iligkin olmasidir. Kanitlama zincirinde gériiye dayanmaya son verilince, aksiyomlar1 dogru
yapanin, yorumlaniglarina gére tutarliligs saglamalari oldugu sonucuna varilir. Bu yeni yaklagim
aksiyomlar: dogru ya da yanlis olarak degerlendirmez. Bagka deyisle aksiyomlar 6nceden dogru
olarak benimsenmez. Hatta tiim aksiyom dizgesi bile bir dogruluk ortaya koymak yerine kosullu
bir dizge meydana getirir. Oyleyse aksiyomlar yalnizca dizge icinde ve bagintilarda anlamlidir.
Dizge disinda ve tek baslarina anlamlari bulunmaz. Paul Bernay (1888-1977) agisindan bu
durum aksiyomlagtirmanin matematiksel ile bilgi kuramsal sorunlarinin ayrigtirilmasidir.?

Hilbert, Geometrinin Temellerinin giris boliimiinde eseri kaleme almaktaki amacini su
sozlerle ortaya koyar:

Bu aragtirma, geometri i¢in basit ve tam bagimsiz aksiyom kiimesi se¢mek ve
bunlardan, en énemli geometri teoremlerini tiiretmek icin yeni bir girisimdir.
Bu teoremler oyledir ki, farkli bireysel aksiyomlardan cikarilacak sonuglarin
kapsamini ve aksiyom gruplarinin énemini, miimkiin oldugunca acik bir sekilde

ortaya koyar.**

Yukarida dile getirdigimiz gibi aksiyom temelli bir dizgeden beklenti olabildigince basit ve
tam olmasidir. Basitligin anlami1 aksiyomlar: olabildigince az sayida tutmak ve bagimsiz oluslarini
ortaya koymakur. Ayrica her aksiyomda tek bir diisiince yer almalidir. Bir baska 6nemli gereklilik
ise aksiyomlarin higbir celiskinin ortaya ¢ikisina izin vermeyecek bicimde tutarli olmasidir. Tam
olmak ise bu dénemde Hilbert agisindan aksiyomlara dayanan bir dizgenin, ilgili baglamdaki
tiim bilinen teoremlerin tiiretilmesini saglamasi anlamma gelir. Burada vurgulanmast gereken
nokta Hilbert'in daha sonralari tamlig, aksiyomlara dayanan bir dizgedeki her dogru ifadenin
kanitlanabilir olmasiyla iliskilendirmesidir. Bu bakimdan Geometrinin Temelleri ndeki kendi
aksiyomlarinin Eukleides geometrisinin tiim teoremlerini saglayabilecegi sanisindadir.

Buradan Hilbert, geometrik baginulari, aritmetiksel baginular olarak yorumlar. Béylece
geometrik aksiyomlari, gercel sayilar hakkinda dogruluklar olarak yorumlama olanag ortaya
gtkar. Bu ise geometrik bagmularin tutarliligini gergel sayilar kuramina bagli duruma getirir.

23 Paul Bernays, “Hilberts Significance for the Philosophy of Mathematics”, icinde From Brouwer to Hilbert The
Debate on the Foundations of Mathematics in the 1920s, ed. Paolo Mancosu (New York: Oxford University Press,
1998), 192.

24 Hilbert, Grundagen der Geometrie, 1.
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Hilbert bilimsel etkinlikte iiretilen bilginin kesinliginin temelinde “sonlu sayida mantiksal
adim araciligiyla aksiyomlardan tiiretilebilmeyi”™® goriir. Soz konusu sonlu sayida mantiksal
adim yoluyla gergel sayilari konu edebilmek i¢in analizin tutarlilik kanitinin dogrudan olmas:
gerektigini diisiiniir. Aksiyomlarin gelistirilmesi ise kanitlama zincirinde gériiye bagvurmaksizin
gerceklesir. Temel kavramlar ile aksiyomlar arasindaki mantiksal bagintilar ¢oziimlenir. Burada
6nemli olan aksiyomlarin tutarhiigidir. Geometrinin Temelleri agisindan bakildiginda aksiyomlarin
tutarlibgt rea/ diizlemdeki dizgenin yorumlanmast yoluyla saglanir. Béylece geometrinin
tutarliligi analizin tutarliligina indirgenir. Analizin temellendirilmesi de yine aksiyomlagtirma
ve tutarlilik kanitu gerektiri. Bu cergevede Hilbert, Frege'ye 27.12.1899 tarihinde yazdig
mektubunda tutarlilikla ilgili goriis ayriliklarini dile getirir. Hilbert'in yazdiklarindan anlagildigs
kadariyla Frege icin aksiyomlarin dogrulugundan, birbirleriyle ¢elismedikleri sonug ¢tkmaktadir.
Hilbert ise tam tersini diisiindiigiinii bildirir: “rasgele secilmis aksiyomlar tiim sonuglarinda
birbirleriyle ¢elismiyorlarsa bu durumda dogrudurlar ve aksiyomlar yoluyla tanimlanan seyler
vardir”®. Oyleyse Hilbert agisindan sayilarin varligy, tutarliligin saglandigs bir aksiyom dizgesi
yoluyla ortaya konabilir.

Say1 Kavrami Ustiine

Hilbert 1899 GTde geometrinin tutarliligi icin aritmetigin tutarli olmast gerektigi sonucuna
ulagmastyla aritmetigin aksiyom temelinde kurulmasina yonelir ve tutarlilik kanitini aritmetikte
arar. Bu yaklagimint ilkin 1900 yilinda Say: Kavram: Ustiinéde (Uber den Zahblbegrifp) ortaya koyar.

Sayr Kavram: Ustiinede belirli onermelerin dogru olarak yorumlanmasini saglayan bir dizge
olusturarak yalnizca mantiksal bir diizlemde matematiksel aksiyomlar 6ne siirer. Boyle bir dizgede
verilen bir aksiyomun diger aksiyomlardan bagimsizligini denetlemek icin, s6z konusu aksiyom
diginda tiim aksiyomlarin saglandigi durum ortaya konulur. Ardindan tiim aksiyomlarin tutarligs
bir aritmetik model verilerek gsterilir. Béylece tutarlilik, real analizle baginuli olarak ortaya
konur. Fakat béylesi bir indirgeme tutarlilik sorununu ¢6zmek yerine, sorunun gercel sayilarin
tutarliligina telenmesine yol agar.

Hilbert SKU e aritmetik ile geometri arasinda gegici bir karsitlik kurarak baslar. Karsitlik
aritmetigin ilkeleri ile geometrinin aksiyomlari arasinda yapilan bir kargilagtirma tizerinden
ele alinir. Aritmetigin ilkeleri olusturucu yontem [genetische Methode] ile geometri ise aksiyom
temelli meydana getirilir.?” Hilbert, olugturucu yontemi basit say1 kavramindan baslayarak, ardisik
genigletmelerle gercel sayilara kadar uzanan yontem olarak belirler.® Olusturucu yontemi Hilbert
Dedekind’e aufla konu etmekeedir.  Hilbert, Dedekind’in cesitli say1 dizgelerini asamali olarak
olusturdugu yaklagimini gz oniinde tutar. Dedekind, dogal sayilardan baglar, asama agama diger

25 1900 yilinda iinlii Uluslararasi Matematik Kongresinde bildirdigi 23 sorudan ikincisi bu konu hakkindadir.

26  Gottlob Frege, Philosophical and Mathematical Correspondence, ed. Gottfried Gabriel vd., cev. Hans Kaal (Oxford:
Basil Blackwell, 1980), 34.

27  David Hilbert, “Uber den Zahlbegrift”, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 6 (1900), 180.

28 Hilbert, “Uber den Zahlbegriff”, 180.

29  Leo Corry, David Hilbert and the Axiomatization of Physics (1898-1918) (Dordrecht: Springer, 2004), 99.
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say1 dizgelerine ulagir. En sonunda ise kesirli sayilarin kesimleri olarak gercel sayilart olusturur.
Soz konusu geometri oldugunda aritmetikten kdkensel bir farklilik oldugunu 6ne siiren Hilbert,
Geometrinin Temelleri’'nde ortaya koydugu tizere nesneler ve aralarindaki bagmulart konu eder.
Devaminda sunulan aksiyomlarin tutarligini ve tamligini “verilen aksiyomlarin higbir ¢eligkiye
yol agmamasi ve dahasi dizgenin aksiyomlarinin tiim [vurgu benim] geometrik onermeleri
kanitlamaya yeterli”® olmasi olarak agiklar. Bu vurgulardan sonra, aritmetik icin olusturucu
yontem ile geometri icin aksiyomatik yontem ayrimini sorgulayarak olusturucu yontemin egitsel
ve bulgulatict [heuristisch] degerine karsin bilginin tam bir kesinligi icin aksiyomatik™' yntemi
sayinin temellendirilmesi i¢in daha uygun olarak gérdiigiint bildirir. Hilbert bu adimlardan
sonra sayly1 soyle temellendirir:**

Seylerden meydana gelen bir dizge diistiniiriiz; bu seylere say1 adini veririz ve onlari
a, b, c,... olarak imleriz. Bu sayilar1 kargilikls belirli baginular icinde diisiiniiriiz ve

bu baginular ise tam ve eksiksiz bicimde su aksiyomlar yoluyla ortaya ¢ikar.

30 Hilbert, “Uber den Zahlbegriff”, 181.
31 Hilbert, “Uber den Zahlbegriff”, 181.
32 Hilbert, “Uber den Zahlbegriff”, 181.
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S6z konusu aksiyomlar®® I: baglant: aksiyomlari* [Axiome der Verkniipfung], II: hesaplama
aksiyomlar® [Axiome der Rechnung], III: siralama aksiyomlari®** [Axiome der Anordung], IV:
stireklilik aksiyomlaridir ¥ [Axiome der Stetigkeit].

Hilbert bu aksiyomlar1 kullanarak sayilari temellendirirken kimi aksiyomlarin digerlerinden
cikartilabilecegini goz oniinde tutarak aksiyomlarin bagimsizligini tartisir®®: Ornegin 0 sayisint
ortaya koyan 1.3 [#+0 = 2 ve 0+a = a] aksiyomu, 1.1 [ +b=cyadac=a+b],12[a+x=bvey+a
=b]vell.l [a+(b+¢) = (a+ b) + ] aksiyomlarinin mantiksal bir sonucudur ve temelde toplamin
birlesme yasasina [Gesetz] dayanir. Benzer bicimde 1 sayisini ortaya koyan 1.6 aksiyomu, 1.4, 1.5
ve 11.3 aksiyomlarinin mantiksal sonucudur ve temelde carpmanin birlesme yasasina dayanur.

Hilbert, kendi say1 dizgesinin gergel sayilar dizgesiyle uyumlu oldugunu vurgulayarak
aksiyomlarin tutarliliginin kanitt igin “yalnizca, bilindik ¢ikarim yontemlerinin gozden gecirilerek

yeniden diizenlenmesinin” yeterli olacagini varsayar ve ekler “bu kanitta ayni zamanda gercel

33 Hilbert, “Uber den Zahlbegriff”, 181-183.
34 1. asayist ve b sayisindan “toplama” yoluyla belirli bir ¢ sayis1 ¢ikar.
a+b=cyadac=a+b
12. a ve b sayisi verilmis olsun, bu durumda her zaman bir ve tek bir x sayis1 ve ayrica bir ve tek bir y sayist bulunur,
dyle ki:
a+x=bvey+a=>b dir
I 3. 0 ad1 verilen belirli bir say1 bulunur ve her z igin
a+0=ave0+a=a
I 4. a sayisi ve b sayisindan bagka bir yolla, “carpma” yoluyla belirli bir ¢ sayist ¢ikar:
ab=cyadac=ab
1 5. a ve b sayisi rasgele verilmis sayilar olur ve 4, 0 olmaz ise bu durumda her zaman bir ve tek bir x sayis1 bulunur
ve ayrica bir ve tek bir y sayist bulunur:
ax=bveya="b
1 6. 1 adi verilen belirli bir say1 bulunur ve her # icin
al=avela=a
35 IMl.a+(b+c)=(a+b)+c
2. a+b=0b+a
11 3. 2 (be) = (ab)c
M4.a(b+c)=ab+ac
115. (a + b)c=ac+ bec
116. ab=ba
36 I 1. 2 ve b herhangi iki farkli say1 ise bu durumda aralarinda belirli biri (6rnegin ) her zaman &biiriinden
biiyiikeiir (>) ; 6biiriine kiiciik olan denir:
a>bveb<a
NI2.a>biseveb>c,budurumdaas>c
III 3. 2 > b ise, bu durumda her zaman
a+c>bicvecra>c+b
Il 4. 2 > bise ve ¢ > 0, bu durumda her zaman
ac> beve ca > ch
37 IV 1. (Arsimet aksiyomu) 2 > 0 ve & > 0 iki rasgele say1 olsun, bu durumda her zaman #’ya kendisini pek ¢ok kez
ekleyerek asagidaki 6zelligi elde etmek olanaklidir:
ata+..+a>b
IV 2 . (Tamlik aksiyomu) sayilar dizgesine, seylerin baska bir dizgesini eklemek olanakl: degildir &yle ki, bu bilesik
dizgede I, IT., II1., IV.1.’nci aksiyom 8beklerinin tiimii saglansin; kisaca sayilar, seylerin dyle bir dizgesini olusturur
ki, bu dizge biitiin aksiyomlar saglarken genisletilmeye elverigli degildir.

38  Hilbert, “Uber den Zahlbegriff”, 183.
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sayilarin biitiinligiiniin [Inbegriff] varolusunun bir kanitini gérityorum, G. Cantor’un deyisiyle,
» 39

gercel sayilar dizgesinin tutarli bir kiime olusuna iliskin kanit

Burada Hilbertin gercel sayilarinin biitiinliigiiyle ve biitiinliigiin ¢agrisurdigi sonsuzlukla
ilgisi sonlu yéntemler uyarinca kurulur. Yukarida siraladigimiz aksiyomlarin sinirlari igerisinde
yalnizca mantiksal ¢ikarim ¢ercevesinde kalmanin yeterli olacag: goriisiindedir. Béylece Hilbert
gercel sayilarin tutarhigini saglayabilecek bir dizi aksiyom 6ne siirdiigiinii diisiiniir. Daha 6nce
dikkat ¢ektigimiz geometrinin tutarligini gercel sayilar yoluyla ortaya koyma cabasi goz oniinde
tutuldugunda Hilbert'in matematigin tutarligini saglama acisindan yoluna devam ettigi goriiliir.
Bu yolda 6niine ¢ikan engelleri dile getirmek i¢in Paris Uluslararast Matematikgiler Kongresi bir
firsat sunar. Burada Hilbert, matematikte ¢oziilmesi gereken tinlii 23 sorusunu ortaya koyar. Paris
bildirisinde, aritmetiksel aksiyomlarin tutarligs icin, irrasyonel sayilar kuraminda bilinen akil
yiiriitme yontemlerinde degisiklikler gerceklestirerek bir kanit bulmanin olanakli oldugunu ileri
siirer.® Daha sonra Russell paradoksunun giindeme gelmesi tutarliligin yeniden tartistimasinin

oniindi agar.
Aritmetigin ve Mantigin Temelleri Ustiine

Hilbert, Sayz Kavram: Ustiineden birkag yil sonra 1904 yilinda Aritmetigin ve Mantigin
Temelleri Ustiinede (Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik) tutarliligi ve sayinin
temellerini yeniden ele alir. Bu kez Say: Kavram: Ustiineden farkl bir yonelimi bulunur. Burada
geometrinin temelleri agisindan tutarhigin kanitlanmasi aksiyomlarin aritmetik yorumlanigt
ile saglanabilirse, benzer bi¢imde aritmetigin aksiyomlar: i¢in de kanitlarin manuk yoluyla
saglanabilir olacag varsayimindadir. Bu bakimdan ¢aligma tutarlilik sorunu agisindan yeni bir
asamaya kargilik gelir. Tutarlilik sorununu bu kez dogal sayilar tizerinden ¢6zmek isteyen Hilbert,
dogal sayilar icin tutarlilik saglanirsa, gergel sayilar icin de saglanabilecegi varsayimindadir.®!

Hilbert ¢aligmasinda ilkin sayinin ne olduguna iliskin ¢agdaslarinin yaklagimlarini serimler.
Bu baglamda, tam sayilarin dogrudan ve dolaysizca verildigini savunuyor olusundan dolay:
Kronecker’i dogmatik olarak nitelendirir.*> Ciinkii onun i¢in L. Kronecker tam sayilar ve
ozelliklerini dogmaymuscasina ele alir. H. Helmholtz'u ise bir deneyci olarak, biiyiik bir sayinin
olanaklt ya da edimsel varolusunu deneyim yoluyla tiiretemeyeceginden dolay: elestirir.®
Fregeyi ise kiime ve tiyeleri arasindaki bagintilari géz éniinde tutarken “her” [Jede] kavramini
sintrlandirmamasindan dolayt ortaya ¢ikan paradokstan dolay1 elestirir.* Dedekind’i “bilge”
olarak nitelese de yontemini transendental olarak niteler.” Bunun gerekeesi ise Dedekind’in

39  Hilbert, “Uber den Zahlbegriff”, 184.

40  David Hilbert, Mathematische Probleme (Géttingen: Dieterichsche Universititsbuchhandlung, 1900) 265. Bundan
sonra kisaltma igin 7.9006.

41  Hilbert, “Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik”, 185.

42 David Hilbert, “Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik”, icinde Verhandlungen des 3. Internationalen
Mathematiker-Kongresses : in Heidelberg vom 8. bis 13. August 1904, ed. Adolf Krazer (Leipzig: Teubner, 1905), 174.

43 Hilbert, “Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik”, 174.

44 Hilbert, “Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik”, 175.

45 Hilbert, “Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik”, 175.
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sonsuzlugun varolusunu kanitlarken biitiin nesnelerin toplamindan [der Gesamtheit aller Dinge]
soz etmesidir. Béylesi bir kullanimsa kacinilmaz bigimde celigkilere yol acar. Cantor’u ise tutarls

ve tutarsiz kiimeler arasinda ayrim yaparken kesin bir 8l¢iit vermedigi gerekcesiyle yerer.%

Tiim elegtirilerin ardindan say1 kavraminin temellendirilmesinin saglam ve muglak olmayan
bicimde ancak aksiyoma dayali bir dizgede gerceklesebilecegini varsayar. Simdi béyle bir dizgenin
nasil kurulacagi ana ugragidir. Bu bakimdan aritmetik ile mantik arasindaki bagintiy1 konu eder.
Aritmetigi manugin bir parcast olarak goren yaklasimi dongiisel bulur ¢iinkii geleneksel mantk
yasalarinin sergilenisinde kiime ve say1 kavramindan sz edilir. Buradan paradokslardan kaginmak

icin aritmetigin ve mant@in es zamanli olarak gelistirilmesi gerektigini éne siirer.*”

Hilbert, bir diisiince [Gedanke] nesnesi varsayar ve onu diisiince-seyi [Gedankending] kisaca
sey olarak adlandirarak bir imle gosterir.*® Ik dsigiince-seyi olarak 1 (bir)’i secer. Bu diigiince-seyinin
kendisiyle bir araya getirilisi ise ¢esitli bilesimler [Kombinationen] olarak 2,3 ve daha fazlasini

verir:
11,111, 1111,...
Ayni bicimde bu 1'lerin rasgele bir araya getirilisi de bilesimlerin bilegimi olur.
(DA, ADAL)AL), (11)(A1)(11)...)
Hilbert bu bilesimlerin bilesimlerini nesne olarak adlandirip, temel diigiince-seyinden ayirir.

Daha sonra Hilbert ikinci bir diigiince-seyi olarak = (esittir) imini kullanip, her iki diigiince-
seyinin bilesimlerini olusturur.

1=, 11=..., (D(ED(===), (AIDM)E)(==), 1=1

Hilbert 1 ile =’in ¢esitli bilesimlerinin siralanig bakimindan birbirlerinden ayirt edilebilecegine
dikkat ¢ekerek ayri bilesimlerin 6zdes olmadiginin anlagilabilecegini varsayar. Buradan iki basit
seyin [1, =] bilesimlerinin varolanlar sinifi [die Klasse der Seienden] ve var-olmayanlar sinif: [die
der Nichtseienden] olmak iizere iki sinifa béliimlenebilecegini belirtir.®

1 ile = ’in bir bilesimi temelde duran olarak alindiginda ve a tiimcesi [Aussage] olarak
gonderim yapildiginda 4 tiimcesi ayni zamanda varolanlar sinifina girer, 4 tiimcesi ise var-
olmayanlar sinifina girer. Birlikte alindiklarinda « ve 4 tiimcesi bir geliskidir. Iki tiimce olan A
ve B’nin biitlinlagi [Inbegriff] A|B bi¢iminde anilir ve bu gésterim “B, A'y1 izler” olarak ya da
“A dogru ise B de dogrudur” olarak yorumlanir. Burada A énvarsayim [Voraussetzung] ve B ise
onesiiriimdiir [Behauptung]. Hilbert, dnvarsayim ve onesiiriimiin bir dizi tiimceden de meydana

gelebilecegini bildirir ve su 6rnegi verir:

46 Hilbert, “Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik”, 176.
47 Hilbert, “Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik”, 176.
48  Hilbert, “Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik”, 176.
49 Hilbert, “Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik”, 177.
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A, a. A)|B, o. B, o. B, Burada gegen "0" ise "veya" olarak yorumlanir.

Hilbert daha sonra 6nermesel fonksiyonu sunar: A, A,,... 6nermeleri A(x) tiimcesinde,

“rastgele” yerine -cagdas deyisle serbest degisken yerine-, 1 ve = diisiince-seyleri ile doldurarak

A 0.4, 0. A,... kisaca A(x") olarak ve “en az bir x i¢in” olarak yorumlanir.
A a. A a. A,... kisaca A(x?) olarak ve “her x i¢in” olarak yorumlanir.
Biitiin bu asamalarin ardindan Hilbert su aksiyomlar: elde ettigini bildirir:!
(1) x=x

(2) {x=ya w}|lw@)}[simdiki gésterimi ile x = y A W (x)} — W (y)]
Hilbert bu iki tiimcenin = kavraminin tanimi oldugunu belirtir.>?

Ardindan ii¢ yeni diigiince-seyi onerir: sonsuz kiime [undendliche Menge] icin u, ardisiklik

icin f [Folgendes], eslik etme icin [begleitende Operation] . Bunlari kullanarak ise su aksiyomlar
dile getirilir:

(3) T (ux) = u(f) [Yorumlanig: her ux 6gesi, u kiimesine ait olan u(f’) 6gesi, es deyisle u

kiimesinin bir 6gesine esit olan belirli bir dzgiince-seyi olan § (ux) tarafindan izlenir. ]

(4) T (ux) = f (uy)| ux = uy ayni 6ge u kiimesinin iki 6gesini izlerse bu iki 6ge esittir.
K=y —x=y]
(5) f (ux) = ul [x =1], ul izledigi hicbir 6ge yoktur; ul wdaki ilk 6gedir.

Goriilecegi iizerine Hilbert sonlu sayida imler kiimesi ile baglayarak, bu imlerin tiim olanakli

bilesimlerini goz oniinde tutar. Aksiyomlar araciligiyla imler kullanilarak ortaya konulabilecek
im bilesimlerini siniflandirir. Béylece Hilbert “iinlii en kiigiik sonsuzlugun varolusunu™ da
giivence altina aldigi sanisindadir. Dizgedeki tutarliligin temeli higbir seyin hem varolan hem de
varolmayan olmamasidir. Hilbert kendi sonsuz kiime kavrayisinda aksiyomlardan tiiretilebilen
tim esitliklerin belirli bir ozelligi sagladigini, varolmayaniarin ise ayni ozelligin karsitni
saglamadigini 6nesiirer.

50
51
52
53

Hilbert'in kendisi metin icinde rasgeleyi tirnak icinde “Willkiirlichen” olarak yazar.
Hilbert, “Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik”, 178.
Hilbert, “Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik”, 178.
Hilbert, “Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik”, 181.
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AMTU niin bir baska 6zelligi tiimevarimsal kanit kullanilmasidir. Soyle demekredir:>

Yukarida ortaya koydugumuz ilkeler uyarinca sonlu siral say1 [Ordnungszahl] kavramuni
temellendirmek zor degildir. Aksiyom temelinde bu yapilabilir. Stral sayinun ilk 8gesini
iceren her kiime icin herhangi bir 6ge béylesi bir kiimeye ait oldugunda ardigigi da ait

oluyorsa, son 8ge de zorunlu olarak her zaman kiimeye ait olmalidir.

Aksiyomlar belirli 6zellikler tasiyan esitliklerin ortaya ¢ikmasini saglar. Bu esitliklere
¢tkarim kurallari uygulandiginda ayni ozelligi tasiyan bagka esitlikler elde edilir. Sonug olarak
Hilbert gercel sayilarin tiimliigiinii saglayan aksiyomlarin, tam sayilarin tanimi icin gerekli olan
aksiyomlardan niteliksel olarak farkli olmadigini 6ne siirer.”

Hilbert'in AMTU deki temel varsayimlarindan biri aritmetigi ve mantig1 eszamanli olarak
gelistirmektir. Ne var ki, Hilbert'in dénemindeki manuk kavrayisi beklentilerini kargilamaktan
uzakur. Gordiigiimiiz {izere ¢alisma nicellegtirilmis bir énermeler manug: yaklasimindan
yoksundur. Imlerin yorumlanist bakimindan anlambilimsel diizeyden sézdizimsel diizeye gegis de
sorunludur. Hilbert elindeki mantigin matematigi temellendirmek agisindan yetersiz oldugunu
daha sonra anlayacaktr. Iyimser bir yaklasgimla “mantiksal ¢ikarimin bilindik kipleri”nin®®
pesinde oldugu gerekgelendirme igin yeterli oldugunu varsaysa da bunu gosteremez.

Poincaré, Hilbert'i tutarlibigi kanitlamak igin tiimevarimi kullanmaktan otiirti elegtirir.
Poincaré, paradokslarla ilgisi bakimindan yiklemlenebilirlik [predicative] iistiinde durur.
Bir tanimda yer alan 6ge, o 6geyi iceren toplama gonderimde bulunuyorsa yiklemlenemezdir
[impredicative]. Poincaréye gore Hilbertin kaniti déngiiseldir ve Hilbertin ¢alismasinin
yontemsel eksikler icerdigini 6ne siirer.”” Sonraki yaklasgimi olan Aksiyomatik Diisiincede
(Axiomatische Denken) Hilbertin bu elestirileri istlendigi goriiliir. Hilbert, bu metniyle mantike
tavrint gliglendiren bir yaklagim sergiler. Simdi ayrintilarina bakalim.

Aksiyomatik Diigiince

1918 yilinda Aksiyomatik Diisiince [Axiomatische Denken) ile Hilbert aksiyomatik temellere
dayanan bilgi anlayigini agimlayan bir metin kaleme alir. Ona gore bir bilim alaninda s6z konusu
edilen olgular arasinda bir sira olmak durumundadir. ® Bu siranin olugmasi ise kavramlarin
gercevesine [Fachwerk von Begriffen] gore gerceklesir. Cergevedeki bir kavram bilim alanindaki
her bir tekil nesneye karsilik gelir. Kavramlar arasindaki mantiksal bir baginti ise bilim alanindaki
her olguyu tutar. S6z konusu kavramsal ¢erceve, bir bilim alanindaki kuramdan bagka bir sey

degildir.

54  Hilbert, “Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik”, 181.

55 Hilbert, “Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik”, 185.

56  Hilbert, “Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik”, 184.

57 Henri Poincaré, “Mathematics and Logic: II”, icinde From Kant to Hilbert. A Source Book in the Foundations of
Mathematics, ed. William Bragg Ewald (Oxford: Oxford University Press, 1996), 1045.

58 David Hilbert, “Axiomatisches Denken”, icinde David Hilbert Gesammelte Abhandlungen Band III (Springer,
1970), 146.
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Bir kuramin nasil kurulduguna yakindan bakugimizda ise Hilbert alandaki birka¢ tiimcenin
kavramsal cercevenin olugturulmasini sagladigini 6ne siirer.”” Manuksal ilkeler uyarinca
iligkilendirilen bu ilkeler alanin tiim gergevesini kurmaya yeter. Ornegin hesaplama yasalari
ve tam sayilar icin kurallarin, sayt kuraminin yapilandirilmasi [aufbau] icin yeterli oldugu
diisiincesindedir. Benzer bicimde Hilbert, temel tiimcelerin istatistik, mekanik, elektrodinamik,
radyasyon gibi pek ¢ok alanda kurucu oldugunu 6ne siirer. 79006 metninde 6. soru fizigin
aksiyomatiklestirilmesiydi. $Simdi AD4e belli bir alanda bilginin ortaya cikisini aksiyomlarca
tiretilen kavramsal ¢ercevenin yapilandirilmast olarak aciklar.

Hilbert agisindan bir kuram ilkin icerilen tiimcelerinin bagimliligi [Abhingigkeit] ve
bagimsizligi [Unabhingigkeit] hakkinda bir yaklagim; ikinci olarak tiim tiimcelerin tutarliliginin
giivencesini vermelidir.®” Aksiyomlarin bagimsizlig konusunda Hilbert, siireklilik aksiyomunu
ozellikle konu eder. 7900 SKU de 1V.1. aksiyom olarak ortaya konulan Arsimet aksiyomu®'ADde
gercel sayilar kuraminin diger tiim aritmetik aksiyomlarindan bagimsiz olarak nitelenir.®? Ustelik
ona gore siireklilik aksiyomu yalnizca geometri agisindan degil fizik agisindan da son derece
onemlidir. Bu 6nemi agiklamak icin, karasal uzakliklari birbirlerine ekleyerek dis uzaydaki
cisimlerin uzakliklarini ve boyutlarini hesaplayabilmemizi rnek verir. S6yle devam etmektedir®:

Bu tiir olgular yalnizca, geometrik diizenlemeler ya da tiggenlerin es olusu
hakkinda tiimcelerin mantiksal sonucu degil, aynt zamanda deneysel aragtirmanin
da sonucudur. Tipk: bir tiggenin agilarinin toplami hakkinda tanidik tiimcede
oldugu gibi Arsimet aksiyomunun dogada gecerliligi deney yoluyla onaylanma

gerekliligi casir.

Demek ki Hilbert aksiyomlari, salt imler arasinda tutarli baginular baglaminda gormez.
Buna ek olarak dogada bir olayin anlagilmasini saglayarak onaylanmasi gerekir. Burada Hilbert
herhangi bir aksiyoma dis diinyada belli bir fenomenin karsilik geldigini 6neriyor degildir. Gérii
temelli elde edilen imler ya da bagka deyisle verili bir dizi seyi imleyen ama belli bir imleme bi¢imi
ya da im kullanma gerekliligi olmadan konu edilen simgeler arasinda baginularin gerceklikte de
onaylanmasi beklentisini dile getirmekeedir.

Hilbert daha sonra aksiyomatik dizgelerde celiski ve paradokslart konu eder.** Fizik soz
konusu oldugunda celiskiler, aksiyomlar degistirilerek elenir. Bu elenme siireci sonrasinda
gozlemlenen tiim fizik yasalarin, secilen aksiyomlarin mantiksal sonucu olmasina 6zen gésterilir.
Soz konusu saf kuramsal bilimler oldugunda ise Hilbert'e gore aksiyomatik yontemde yer alan
tanimlar gdzden gecirilerek, kimi kisitlamalar yapilir. C)rnegin kiime kuram1 paradokslarindan
sonra Zermelo'nun kiime tiyeligi kisitlamalari gibi. Dolayisiyla Hilberr, ¢eligkilerden arindirilmig

59 Hilbert, “Axiomatisches Denken”, 147.
60 Hilbert, “Axiomatisches Denken”, 148.
61  Arsimet ozelligi olarak bilinen 6zellik dogal sayilar kiimesinin iist sinirinin bulunmadigini 6ne siirer.
62 Hilbert, “Axiomatisches Denken”, 149.
63  Hilbert, “Axiomatisches Denken”, 149.
64 Hilbert, “Axiomatisches Denken”, 150.
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ya da baska deyisle tutarli bir dizgeyi, bilgi icin ideal bir yap1 olarak koyar. Hilbert tutarlilik
tarugmasini mantik ve matematik baginusini ele alacagi bir baglama tasir. Bu tartugma
kapsaminda sayr ve kiime kuraminin manugin boliimleri oldugunun kanitlanabilmesi i¢in
mantgin aksiyomatiklestirilmesini kaginilmaz goriir.> Yukarida dile getirdigimiz gibi 7904
metninde Hilbert mantik ve matematigin birlikte gelistirilmesinden yanadir. Simdi ise Russell
ve Whitehead’in Principia Mathematica’yr yayinlamalarinin ardindan goriisleri degismistir.
Matematigin temelleri agisindan 6ncelik mantikeadir, Russell ise bunu bagarmigstir. Fakat yine de
yapilmast gereken bir dizi sey bulunur. $éyle demekeedir®:

(...) Tam sayilarin ve kiimelerin tutarliligs sorunu tek bagina durmaz, tersine gok
genis ve zor bir bilgikuramsal alandaki matematiksel renklendirmeye [Firbung]
iliskindir: bu sorular alanini kisaca, her matematiksel sorunun ilkesel olarak
oziilebilirligi sorunu, matematiksel bir sorusturmanin sonuglarinin ardisira
sinanabilirligi sorunu, matematiksel kanitlarin basitigi icin bir olgiit sorusu,
matematik ve mantikta bicimselcilik ve igerik arasindaki baginti sorusu ve son olarak
son sayida islemde matematiksel bir soru i¢in kararverilebilirlik [Entscheidbarkeit]

sorunu olarak niteleyebiliriz.

Tiim bu sorular yanit bulduktan sonra manugin aksiyomatiklestirilmesi tartigmasi biitiiniiyle
agtkliga kavugabilecektir. Kugkusuz bu sorunlar arasinda aksiyomlara dayali dizgenin tutarliligina
karar verme sorunu ayri bir 6nem tagir. Hilbert, 79006'den beri sorunla ilgi i¢indedir. 1918'deki
tutumu agisindan kararverilebilirlik, cebirsel sabitler, yiizeyler kurami vb. agisindan son derece
onemli olmasinin yani sira matematiksel kanit kavrami agisindan énemlidir. Oyle ki Hilbert
bu alan: ele gecirmeyi filozofun akli elegtirmesi kadar 6nemli gorii.”” Bu ise dniinde ddev
olarak durmaktadir. Dikkat edilecegi iizere alintidaki bir bagka vurgu matematik ve mantikta
bicimselcilik ve icerik arasindaki bagintiya yoneliktir. Bu vurgu Hilbert'in matemartigi biitiintiyle
iceriksiz bir terim bigimselciligi olarak gérmedigini ortaya koymaktadir.

Matematigin Yeni Temeli

Hilbert 1923 yilinda yayimlanan Matematigin Yeni Temeli (Neubegriindung der Mathematik)
adli yapitiyla temellendirme tarugmasina bir kez daha kaulir. Kendi goriislerini sunmadan
once Brouwer ve Weyl'i elestirir. Elestirinin odagi kendi sonlucu yonteminin matematigin tiim
alanlarini 6zellikle de sonsuzla ilgili baglamlar kusatip kusatmadigiyla ilgili tarngmadir. Daha
sonra kendi yaklagimini ti¢ eksende ortaya koyar: olagan matematik, 6zel matematik, meta-

matematik.

Brouwer ve Weyl ile Hilbert arasindaki baglica ayrim yapilandirilmis kanit olmayan bir
savin matematikte yer alip almamasiyla ilgilidir. Brouwer ve Weyl yapilandirilmayan kanita
kargi gikarken, Hilbert sorunun boyle konulmamast gerekeigini ileri siirer. Ona gore geliskinin

65 Hilbert, “Axiomatisches Denken”, 153.
66 Hilbert, “Axiomatisches Denken”, 153.
67  Hilbert, “Axiomatisches Denken”, 153.

Felsefe Arkivi - Archives of Philosophy, Sayi/Issue: 52, 2020 129



Hilbert, Matematigin Temelleri ve Goru

ortaya ¢ctkmadigs aksiyomlar dizgesi matematikte yol almak icin yeterli bir temeldir.®® S6z konusu
cercevede Hilbert Weyl’in kendisini elestirmesini inceler. Weyl, Hilbert'in sayi-kavraminin 6nceki
temellendiriliglerinde bir dongiisellik oldugunu distiniir ¢tinkii Hilbert gergel sayilarin tanimlar:
icin bélmeler [Einteilungen] kullanmis, bu bolmeleri ise verilen bir ozellige karsilik gelen bir
gercel say1 olup olmadigina gore belirlemistir.®” Baska deyisle, gercel sayilarin tanimlari icin gercel
sayilar kullanilmistr. Hilbert s6z konusu elestiri baglaminda Brouwer ve Weyl'in Kronecker'in
yolundan gittiklerini varsayar.”® Kronecker, Hilbert'in temellendirme tartigmalarinda ¢okga
gorislerine yer verdigi bir diigiiniir olmasina kargin matematikte yer aldig ¢izgide Cantorcu
kiime kurami ve sonuglarina kargi ¢cikar. Weierstrass'in gergel sayilari agiklarken sonsuz kiimeleri
kullanigini da aradaki baginulart ortaya koyan belirli bir yordam bulunmadigi gerekgesiyle
yadsir. Hilbert ise Cantorcu kiime anlayisinin sonuglarini benimsedigi gibi bu “cennetten asla
¢tkmayacagint” duyurur. Déngiiye diisme nitelemesini de uydurma bulur. Kendisinin déngiiye
diismeyle iliskilendirilmesinin nedenini Weyl'in uyguladig1 bicimiyle yapilandirma ilkesinin, rea/
analizi 1skalamasi ve bundan dolay: kullanigsiz olmasina dayandirir.”!

Hilbert'in 71923 e elestirdigi bir bagka isim Poincarédir. Yukarida degindigimiz gibi Poincaré,
Hilbertin 7904 metninde tutarlilik kanitinin déngiisel oldugunu one stirmistii. Dongisel
olmasinin gerekgesi ise tiimevarima dayanmastydi. Hilbert, Poincaré’ye cevap vererek iki tiir
tiimevarim oldugunu one siirer. Meta-matematik soyut bigimde verilen nesnelere yonelik igeriksel

bir tiimevarim kullanir, oysa bigimsel matematik tiimevarim ilkesinin tamamini kullanir.

Hilbert 71923 MYTde sayr kavramini temellendirmek icin aksiyomlara dayali ydntemi
onerdigini bir kez daha yineler. Oyle ki, Weyl'in gergel sayilara iligkin Dedekindci yaklagima
yonelik elestirilerini de béylelikle bosa ¢ikarir. Dedekind agisindan gergel sayilar, kesirli sayilarin
kesimleri olarak tanimlanabilir. Hilbert ise Dedekind kesimleri yerine 1900 metninde 6nerdigi
stireklilik aksiyomlari olan Argimet ve tamlik aksiyomlarinin konulabilecegini savunur. Stirekliligi
temellendirmekle ilgili béylesi bir yaklagimin goriiyle catismayacagini da ekleyerek sunlari
soyler: “goriiden elde edilen yayilimsal biiyiikliik [extensiven Grofle] kavrami, sayr [Anzahl]
kavramindan bagimsizdir”’?. Hilbert bu noktanin tartismasiz oldugunu ve asil ugrasilmast
gerekenin aksiyomlarin bir ¢eligkiye yol agip agmadiginin diisiiniilmesi oldugunu da ileri siirer.

1923 metninin giiglii savlarindan biri Hilbert'in aksiyomlarin tutarliligi sorununun ¢dziimiini
tartgtyor olmasidir.”® Boylelikle Hilbert, kiime kuram: paradokslarinin matematige iligkin meydana

getirdigi puslu havanin aksiyomlara dayali dizgeler yoluyla dagiulabilecegini umar.

68 Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 158.

69  David Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik,” in David Hilbert Gesammelte Abhandlungen Band IIT (Berlin:
Julius Springer, 1935), 157-158.

70  Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 159.

71  Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 159.

72 Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 159.

73 Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 159.
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Hilbert'e gore bir bilim dalinda arastirma yapmanin kosulu, bilim dalinin olabildigince az
sayida ilkeler iistiine temellenmesidir. S6z konusu ilkeler, olabildigince basit [einfach], gdriisel
[anschaulich] ve kavranabilir [fasslich] olmalidir ve bunlar aksiyomlar olarak diizenlenip bir
araya getirilmelidir.”* Tam bu noktada Hilbert aksiyomlara ydnelik keskin bir belirlemede
bulunur: “kanitlanabilir ya da sanimizca kanitlanabilir tiimcelere aksiyomlar olarak yer vermemiz

76 olarak ele

engellenemez””. Hilbert daha sonra aksiyomatik diisiinceyi “bilin¢le diisiinme
alip, naive diigiinmenin kargisina koyar. Naive diisiinme dogma olarak inanmayla ilgiliyken,
aksiyomatik diisiinmeyle iliskilendirdigi “bilingli diisiinme” kanitlarla ilgilidir. Dolay1styla Hilbert
aksiyom tartismasini kanit tartgmast olarak siirdiirme egilimindedir. Bu bakimdan aksiyomlarin
tutarliligindan emin olmak i¢in kanitlara gereksinim duyariz. Kuskusuz burada ortaya ¢ikacak
soru bu kaniti nasil saglayacagimiz olacakuir. Hilbert sdyle demektedir: “aksiyomlarin tutarliliginin
kanit1 pek ¢ok durumda -6rnegin geometride, termodinamikte, radyasyon kuraminda ve bagka
fizik disiplinlerde- basarili olmustur, yle ki kanit, analizin aksiyomlarinin tutarliligs sorununa
indirgenmistir ve sorun simdiye kadar ¢éziilememigtir.””” O halde sorun sayilart sunan aksiyom
dizgesinin tutarliligi sorunudur.

Hilberte gore Kronecker sorunu Tanri’® ile ¢ozdugli yanilsamasindadir. Poincaré ise
aritmetigin aksiyomlarinin tutarliliginin bir kanitni vermeyi olanaksiz bularak, sayilarin
gerisindeki tiimevarimi Tanri vergisi bir 6zellik olarak gormektedir. Frege sayiyr saf mantuikla,
Dedekind ise saf mantigin bir konusu olan kiimeler kuramiyla temellendirmek istemis her ikisi de
basarisiz olmustur. Fakat onlarin acuigi yol Cantor, Zermelo ve Russell araciligtyla derinlestirilerek,
mantiksal-matematiksel aragtirmalarin ayrilmaz pargast olan mantiksal kalkiiliisiin gelisimine
aracilik etmigtir. Yine de sorun ortadadir: analizin aksiyomlarinin tutarliligi. Hilbert sorunu

ortaya koyduktan sonra ¢éziim onerisine geger.

Oneriye bir gorii tarugmastyla baglar. Bu tarusmanin Hilbert'in ne tiirden bir bigimselci
oldugunun anlagilmasi agindan énemi biiyiikeiir. Hilbert, genel kavram-cerceveleri
[Begriffsumfingen] ile yapilan soyut islemlere, kesinlikten uzak ve yetersiz iceriklere kargidir.

Bunlar yerine sunu onerir’:

Mantiksal islemlerin uygulanmasi ve mantiksal ¢ikarimlarin kullanilmas: icin bir
kosul olarak tasarimlamada bir seyin énceden verilmesi gerekir: tiim diisiinceyi
onceleyen dolaysiz yasanti olarak gériisel [anschaulich] mantik-dist [aufler-logische]
belitli somut nesne [verilmelidir]. Mantiksal ¢ikarim giivenilir olacaksa, bu
nesneler tiim pargalarinda biitiiniiyle aragtirilabilir olmak zorundadir. Gésteriligleri
[Aufweisung], ayrimlari, ardisikliklari, birbirlerini izleyisleri dolaysizca goriisel

olarak verilir ve bagka hicbir seye indirgenemez.

74 Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 160.
75  Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 160.
76  Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 161.
77  Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 161.
78  Kronecker sdyle demektedir: “Tanri tam sayilari yaratti, geri kalan her seyi insan”

79  Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 163.
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Hilbert, bu noktada say1 kuramindaki nesnelerin imler [Zeichen] oldugunu varsayar. Bu
imlere iligkin bicimlerin [Gestalt] uzay ve zamandan, iiretilmesini saglayan 6zel kosullardan ve
uygulaniglarindaki 6nemsiz ayrimlardan bagimsiz olarak kavranabilecegini 6ne siirer. Hilbert saf
matematigi temellendirmek i¢in “baglangicta imin oldugunu™® benimsek gerektigini de ekler.
Bu noktadan temel say1 6gretisine gecerek, goriiye dayali somut imler yoluyla nereye kadar
ilerletilebilecegini serimleyerek su agiklamalari yapar®:

1 imi bir sayidir.

1 ile baslayan ve biten, 1'i +’n1n, +’y1 1'in izledigi her im de bir sayidir. Ornegin
1+1

1+1+1

Sayilar olan [Zahlen] ve sayilari tiimiiyle meydana getiren sayi-imlerinin
[Zahlzeichen]® kendileri incelememizin nesneleridir, yoksa kendi baslarina bir
anlamlar: [Bedeutung]® yoktur. Bu imlere ek olarak iletime yarayan ve bir sey
anlamina gelen [bedeuten] bagka imler de kullaniriz. Ornegin 2 imi 1+1 sayt imi

icin bir kisaltmadir. ..

Daha sonra Hilbert 3, 0, > imlerini tanitir. = ve >’nin kullandig1 im toplulugunu birer tam-deyim
[Formel] olarak gérmedigini ekler. Ardindan a b ¢ harflerini de sayi-imleri icin kullandigini belirtir.
Ayni sekilde a > b bigiminde im toplulugunu da tam-deyim saymayarak, bildirisimde [Mitteilung]
bu im toplulugunun a sayi-iminin b sayr-imini asug1 anlamina geldigini soyler. a > b 'den a’nin
b + ¢ olarak ayrigtrilabilecegi [zerlegen] sonucunu ¢ikarir. a + b=b + @’ninise a + b’nin b + a ile
ayni oldugu olgusunun gosterilisine kargilik geldigini belirtir. Her a sayi-imi, 1 ve + imlerinden
olusturulabilir. Hilbert'e gére boylesi bir zeminde sinirli bir say1 kurami olusturdugumuzda kanit
adimlarinda aksiyomlar bulunmaz dolaysiyla celiski de ortaya ¢tkmaz.** Nesneler olarak somut
imleri seger, onlarla islemler yapar, icerikli [inhaltliche] ifadeler meydana getirebiliriz. a + b = b +
a’ya iliskin sayr-imlerinin sokiilmesi [abbau] ve yapilandirilmasi [aufbau] yoluyla verilen kanitin
timevarim ilkesine dayali bir kanit olmadigini 6ne siirer. Bu noktadan sonra Hilbert goriisel
ve igeriksel kimi ilerlemeler saglansa bile tiim matematigin bu yolla disiiniilemeyecegini ekler.
Ozellikle de sonsuzluk s6z konusu oldugunda igeriksel yaklasimin dagildigini soyler.

80 Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 163.

81 Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 163.

82  Hilbert daha sonraki caligmalarinda Zahlzeichen's rakamla [Ziffer] degistirir.

83 Frege'nin Sinn-Bedeutung ayriminin farkinda olarak, Bedeutung’'u baglami géz 6niinde tutarak olagan
kullanimlarindan ikisi olan “anlam” ya da “gésterim” olarak ¢evirmeyi uygun bulduk. Bunun nedeni Hilbert'in
metinlerinde ayrim tutmadan Sinn ve Bedeutung’u ey anlamlt kullanmasidir. Ornegin “ayni anlamda” (im gleichen
Sinne) , “bu temel kavramlarin temel anlami” (Die fundamentale Bedeutung dieser allgemeinen Begriffe), “burada
cok biiyitk anlam” (Grofle Bedeutung hat hier), “6zsel anlamdan” (von wesentlicher Bedeutung) biciminde
Bedeutung'u kullanmigtir.

84  Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 164.
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Hilbert bu vurgularin ardindan aksiyomlarin, diizgiin tam-deyimlerin ve kanitlarin aragtirma
nesneleri oldugu bir matematiksel kurama gecer. Bu gecisin gerceklesmesi icin bicimselci bir
yaklagimin gerekli oldugunu varsayar. Buradaki bicimselcilik tiim matematiksel kuramin mantiksal
kalkiiliis uyarinca ¢ikarimlar ve tanimlari yoluyla bigimsellestirilmesi olarak anlagilmalidir. Temel
say1 kuraminda sayi-imlerinin gordiigii islevi, bu kez bicimsellestirilmis matematikte aksiyomlar,
diizgiin tam-deyimler ve kanitlar goriir. Matematikteki iceriksel diisiinceler ancak bunlar
kullanarak yer bulur.® Hilbert bu vurgulardan sonra aritmetigin aksiyomlarinin tutarliliginin
kanitlanigint gosterebilecegini 6ne siirer. Somut-igeriksel sayt kurami icin 1 ve + imlerinin yeterli
oldugunu varsayarken simdi tiim matematigin yapilandirilabilmesi [aufbau] i¢in yeni imler ekler.
Hilbert su yeni imleri® ekler: I. bireysel imler, II. degiskenler, III. bildirisim igin imler.

Kalkiiliiste kullanilacak olanlar imler (I) ve degiskenlerdir (II). III ise yalnizca iletimi
saglayan kisaltmalar oldugundan matematigi yapilandirirken kullanilmast zorunlu degildir.
Hilbert bu hazirlayici saptamalardan sonra I ve II'deki 6geleri birlikte kullanarak ilksel a = b,
a # b, Z(a) diizgiin tam-deyimleri elde eder. Tam-deyimleri kullanarak ise aksiyomlara ulagilir.
Aksiyomlar Hilbert i¢in “matematigin yapilandirilmasinda yapitaglari olarak yer alan belirli
tam- deyimler®den bagka bir sey degildir. Kanit ise “goriisel olarak goz 6niinde bulundurulmas:

gereken bir sekildir ve ¢ikarim semalarina gore yapilan ¢ikarimlardan olugur.”®

S
-3
T

Burada her 6nciil bir aksiyoma karsilik gelir. Bir tam-deyim, bir aksiyom ya da yerine koyma
yoluyla aksiyomdan tiiretilebilirse, kanitlanabilirdir. Demek ki, kanitlanabilirlik, dizgeye bagimli
olarak ele alinir.

Anlagilacag tizere “somut-goriisel say1 kurami agisindan sayilar, nesnesel [Gegenstindlich] ve
gosterimsel [Aufweisbar]”®dir. Kanitin kendisi de nesnesel ve gésterimseldir. Daha sonra Hilbert

85 Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 165.
86 I.1- 1, + (sayr-imlerinin bilesenleri)
L2-. (), (), a(*¥), S(X*), u (%) (bos yerli tekil fonksiyon, tekil fonksiyonun fonksiyonu)
1.3- = (esitlik), = (esitsizlik) > (biiyiiktiir) < (kiigiiktiir) (matematiksel imler)
1.4~ Z (sayrdir [Zahl sein]) @ (fonksiyondur [Funksion sein])
1.5- = (‘igerir’, mantiksal im)
1.6- () (tiim-imi)
I1. Degiskenler (Latin harfleri)
1L.1- 4, b, ¢, d, p, g, 1, 5 (temel degiskenler)
11.2- f(*), g(*) (degisken fonksiyonlar, degisken fonksiyonlarin fonksiyonu)
13-4, B, G, D, S, T, U, V, W(degisken tam-deyim)
II. fletim imleri (Alman harfleri)
IL.1- a, b, ¢, f (fonksiyoneller)
11.2- A, B,€ R, S, T (tam-deyim)
87  Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 167.
88  Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 169.
89  Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 169-170.
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bu icerikli ayni zamanda diizgiin tam-deyimlerden olusan 6zel matematigi [die eigentliche
Mathematik] kanit kurami yoluyla tist-matematige evriltir. Bu ¢abasinin aritmetigin ve bi¢imsel
mantgin yapilandirilmasinin es zamanli olmasi yoluyla gergeklesebilecegini vurgular.”® Ciinki
aritmetigin dogruluklar: ile mantiksal dogruluklar ayrigtirilamazlar.

Matematigin Mantiksal Temelleri

1923 Matematigin Mantiksal Temelleri (Die Logischen Grundlagen der Mathematik) metninde
Hilbert tst-dil ile bi¢imsel dil arasindaki ayrimi belirginlestirerek matematikteki sorunlarin
goziilebilmesi i¢cin matematiksel kanit kurami gelistirilmesine yoénelik ¢abasina devam eder.
Ustelik 6grencisi Paul Bernays'in yardimiyla bunu basardigina inanir. Oyle ki, analiz ve kiime
kuramini tartugilmaz bir temel sagladig: gibi siirey varsayimi ve matematiksel manugin pek ¢ok
sorununu ¢ozdiigiini savlar.”!

Hilbert bu metinde de MY T de basladig somut goriisel iceriklere dayanan 6zel matematigi
ozenli bigimde bicimsellestirerek tam-deyimlerden olusur duruma getirme igini siirdiriir.
Matematigin bicimsel yapilarinin yapi taslari olarak is goren tam-deyimler ise aksiyomlardir.
Onciilleri birer aksiyom olan gikarim semasindan olusan, ve goriisel olarak bize beliren sekil bir
kanitur.” Sozgelimi MYT de oldugu gibi asagidaki sekil bir kanit gostermektedir.

S
-3
T

Bicimsellestirilen bu 6zel matematigin yani sira bir de tist-matematik, matematigin giivence
aluna alinmast icin gereklidir. Ust-matematikte, 6zel matematigin kanitlari ile islem yapilir.
Bu kanitlarin kendileri, iceriksel sorusturmanin nesneleridir. Matematikte bir yandan bicimsel
¢ikarim yolu ile aksiyomlardan kanitlanabilen yeni tam-deyim elde edilir. Ote yandan da yeni
aksiyomlar eklenip iceriksel ¢ikarimlar yoluyla tutarliliklar kanitlanir. Burada vurgulamamiz
gereken nokta Hilbert agisindan aksiyomlar ya da kanitlanan teoremlerin mutlak dogruluklar
olmadigidir.?”® GT den beri aluni ¢izdigimiz gibi Hilbert'e kadar aksiyomlar kendi basina dogru
kabul edilen 6nermelerken Hilbert aksiyomlarin dogrulugunu dizgeye duyarli bir baglama koyar.

90 Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 174.

91 Hilbert, “Die Logischen Grundlagen der Mathematik”, Mathematische Annalen 88, say1 1 (1922): 151.
92 Hilbert, “Die Logischen Grundlagen der Mathematik”,152.

93  Hilbert, “Die Logischen Grundlagen der Mathematik”,153.
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Boylece Hilbert icerme, degilleme, esitlik, say1 aksiyomlarini®

serimleyerek, bunlar yoluyla pozitif
tamsayilar ve sayisal esitliklerin elde edilecegini bildirir. Bunlara kargin sonlu mantik ve saf goriisel
diisiiniis [rein anschaulische Uberlegung] yoluyla temel say1 kuramini elde edebildigini savlar.
Saf goriisel diisiiniisiin sonlu toplamlar icin yineleme ve goriisel tiimevarim sagladigini ekler.
Ustelik temel sayt kuramini elde etmek icin tek yordam anilanlar olmak durumunda degildir.
Hilbert bu béliime koydugu bir notta “temel say1 kuraminin temellendirilisi ayni zamanda
aksiyomlar aracilityla gerceklesebilir, burada kisa olsun diye dogrudan gériisel temellendirmeye
basvurdum™” demektedir. Oyleyse uygun aksiyomlar yoluyla da 790074 oldugu gibi temel say1

kurami verilebilir.

Hilbert’e gore sonlu mantigin yani sira, olagan matematigin sonlu dtesi teoremleri séz konusu
oldugunda da kanitlanabilir tam-deyimler elde edilmelidir. Bunun i¢in sonlu tesi aksiyomlar
eklendikten sonra da tutarliligin kaniti verilebilmelidir. Bu somut goriisel icerige dayali ve sonlu
matematikten ayrilarak sonlu Stesi matematige yol almanin geregi olarak her/tiim [alle] ve dyle
bir ... olsun ki [es gibt] gibi iki kavrami da kullanima sokmak gerekir. Bu kavramlar yoluyla
tiglincli durumun olmazligr ilkesi sonlucu matematige girer. Hilbert, Brouwerci gelenekten
ayr1 olarak bu ilkeye matematikte yer verir. Belli bir 6zelligin tiim nesnelerce taginmasi, tiimel
evetleme eklemi kullanilarak, en az bir nesneye saglanmast ise tikel evetleme yoluyla saglanir. Tam
bu noktada Hilbert kendi kanit kuraminin sonlucu oldugunu, gériiselci Weyl'in 6nii stirdiigii
déngiisellik tehlikesinden uzak oldugunu bildirir.”

Sonsuzluk Ustiine

Hilbert, 1926 Sonsuzluk Ustine (Uber das Unendliche) adli calismasina Weierstrass'in
matematiksel analize yapugi katkilari anarak baglar. Buna gore Weierstrass, sonsuz kiigiikler
hesab1 konusunda yapug: caligmalarla bu alanda bulanikliklart gidermistir. Boylece artik gergel
sayilara iligkin kavramlara dayanan tiimdengelimsel yontemleri kullanmak bakimindan bir uzlag:
bulunur. Ancak yine de analizin temelleri konusunda tartugmalar siirmektedir. Hilbert agisindan
bu tartigmalarin nedeni: “matematikteki sonsuzluk kavraminin anlaminin simdiye kadar tam
olarak acik kilinmamasidir™’. Her ne kadar Weierstrass sonlu biiyiikliikler yoluyla sonsuzlugu
konu etmeyi gostermis olsa bile yine de gergel sayilari tanimlayan sayisal dizgelerde oldugu
gibi sonsuzluk halen kullanilmaktadir. Hilbert sorunu ¢dzmek icin gu 6ne siiriimil ortaya atar:

94 1.A— (B—A)

2.{A — (A—B)} - (A—B)

3.{4— (B—>O} =»{B— (4A—0O)}

4, (B—C) ={(A—B) — (A—O)}

5.A— (A—B)

6. (A—B) —{(A—B) —B}

7.a=a

8.a = b— (A(a) — A(b))

9.4+1=%0

10.85 (a+1)=a
95  Hilbert, “Die Logischen Grundlagen der Mathematik”, 154.
96  Hilbert, “Die Logischen Grundlagen der Mathematik”, 160.
97  Hilbert, “Uber das Unendliche”, Mathematische Annalen, sayt 95 (1926), 161.
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“sonsuz bir toplam anlaminda sonsuzluk -ki bu sonsuzlugu hala tiimdengelimsel yontemlerde
kullanilmig olarak buluruz- salt bir yanilsamali bilgidir™®. Yapilmasi gereken tpki Weierstrass'in
sonsuz kiigtikleri sonlu islemlerle degistirmesi gibi sonsuza dayali tiimdengelimsel yontemleri
sonlu iglemlerle degistirmekeir.

Geometrideki sonsuzluk s6z konusu oldugunda Hilbert fizikteki sonsuzlukla ilgili sorunlara
dikkat ¢eker. Sozgelimi fizik diinyada varolanlarin sonsuzca béliinebildiklerini séylemek olanakl:
degildir. Planck’t anarak cesitli katmanlarda duran enerjinin sonsuzca béliinemeyeceginin
gosterildigini animsatr. Bu nedenle siireyin [Kontinuum] sonsuzca boéliinebilirliginin bir ide
olarak yalnizca diistincede gergeklesebilir oldugunu diistiniir. »

Hilbert “diizlemdeki noktalar ve diiz ¢izgiler kékensel olarak gercektir ve edimsel olarak
[wirklich] varolan nesnelerdir” ' demektedir. Buna karsin geometride, edimsel nesnelerden ideal
nesnelere gecilir. $oyle bir 6rnek verir. “Iki noktadan tek bir diiz gizgi geger” aksiyomundan iki
diiz ¢izginin en ¢ok bir noktada kesistigi sonucuna ulasilir. Fakat iki diiz ¢izginin her zaman bir
noktada kesisecegi bir teorem degildir ¢iinkii ¢izgiler paralel de olabilir. Araya ancak sonsuzca
uzanan gizgiler ve sonsuzda noktalar gibi ideal 6geler katildiginda teoreme ulagilabilir. Ideal
ogelerin katulma kogulu ise tutarlilikar'®. Buna gore ¢eligkiye yol agmadigs siirece dizgeye ideal
ogeler kaulabilir.

Hilbert agisindan “Matematiksel analiz sonsuzun bir senfonisidir”?* fakat analiz sonsuzun
ne olduguna iliskin en derin kavrayisi sunmaz. Bunu yapabilen Cantor’un eliyle olusturulan
kiime kuramidir. Hilbert buradan Cantorcu sonlu 6tesi sayilara odaklanilarak matematigin
temellendirilebilmesi ve paradokslardan arindirilmasi i¢in  sonsuzun yapisinin  ortaya
konmasi gerektigi sonucuna ulagir. Tam burada Hilbert sonsuzun gerceklikte [Wirklichkeit]
bulunamayacagini 6ne siirer.'® Peki nasil olur da diisiinceye konu edebildigimiz sonsuz gerceklikte
bulunamaz. Bunun yanitt ancak sonsuzun ne oldugunun bir ¢dziimlemesiyle olanaklidur.

Hilbertin bu ¢dziimlemede yolu Kant ile kesisir. Kantta matematigin konusunun
mantigin konusundan ayri olusundan yola ¢ikarak matematigin salt manuk izerinde asla
temellendirilemeyecegini 6ne siirer.'” Hilbert'e gore Frege'nin ve Dedekind’in hatast tam da
salt mantk yoluyla matematigi anlamaya calismalarindan kaynaklanir. Hilbert agisindan mantg:
olanakli kilan, her ¢ikarim ve mantiksal islemi 6nceleyen bir verilmislik bulunmalidir. Bu nokta
calismamizda pek ¢ok kez vurguladigimiz Hilbert'in bicimselciliginde goriiniin islevini anlamak
agisindan 6nemlidir. Hilbert soyle der: “gériisel olarak dolaysizca deneyimlenen belirli, mantik-

10

dist somut nesneler, tiim diisiinmeyi dnceler”'®. Mantiksal ¢ikarimin kesin olabilmesi i¢in

98 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 162.
99  Hilbert, “Uber das Unendliche”, 164.
100 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 166.
101 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 179.
102 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 166.
103 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 170.
104 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 171.
105 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 171.
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her kesimlerinden goriiniir olmast gereken bu nesnelerin 6zellikleri, ayrimlari, siralaniglarr ya
da yan yana dizilisleri verilmelidir. Ustelik goriisel olarak dolaysizca verilen bu nesneler baska

16 Hilbert bu zorunlu temelin

bir seye indirgenemez, indirgenme gereksinimi gerektirmez.
yalnizca matematik i¢in degil ayni zamanda tiim bilimler icin gerekli oldugunu da ekler. Tam
da goriisel igerik vurgusundan dolayr matematikte aragtirma nesnelerinin “agik ve taninabilir
bicimleri somut imlerin kendileridir™'?. Sonlu olagan matematik goz 6niinde tutuldugunda
“iceriksel goriisel diisiiniis yoluyla sayi-yapilarindan [Zahlenkonstruktion] kesin bi¢imde
yapilandirilabilir™, Kuskusuz matematik salt sayisal esitliklerden meydana gelmez ancak yine
de matematigin icerigi genisletilirken ¢ikis nokrtast somut, goriisel iceriksel aragtirma ve sonlucu
tutumdur. Matematikteki dogruluklari giivence altina alan i¢goriiniin [Einsicht] dayanag: da
goriisel ve sonlucu yaklagimdir.

Hilbert agisindan sayr kuraminda gecen imler, soz gelimi 1, 11, 111, 11111‘lerde oldugu
gibi goriisel olarak taninabilir. “Aragtirma nesneleri olan bu say1 imlerinin kendilerinde [an sich]
bir anlami [Bedutung] bulunmaz”'”. Bu noktada Hilbert'in vurgusu goriisel olarak verilmis
imlerin bulunmasina iligkindir. Bu imler 1, 11, 111... olabildigi gibi bunlar yerine *,*****
gibi bagka tiirlii imler de olabilirdi. Bu imlerin say1 kurami agisindan anlamlart olmasina karsin
kendi baglarina bir anlamlari yoktur. Burada ortaya ¢ikabilecek bir soru imlere bir baglam i¢inde
anlam vermenin nasil gerceklestigidir. Hilbert bunu zihnin kendiliginden bir edimi olarak gériir.
Olagan say1 kuraminda yer alan +, 0, >, ya da 2, 3 gibi diger say: imleri de, goriisel belli bir
icerigin yinelenmesini kisaca imlemek icin kullanilir. Bu baglamda 2 imi 11 imi yerine kisaltma
amacryla kullanilir. 3 > 2, 111 iminin 11 iminden daha biiyiik oldugunu gosterir. Hilbert igeriksel
¢tkarim [inhaldliche Schliffen] yoluyla imler arasindaki bu baginularin gerekgelendirilebilecegi
goriisiindedir.

Hilbert temel say1 kurami baglaminda biiyiik sayilar s6z konusu oldugunda imler arasindaki
bagintlarin nasil ele alindigint ise kendi déneminde bilinen en biiyiik asal say1y1 ele alarak soyle
aciklar: 39 basamaktan olusan bu p sayist sonlucu kanit ergevesinde serimlenebilir. Kanitlanmig
yontemler uyarinca p + 1 ve p! + 1 arasinda en az bir asal say1 vardir. S6z konusu vardsr (yukarida
yle bir ... olsun ki biciminde de ifade etmistik) [es gibt] su ifade i¢in bir kisaltmadir:

p+1lveyap+2veyap +3 ... veyap! + 1 bir asal sayidir.

Hilbert bu ifadelerin yerine séyle denilebilmesinin de olanakli oldugunu éne siirer: "su tebesir
parcast kirmizi veya o tebesir parcast kirmizi veya o tebesir parcast kirmizi veya... bu tebesir
parcast kirmizi"'"°. Bunun yerine tebesir parcalari arasinda kirmizi olan biri var kullanilabilir.
Demek ki, buradaki “var” sonlu bir toplam i¢indeki belli 6zelligi olan bir nesneye kargilik gelir.
Hilbert bu kavrayisi, p + 1 veya p + 2 veya p + 3 ... ile kargilagturir. Bu sonuncusu gosterimde

106 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 171.
107 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 171.
108 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 171.
109 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 171.
110 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 172.
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sonsuz mantiksal bir iiriin olarak gériilmelidir. Sonludan sonsuza béylesi bir gegise izin verilemez.
Sonsuzu ele alabilmenin kosulu, sonlu ifadeleri ideal ifadelerle desteklemektir. Su durumda sorun
ideal ifadelerin nasil elde edilebilecegidir. Hilbert matematigin temelleri i¢in simdiye kadar
yapilanlarin siirdiiriilmesi gerektigini belirtir.!!! Temel matematik, ideal nesnelerin eklenmesiyle
goriiselci sayr kuraminin otesine gegmistir. Gortisel-igeriksel say1 kurami cebirsel harf-hesab:
yontemlerinde icerilmez. Tam-deyimler goriiselci say1 kuraminda iletim icin, harfler ise say1
imlerini gostermek icin kullanilir. Esitlik ise iki imin uyustugunu bildirir. Cebirde harfler, say:
kuraminin igeriksel tiimcelerini bildirir. Say1 imleri hakkinda ifadeler yerine, kendileri goriiniin
somut nesneleri olan tam-deyimler bulunur. Igeriksel sayt kuraminin kanitlari yerine, belirli
kurallar uyarinca belirli tam-deyimlerin baska tam-deyimlerden tiiretilmesini saglar. Hilbert'in
burada sdylediklerini su 6rnek yoluyla daha agik gorebiliriz.

a+b=b+a
Yukarida a ve b say1 imlerini gosterir [bedeuten]. Bu imler yerine Hilbert sunlart kullanir:
a+b=b+a

Hilbert bu tam-deyimin aruk igeriksel dolaysiz bir iletim degil fakat sonlu ifadelerle
baglanuli bir bigimsel yap: oldugunu bildirir. Burada « , 4, =, + imleri ve ayni zamanda « +
b = b + a tam-deyimi kendilerinde bir seyi gdstermez [an sich nichts bedeuten]'?. Yine de bu
tam-deyimden anlam yiikleyebilecegimiz [eine Bedeutung zuschreiben] baska tam-deyimler
tiiretilebilir. Matematikee iki tiir tam-deyim bulunur. Ilki sonlu ifadelerin karsilik geldigi ieriksel
iletim ikincisi hicbir sey gostermeyen [nichts bedeuten] ve kuramin ideal yapitaglarini [Gebilde]

olusturan tam-deyimler.'*?

Oyleyse Hilbert agisindan esitli say1 imleri igeren sonlu ifadeler soz gelimi 352, 2+3=3+2 sonlucu
tutum yoluyla dolaysizca goriisel olarak anlagilabilir. Bu tiir ifadelere manuk yasalari sorunsuzca
uygulanabilir. Bunlarin yaninda matematikte bir de ideal ifadeler yer alir. Bu ifadeler ise sonlu
onestiriimleri dile getirmedikleri siirece bir sey gostermez [nichts bedeuten]'. Hilbert buradan
mantiksal iglemleri ve matematiksel kanitlart bicimsellestirme baglamini koyar. &, v, =, - [degil]
mantiksal eklemleri, 2, 4, ¢ matematiksel degiskenleri ve 4, B, C 6nermesel degiskenleri ifade eder.

Hilbert, Principia Mathematicay: ima ederek mantiksal kalkiiltisiin [Logikkalkiils] halihazirda
Russell araciligiyla sunuldugunu belirtir. Ona gére Russell her ne kadar manuksal kalkiiliisii
baska amaglarla gelistirmis olsa da kalkiiliis herhangi bir mantiksal ime anlam yiiklemeyen
sonlu bakis acisiyla tutarlidir. Boylece mantiksal kalkiiliiste, matematiksel ifadeleri tam-
deyimlere déniistiirecek bir bigimsel dil bulunur. Es deyisle, iceriksel say1 kuramindan cebire
gecis gibi, mantiksal kalkiiliisiin imleri ve islem-simgeleri igeriksel gosterimlerinden [inhaltlichen
Bedeutung] ayrilir. Béylece giindelik dille iletilen igeriksel matematik yerine, matematiksel ve

111 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 174.
112 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 175.
113 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 176.
114 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 176.
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mantiksal imler igeren tam-deyimler elde ederiz. Tam-deyimlerden belli baglilari aksiyomlara,
tam-deyimlerin elde edildigi kurallar ise matematigin bicimsel yapisina kargilik gelir.

Hilbert, matematigin bi¢imsel yapisinin [Gebdude] yapitast [Baustein] olarak is goren tam-
deyime aksiyom der.!"> Matematiksel kanit ise goriisel olarak erisilebilen bir sekildir [Figur].
Hilbert burada da 1922°de kullandig: tiiretim semasini kullanir.

S
-
T

Hilbert sdyle der: “bicimsel bir kanit, tipki say1 imi gibi, somut ve goriilenebilir bir nesnedir”'*6.

Metni tamamlarken Hilbert goriiglerinin 6zeti niteliginde sunlart sdyler'”: “Bilimsel
bilginin olanaginin kogullari belirli goriisel tasarimlar [gewisse anschauliche Vorstellungen] ve
kavrayiglardir [Einsichten]. Mantk tek bagina yeterli degildir.” Goériildtigi tzere Hilbert bir
kez daha goriiyii odakta tutarak bicimselcilik anlayisinin sale bir terim bigimselciligi olarak
goriilemeyecegini ortaya koymaktadir.

Matematigi Temellendirme Sorunlar:

1929 Matematigi Temellendirme Sorunlart (Probleme der Grundlegung der Mathematik)
metninde Hilbert 1899°dan beri siirdiirdiigii aksiyom tartismasini bir kez daha konu eder.
Aksiyomlarin mutlak dogruluk olmadigi, dizge icinde dogruluk degeri tagidigi diistincesini
sirdiiren Hilbert Cantor, Frege, Dedekind’i anarak aksiyomlara dogruluk yiikleyen bir
aksiyomatik dizgenin matematigi giivence altina alamayacagini 6ne siirer: “igeriksel aksiyomlar:
baslangic noktasi olarak ve temelleri kanitlar icin kullanirsak, bu durumda matematik mutlak
kesinlik niteligini kaybeder”'"® Kendi kanit kurami ise yeni bir temellendirme denemesidir.
Bu temellendirme ile her tiirlii matematiksel ifadenin somut, sergilenebilir, 6zenli bi¢imde
tiiretilebilen bir tam-deyime d6niisebilecegini varsayar.

Kanit kuraminin sonlucu tutumla ve goriiyle baginusini ise séyle anlatir':

Bir kanit ya da ifade verilirse, tiim parcalari bakimindan incelenebilir olmalidur.
Gosterilisi, taninmasi, ayrimlart ve tekil parcalarin  ardisikligi  dolaysizca
goriilenebilir [anschaulich] olmalidir. Béylesi bir yaklasim olmadan diisiince ya da

bilimsel etkinlik olanaksizdir.

115 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 177.

116 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 179.

117 Hilbert, “Uber das Unendliche”, 190.

118 David Hilbert, “Probleme der Grundlegung der Mathematik”, Mathematische Annalen 102, say1 1 (1930), 3.
119 Hilbert, “Probleme der Grundlegung der Mathematik”, 7.
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Anlagilacagy {izere tutarlilik aragtirmasi, kaniun sonlu ve ayrimsanir olmast kosuluyla
stirdiiriiliir. Ustelik Hilbert, kanit kurami yoluyla matematikte her dogru sorulmus sorunun

goziilebilecegi sanisindadir. Bu nedenle matematikte ignorabimus (bilinemez) yoktur.'*

Doga Bilgisi ve Mantik

1930 Doga Bilgisi ve Mantik (Naturerkennen und Logik) metninde Hilbert bir kez daha
aksiyom tartigmasini ele alir. Bu kez doga bilimleri acisindan aksiyomlarin 6nemine deginir.
Doga bilimlerindeki kuramsal tartigmalarda aksiyomlarin tuttugu yere dikkat ¢ekerek pek ¢ok
bilgi alaninda birkag tiimcenin kuramin tiim yapisini saf mantiksal bir yolla yapilandirabilecegini
belirtir.’! Ardindan aksiyomatik yéntemin manuk icinde yer aldiginin, dénemin mantuginin
bir bilim olarak son derece anlasilir olusunun altn: cizer. Bu noktadan sonra, 1926 SUdeki
tavrina kosut olarak sonlucu ve gorii temelli diisiiniisii koruyacak bicimde sonsuzluk bagintsini
ele alir.':

Sonsuzun gorisel bir gosterimi [Bedeutung] yoktur ve yan sorusturmalar
olmaksizin tiimiiyle anlamsizdir [keinen Sinn hat]. Demek ki yalnizca sonlu geyler
bulunur. Sonsuz bir hiz bulunmaz, hicbir kuvvet ya da etki kendini sonsuzca
yaymaz. Dahast, etkinin kendisi ayrik bir dogada ve yalnizca quanta bigiminde var

olur. Sonsuzca béliinmeyi siirdiiren higbir sey yokeur.

Sonlucu ve gériicii bu yaklasim baglaminda Kantci felsefenin her tiirlii bilginin goriide
sergilenebilir olma tavrinin Hilbert tizerinden siirdiigti diisiiniilebilir. Ne var ki, Hilbert kendi
sonsuz anlayisinin Kantgi antinomilerin temelsiz oldugunu gdsterdigini savlar. Bunun nedeni
Hilbert'e gore Kant'in uzayin sonsuzca boliinebilecegini varsaymasidir. Oysa kendisine gére bu
olanakli degildir. Kant'in uzay: bir gorii sayip, uzayla ilgili her tiirlii diisiiniisii, olanak olarak
sonsuzca boliinebilmeyi buradan ¢ikarmasi gézden kagmamalidir.

Hilbert metnin devaminda doga ile diisiince arasindaki bagintinin nasil kurulduguyla
ilgilenir. Ona goére doga ile diisiince ve deneyim ile kuram arasindaki uyum onlarla baglantili
bicimsel 6geler gdz oniinde bulundurulursa anlagilir.

Hilbert Hegel'in dogada olup bitenlerin kavramlar yoluyla cikarsanabilecegine yonelik
anlayisina karst ¢tktigini belirterek sunlari sorar: Diinyanin yasalarinin kokeni nedir? Bu yasalar
nasil elde ederiz? Gergeklikte cakistiklarini bize kim 6gretir? Séyle yanit verir: “deneyim bunu
yalnizca olanakli kilar”'# Hilbert'e gore Hegel agisindan diinya yasalari salt kavramsal diisiiniimle,
deneyim olmadan elde edilemez. Fiziksel kavramlarin ¢ercevesinin yapilandirilmasi sirasinda pek
¢ok kurgusal bakis agist bulunsa bile, koyutlanmis [aufstellen] yasalarin ve kavramlarin mantksal
gercevesinin diizgiin olup olmadig1 deneyim yoluyla anlagilir.

120 Hilbert, “Probleme der Grundlegung der Mathematik”, 7.

121 David Hilbert, “Naturerkennen und Logik”, icinde David Hilbert Gesammelte Abhandlungen Band III (Springer,
1970), 379.

122 Hilbert, “Naturerkennen und Logik”, 380.

123 Hilbert, “Naturerkennen und Logik”, 383.
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Hilbert'in ne tiir bir bi¢imselcilik anlayisinda oldugunu géstermesi agisindan onun deneyim
aracihityla kavram cercevelerinin diizenleniyor olduguna iliskin goriisii dikkate degerdir.
Anlagilacagy tizere Hilbert salt kavramsal bagintlarin saglanmasi yoluyla kuramin diizgiin
olmayacagini vurgulamaktadir. Hilbert, bu tartisma baglaminda yeniden Kant’t ele alir. Bu
kez Kant'in deneyim ve manuk disinda gergeklige iliskin # priori bilgilerimiz olduguna yonelik
yaklasimini konu eder. Bu gergevede kendi goriislerini ise soyle agiklar!®.

Coktan gosterdigim gibi bir kuramsal cercevenin yapilandirilmast icin belirli «
priori kavrayslar [gewisse a priorische Einsichten] zorunludur ve onlar her zaman
bilgimizin temellerinde yer alir. Inantyorum ki, matematiksel bilgi son kertede
boylesi bir tiir goriisel kavrayis [anschaulicher Einsicht] istiine dayanir. Say:
kuraminin yapilandirilabilmesi i¢in belirli goriisel bir tutuma [gewisse anschauliche

Einstellung] @ priori sahip olmaliy1z.

Goriildiigii gibi Hilbert, gorii temelli say1 anlaysini siirdiirmekeedir. Oyle ki, Hilbert goriisel
tutumu her tiirlii deneyimde kavramsal bilginin kosulu olarak varsayar.'”> Matematik hakkindaki
aragtirmalarinda bu gorii temelli yaklagima bagli kaldigini 6zellikle bildirir. A priori temel bir
tutumdur, diisiince ve deneyimin ayrilmaz énkosullarini serimler.

Hilbert, kendi a priori anlayist ile Kant'inki arasinda ayrim koyarak, Kant'in @ priorinin
roliinii ve uzanimi azimsadigini 6ne siirer. Kant¢i uzay ve zaman anlayisi Hilbert agisindan fizigin
gelisimi ve bunun yani sira Riemann ve Helmholtz'un ¢aligmalari sonrasinda savunulamaz duruma
gelmistir. Bunun nedeni Hilbert'e gére “geometrinin gercek [wirklich] seylerin diinyasinda kau
seyler arasinda olanakli konumsal bagintlari esleyen [abbild] kavramlarin toplam kavramsal

126, Oyleyse hangi geometrinin kullanilacagini

cercevesinden bagka bir sey olmamasidir”
belirleyen deneydir. Dahast Hilbert, @ prioriligin tarihsel gelisimi icinde 6nceleri @ priori olarak
goriilen pek ¢ok seyin zaman icinde degiserek dogru bile sayilmadigini animsatr. Bunun bir
ornegi olaraksa Newton ve Kant'in zaman anlayiglarina auf yaparak “mutlak simdi”yi [absoluten
Gegenwart] verir. Hilbert, Einstein’in grelilik kuraminin hem zamanin mutlak olmadigini hem
de geometrinin uzayin bir dali oldugunu ortaya koydugunu ileri siirer. Dahasi “geometrinin
127

dogruluklari ilkesel fizigin dogruluklarindan ayri degildir

Saf matematik bilginin temelinde yer alan kendi  priori tutumunun benimsenmesi gerektigine
isaret eden Hilbert, bunun tiim yordamlari ile sonlucu matematigi siirdiirmek anlamina geldigini
ileri stirmektedir. Béylece Hilbert deneyim ve ¢ikarim yapabilmenin yanina ti¢lincii bir bilgi
kaynagi olarak a priori tutumu koyar. A priori tutum ise matematigi temellendirir. Boylece metne
girerken sorusturdugu doga ile disiince, deneyim ile kuram, diisiince ile gdzlem arasindaki

124 Hilbert, “Naturerkennen und Logik”, 383.
125 Hilbert, “Naturerkennen und Logik”, 383.
126 Hilbert, “Naturerkennen und Logik”, 383.
127 Hilbert, “Naturerkennen und Logik”, 384.
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aracryr matematik olarak ilan eder.'”® Sonlucu, aksiyomatik dizgeye dayaniyor olmasindan otiirii
de, bir kez daha matematik ve doga biliminde ignorabimus olmadigini sdyleyerek, ekler: “Bilmek
zorundayiz, bilecegiz!”

Temel Say1 Kuraminin Temellendirilmesi

1931'de Temel Sayr Kuraminin Temellendirilmesi (Die Grundlegung der Elementaren Zabllehre)
metninde 71930 DBM de oldugu gibi bilginin kaynaklarina yonelik anlayisini siirdiiren Hilbert
deneyim ve saf diisiincenin yaninda bir bagka bilgi kaynagi oldugunu ekler. Hilbert Kant'la
ayrintilarda hemfikir olmasa bile Kantgi bilgi kuraminin temel diisiincesini korumaktadir: “z
priori goriisel tutumu [anschauliche Einstellung a priori] saptamak ve onunla tiim bilginin

olanaginin kogullarint aragtrmak™®.

Hilbert matematigin ilkelerini aragtirirken tam da bu goriisel tutumla is yapugini bir kez
daha yineler. Ona gére ayni zamanda sonlucu tutum olarak da adlandirilabilecek olan a priori
goriisel tutum temel bir tutum olarak anlagilmalidir. $6yle devam etmektedir!™:

Tasarimlama yetimizde bir sey bize dnceden verilmeli. Bu tiim diisiinceden
once dolaysiz bir yasanti [Erlebnis] olarak gériisel bigimde varolan mantik-disi
belirli somut nesnelerdir. Mantiksal ¢ikarimin kesin olmast i¢in bu nesneler
tiim parcalarinda ayrigurilabilir olmalidir ve gosterilisleri, ayrimlari, birbirlerini
izleyisleri ya da birbiri ardina dizilisleri, ne indirgenme gereksinimi olan ne de
baska bir seye indirgenebilir bir sey olarak, nesnelerle birlikte, dolaysizca ve goriisel

olarak verilmelidir.

[ste bu Hilbert'in matematik ve tiim bilimler igin zorunlu buldugu temeldir. Sonlucu
matematik kavrayisinin kokeni de bu goriisel verilmisliktir. Insan zihni a priori olarak
kendisine sunulan nesneleri aksiyomatik bir diizeye tastyacak yapidadir. Bu diizeye gegerken
ortaya konulan imler, onlara kaynaklik eden nesnelerin 6zelliklerini yansitmak durumunda
degildir. Imlerin nasil kullanilabilecegi biitiiniiyle kurmacadir. Kurmaca olanlar mantgin
yardimiyla birbirleriyle bagint icine sokulabilir. Ortaya ¢ikan dizge ise deneyim yoluyla
gerceklikte sinanabilir. Dolayistyla Hilbert'in Kant'a karsi bir Kant¢i oldugunu sdylemek
yanlis olmayacaktir. Yukarida da ortaya koydugumuz iizere Hilberc'in kendisi de igerigini
farklilagtirarak bu Kant ¢ikuslt 2 priori goriisel zeminde oldugunu bildirmektedir. Bu nedenle
Hilbert Kant'in @ priori sandig1 fakat deneyimden kaynaklanan dogruluklara isaret eder.
Hilbert'in Kanttan keskin bir bicimde ayrildig1 nokta geometride agiga gikar. Onceden de
dile getirdigimiz tizere, Hilbert geometrinin deneyimle diizenlendigini diisiintir. Oysa Kant
agisindan geometri a priori temellerde kurulur. Bunun yani sira Hilbert agisindan a priori

goriilen fakat sonlu diisiiniis cercevesinde kazanilamayan tiimceler bulunur.’®! Bunlar zertium

128 Hilbert, “Naturerkennen und Logik”, 387.

129 David Hilbert, “Die Grundlegung der Elementaren Zahlenlehre”, Mathematische Annalen 104, say1 1 (1931), 486.
130 Hilbert, “Die Grundlegung der Elementaren Zahlenlehre”, 486.

131 Hilbert, “Die Grundlegung der Elementaren Zahlenlehre”, 486.
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non datur (i¢tincit durumun olmazligy) ilkesi ile sonlu-dtesi ifadelerdir. Bu noktada dogal
olarak Hilbertin a priori kaynaklardan edinilmedigini diisiindiigii bu tiimcelerin nasil
ortaya cikuklari sorusu akillara gelir. Hilbert, agik olarak belli bir noktaya isaret etmemis
olsa bile insan bilgisinin kaynaklarini deneyim, gériisel a priori tutum ve saf diisiiniis olarak
bsliimlemesinden, s6z konusu kaynaginin saf diisiiniis oldugu anlagilabilir. Ustelik bu gtkarim
Hilbert'in tiim matematigin sonlucu temeller tizerine kurulu oldugu gériisiiyle de uyumludur.
Bu uyumu sdyle aciklamaya caligalim.

Hilbert'in matematik ve felsefedeki konumlanist, aralarindaki kimi ortakliklara karsin Brouwer
ve goriiselci okulla kargithik tizerinde kuruludur. Gériiselci gelenek, kanitlama agamalarinda
tigiinci durumun olmazlig ilkesinin kullanilmasina karsidir. Hilbert ise gerek bu ilkenin
gerekse sonlu 6tesi cikarim kiplerinin sayr kuraminin gelistirilmesi agisindan gerekli olusunu
kimilerini de yukarida gérdiigiimiiz {izere pek cok kez yinelemistir. Hilbert tiiincii durumun
olmazlig1 ilkesinin matematiksel ¢ikarimlarda kullanimi konusundaki giivenceyi deneyimin
sagladigini diigiinmekeedir. Bu ilkenin kullanilmastyla meydana getirilen gorelilik ya da kuantum
kuramlarinda yapilan betimlemeler dogayla értiismektedir. Iste bu 6rtiisme ilkenin kullanimint
glivence altina almaktadir.’? Ustelik Hilbert agisindan bu ilkenin kullanildigt ve sonlu-otesi
¢tkarimlarin yapildig: temel matematikte ortaya konulanlar dogru sayilmasayd: bilimlerin élimi
gerceklesebilirdi. Dolayisiyla deneyim yoluyla ticiincii durumun olmazligs ilkesinin kullanimi
haklilastirabilir. Ore yandan Hilbert, kendi kanit kurami yoluyla da bu haklilagtirmanin
saglanabilecegi goriisiindedir. Sonlu ifadeler acisindan i¢iincii durumun olmazlhig: ilkesinin
kullanimi konusunda bir agmaz bulunmadigina ve kendisinin sonsuzla iligkisinin sonlu ifadelerin
tutarliligini bozmayan ideal nesneler yoluyla oldugu hesaba kauldigina gore temelsiz bir kullanim
olamayacag varsayilmaktadir.

Hilbert'in yapug: biitiin bu vurgular sonlucu kanit kuraminin titizligine ve ¢ikarimlar
arasinda bogluk bulunmayisina yonelik ilgisini ortaya koyar. Kendi kanit kuraminin matematigi
temellendirme ¢abalarini nihai olarak tamamladigini su sozleriyle ortaya koyar'#:

Matematigi temellendirme sorunundan bir kez ve son kez kurtulmak icin her
matematiksel ifadeyi somut olarak gosterebilir ve 6zenli bigimde tiiretilebilir bir
tam-deyim yaparak ve bdylece matematiksel kavram olusumlarini [Begriffsbildung]
ve cikarimlart geri cevrilemez bir duruma sokarak tiim bilimler igin bir resim

saglayabilirim.

Hilbert'in kanit kuraminin temel diisiincesi matematigi 6zenli bir yolda bigimsellestirmek
boylelikle matematigi tam-deyimlerin bir 6begi haline getirmektir. Hilbert'in matematigi cesitli
diizeylerde ele aldigini yukarida da gormiistitk. Olagan matematik goriisel temelli, siki sekilde
bicimsellestirilmis tam-deyimsel ifadelerden olusur. Bu tam-deyimlere icerme ve degil eklemi
yoluyla elde edilen tam-deyimler katldiginda ise 6zel matematik ortaya ¢ikar. Her iki matematikte

132 Hilbert, “Die Grundlegung der Elementaren Zahlenlehre”, 488.
133 Hilbert, “Die Grundlegung der Elementaren Zahlenlehre”, 488.
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134 Kanit ise

de bicimsel yapida temel 6ge olarak yer alan tam-deyim aksiyom olarak benimsenir.
goriisel olarak sunulmak zorunda olan, her bir 6nciiliin aksiyom oldugu ¢ikarimlardan olusan
sekildir [Figur]. Hilbert buradan tist-matematik tartigmasina gecer. Buna gére olagan matematige
mantiksal eklemeler eklendikten sonra elde edilen 6zel matematigi giivence altina almak iin ist-
matematik gerekir. Ust-matematikte goriilen saf ¢ikarim tarzlarina karsit olarak igeriksel ¢ikarim

yapilir. Amag ise aksiyomlarin tutarliligint kanitlamaktir.

Daha sonra Hilbert olagan matematige ekledigi icerme, tiimel olumlama, tikel olumlama,
degilleme, sonlu otesi, esitlik ve sayr aksiyomlart uyarinca temel sayr kuraminin tutarliliging
ogrencisi Wilhelm Ackermann (1896-1962) ve John von Neumann'in (1903-1957) gosterdigini
belirtir. Béylece sonlu-otesi ¢ikarimlarin temel sayr alaninda yapilmasinin kabul edilebilir

goriindiigiini ekler.'?
Godel ve Tamamlanmazlik Teoremleri

Goriildtigii tizere Hilbert, programi kapsaminda gelistirdigi kanit kurami yoluyla aksiyomlar,
aksiyomlarin tutarliligs ve tamlig, sonlu adimda dizge icindeki her sorunun ¢éziilebilir olup
olmamastyla ilgilenmistir. Ogrencisi Ackermann 1925 tarihli doktora tezi Hilbertci Kuramin
Tutarliigi ile “Ugiincii Durumun Olmazligs” llkesinin Kanitlanmast (Begriindung des “tertium non
datur” Mittels der Hilbertschen Theorie der Widerspruchsfreiheit) ve sonraki caligmalari ile dogal
sayilar aritmetiginin tutarliligint sonlucu yontemle kanitlamigtir. 1930 eyliiliinde Kénigsberg'te
yapilan Kesin Bilimlerde Bilgikuram: Ustiine adli konferansta geng Kurt Godel (1906-1978)
dogal sayilar aritmetiginin tamlig1 tizerine kisa bir sunum yapar. Daha sonra, I. tamamlanmazlik
teoremi olarak bilinen ve 1931 yilinda Principia Mathematica ve Baglantily Dizgelerin Bigimsel
Olarak Karar Verilmeyen Onermeleri Uzerine I (Uber Formal Unentscheidbare Satze der ‘Principia
Mathematica’ und Verwandter Systeme. I) makalesini yayinlar. Burada 6ne siiriilen sav, dogal
sayilar aritmetigi ve onu iceren her dizgenin tutarli oldugu varsayilsa bile tamamlanmaz olusudur.
Bunun anlami dizge icinde karar verilmez tiimceler bulunmasidir. Bagka deyisle, dizgedeki bir
p onermesinin mi, yoksa ~ p énermesinin mi dogru oldugunun karar verilemeyecegi durumlar
bulunur. Bu tamamlanmazlik yapisaldir dyle ki, bu karar verilemeyen tiimcelerin dizgeye
aksiyom olarak eklenmesi de sorunu ¢ézmez ciinkii karar verilemez tiimceler ortaya ¢ikabilir.
Boylece Gédel aksiyomlara dayali tiimdengelimsel dizgelerin sinirliligini ortaya koyarak, birinci
diizey yiiklemlere dayali olarak tiim matematigi tutarli bigimsel bir dizge olarak ortaya koymanin
olanaksiz oldugunu kanitlar.

Goédel'in  tamamlamaz teoreminin sunumunu yapug: konferansta dinleyiciler arasinda
yer alan John von Neumann (1903-1957) durumun Hilbert programi agisindan 6nemini
anlayarak bir siire calisttktan sonra Gédel'e mektup yazar. Mektupta Gédel'in zaten buldugu
ama yaymnlamadigi daha sonra II. tamamlanmazlik teoremi olarak anilacak aritmetigin
tutarliliginin kanitlanamaz olusunu anlatir. Buna gére Gédel'in II. tamamlanmazlik teoremi

134 Hilbert, “Die Grundlegung der Elementaren Zahlenlehre”, 489.
135 Hilbert, “Die Grundlegung der Elementaren Zahlenlehre”, 491.
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ile dogal sayilari iceren bicimsel bir dizgenin kendi tutarliligini kanitlayamayacagini ortaya
koyar. Béylece Principia Mathematicanin tutarli olduguna iligkin bicimsellestirmenin basarisiz
oldugu kanitlanir. Bu durum yikict sonuglar dogurur ¢iinkii tutarliligi saglamak agisindan ortaya
aulan tiim sonlucu akil yiiriitme yontemlerinin Principia Mathematicada bigimsellestirildigi
disiiniilmekteydi.'*® Hilbert 1918 AD%en beri bu ydntemleri benimsemistir. Bu gelismeler
sonrasinda von Neumann'in iiniversitede Hilbert Programi hakkinda verdigi dersi yarim
birakarak, derse Godel’in teoremlerini tartisarak devam ettigi anlatilir.’

Hilbert Gédel’in sonuglarina iligkin tavrini ise 1934 yilinda Bernays'la birlikte kaleme aldiklar
Matematigin Temelleri’'ne (Grundlagen der Mathematik) yazdig giriste su sozlerle anlatir'®:

Yaygin bir saniya gore, yakin zamanlardaki Godel'in belirli sonuglarindan benim
kanit kuramimin uygulanamaz oldugu sonucunun ¢ikugr disiiniilmektedir oysa
bunun hatali oldugu gosterilmistir. Gergekte bu sonug yalnizca daha gelismis
tutarlilik kanitlari icin, temel bicimselcilik icin gerekli olandan ¢ok daha keskin bir

sonlucu tavrin kullanilmak zorunda oldugunu gsterir.

Hilbert'in bu karst ¢ikigina kargin gelenekte egemen anlays, Godel'in teoremlerinin Hilbert
programi agisindan ket vurucu olduguna iliskindir. Yine de Defletzen gibi kimi yorumcular
Godel'in II. teoreminin Hilbert programini yadsimadigini 6ne siirer.' Defletzen, Godel'in
tutarliligt konu ettigi baglam ile Hilbert¢i anlamda tutarlilik arasinda ayrim oldugunu savlar.

Godel sonrasinda Hilbert programi bigimsel dizgelerde tutarlik ve tamlik konusunda
sekteye ugrasa da Hilbert'in ugraslart mantik ve matematige biiyiik katkilar saglamistr. Kanit
kuraminin olgunlagmasi, {ist-matematigin bir ¢alisma alani olarak ortaya ¢ikmasi, mantugin
aksiyomlastirilmasi, dnermeler manuginin bicimsellestirilmesi, tutarli ve tam oldugunun ortaya

konulmasi biiyiik oranda Hilbert'in ¢aligmalari yoluyla saglanmustir.'
Sonug

Calismamiza baglarken Hilbert'in bicimselciliginin salt terimler arasinda baginular yoluyla
distiniilen bir bigimselcilik olmadigini 6ne stirmiistiik. Bu ger¢evede Hilbert'in matematigi
temellendirme ¢abasinin sonlucu tutum yoluyla gerceklestigini ve bunu olanakls kilan her tiirden
mantiksal ¢ikarimi 8nceleyen goriisel bir kavrayisin bulundugunu vurguladik. Bu savi Hilbert'in
calismalarinda hangi kesimlere dayandirarak ileri siirdiigiimiizii yeniden animsayalim.

1899 GT'de Hilbert aksiyom gruplarinin goriiye iliskin temel olgular hakkinda oldugunu
bildirip metne Kant'in “biitiin bilgimiz goriilerle baglar” mottosunu alintilayarak baglar. 7900

136 Von Jan Plato, “The Development of Proof Theory”, icinde The Stanford Encyclopedia of Philosophy, ed. Edward N.
Zalta (Metaphysics Research Lab, Stanford University, 2018), https://plato.stanford.edu/archives/win2018/entries/
proof-theory-development/.

137 Plato, “The Development of Proof Theory”.

138 David Hilbert ve Paul Bernays, Grundlagen der Mathematik I (Berlin: Springer, 1934), vii.

139 Michael Detlefsen, “On Interpreting Gédel’s Second Theorem”, Journal of Philosophical Logic 8, say1 1 (1979), 309.

140 Plato, “The Development of Proof Theory”.
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SKU deseylerin bir dizgesini diisiiniip, bunlari sayilar olarak adlandirdigini ve karsilikli bagintlarin
aragtirdigini agiklar. Su durumda Hilbert, matematik yapmay: dnceleyen, seylere iligkin bir
verilmiglikle baglar. Matemagin bilgikuramsal kokenleri diistintildtigiinde aksiyomlar dizgesinin
yoktan ortaya ¢ikmadigi, olgusal iceriklere yonelik diisiiniimsel siireglerle iliskilendirilmesi
gerekliligi dogar.'”' Bu durum 7899 GTde kavramlarin cesitli bagintilar bakimindan dile
getirilmesini aksiyom olarak gordiigiinii bildirmesiyle uyumludur ciinkii aksiyom temelli pek
¢ok kurgusal bagintiy1 sergileyen dizgeler olusturulabilir. Bu dizgelerden kimileri sorusturulmaya
deger bulunup dogaya yonelik arastirmalarimizda kullanilir. Oyleyse dogadaki diizenliliklerin
anlagilmast ve her bilimin bir dizi aksiyom yoluyla doganin kesitlerini aciklamasi icin kavramlar
ile baginularinin diinyada sinanmasi gerekir. Bu nedenle 1918 AD%e aksiyomlarin gecerliliginin
deney yoluyla onaylanmasi gerekliligini isaret eder. Daha sonra 7930 DBM de geometrinin gercek
[wirklich] seylerin diinyasinda kat seyler arasinda olanakli konumsal bagintilar: egleyen [abbild]

kavramlarin toplam kavramsal ¢ercevesinden baska bir sey olmadigini ileri siirer.

Yine 1918 ADde bigimselcilik ve i¢erik baginusiyla ilgilendigini de bildirir. 1923’te “goriiden
elde edilen yayilimsal biiyiikliik [extensiven Grofe] kavrami”ndan s6z eder. Ustelik herhangi bir
dalinda temel ilkelerin goriisel olmasi gerektigini vurgular. Dolayisiyla Hilbert'in dizgesel bir yap:
olarak matematige baslamak icin goriiyii yok saydigini 6ne siirmek olanakli degildir. Bununla
birlikte aksiyomlara dayali bir dizgede aksiyomlarin olgu durumlarin: resmettigi de sdylenemez.
Aksiyomlar ile olgusal igerikler arasinda béylesi bir kargiliklilik bulunmaz. Aksiyomlar dizgedeki
baginularin olanakli bigimlerini serimler. Bu nedenle dogruluklari dizgeye duyarlidir. Kendi
baslarina dogruluklar: bulunmaz, dizgedeki mantiksal islemlere gore dogruluk kazanirlar. Ne var
ki, Hilbert mantiksal islemleri konu edebilmek igin zihnin bir verilmislikle karst karstya olmasi
gerektiginin de altni gizer. Bu boliimii animsayalim':

Mantiksal islemlerin uygulanmasi ve mantiksal ¢ikarimlarin kullanilmasi i¢in bir
kosul olarak tasarimlamada bir seyin énceden verilmesi gerekir: tiim diisiinceyi
onceleyen dolaysiz yasanti olarak gériisel [anschaulich] mantik-dist [aufler-logische]
belirli somut nesne [verilmelidir]. Mantiksal cikarim giivenilir olacaksa, bu
nesneler tiim parcalarinda biitiiniiyle aragtrilabilir olmak zorundadir. Gésteriligleri
[Aufweisung], ayrimlari, ardigikliklari, birbirlerini izleyisleri dolaysizca goriisel

olarak verilir ve baska hicbir seye indirgenemez.

Demek ki, say1 hakkinda konusabilmek, sayr baginularini mantiksal bir dizge iginde
tutabilmek icin bicimlerin uzay ve zaman kosullarinda tutulmasini saglayan goriisel bir
kavrayisimiz olmalidir. Bu kavrayis yoluyla somut verilmisligi, oldugu bicimden arindirip onu
im durumuna getirebiliriz. Bundan dolayidir ki, Hilbert “baslangi¢cta im” bulundugunu soyler.
Baéylece Hilbert, bir sayiya gdnderim yapan im ile say1 arasindaki bagintiy: tartigabilmek icin imin
fiziksel bir nesne olarak 6zelliklerini konu eder: Imin bigimi, uzay ve zamandan, olusturulmasinin
ozel kosullarindan ve sergilenisindeki 6nemsiz ayrimlardan bagimsiz olarak kavranilir. Zach bu

141 Michael Hallett, “Hilbert and Logic”, Québec Studies in the Philosophy of Science 177 (1995), 136.
142 Hilbert, “Neubegriindung Der Mathematik”, 163.
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durumu Hilbert'in rakamdan ne anladiginin belirsiz oldugu bi¢iminde yorumlasa da'® bize gore
burada Hilbert'in sorunsali sayiy1 herhangi bir rakamla gdsterebilmenin zeminini kurmakur.
Boylesi bir zemin yokluk ya da askinlik degil goriisel verilmigliktir. Ancak bu verilmigligi
alimlamanin tek bir bi¢imi yokrur. Iste Hilbert'in im kavrayist bize gore rakami imleyen fiziksel
oriintiiniin istenildigi gibi farklilagtirilabilmesini saglar. Bundan dolay: aksiyomlara dayali bir
dizgede baslangigta verilen nesnelerin diledigince degistirilebilecegini varsayar. Ister nokta, gizgi
vb. kullanilabilir isterse de yasa, baca, agk vb. Hilbert dizge icinde baginular ortaya konulacak
nesneleri diglagtirilabilen imlerden seger, onlarla islemler yapar. Bu baglamda az nce andigimiz
“ask” herhangi bir anlambilimsel icerikle degil, bir baglamda anlam kazanacak im toplulugu
olarak goriilmelidir. Imler, gizgiler ya da vuruslarin pes pese dizilisidir. Bir ime herhangi bir soyut
nesne karsilik gelmez. Imlerin 6zellikleri ve baginulari goriiseldir.

Dahasi Hilbert agisindan tam-deyimler, kanitlar ve aksiyomlarin bulundugu bicimsel bir
dizgede de kanitlar goriisel olarak goz dniine getirilmesi gereken sekillerdir ve ¢ikarim gsemalarina
gore yapilan ¢ikarimlardan olusur. Bundan dolayt somut-goriisel say1 kurami agisindan sayilar
nesnesel ve gosterimsel olarak nitelenir. Gérii temelinde imlerin islemleri Hilbert'in meta-
matematigini olusturur. Meta-matematik imlerin (tam-deyimler, kanitlar) dizileriyle is goriir.
Diizgiin tam-deyimler, kanitlar sézdizimi uyarinca isletilebilir.

1926 SUe Hilbert “goriisel olarak dolaysizca deneyimlenen belirli, mantik-dist somut
nesneler, tiim diisiinmeyi énceler” demektedir. Mantiksal ¢ikarimin kesin olabilmesi icin bu
nesneler her kesimlerinden gériiniir olmalidir. Ozellikleri, ayrimlari, siralaniglart ya da yan
yana dizilisleri verilmelidir. Ustelik goriisel olarak dolaysizca verilen bu nesneler baska bir
seye indirgenemez, indirgenme gereksinimi gerektirmez. Benzer bicimde 7929 MTS%de kanit
kuraminda bir kanit ya da ifade verilirse, tiim parcalart bakimindan incelenebilir olmasi gerekir
demektedir. Bunun anlami kanitin gésterilisinin, taninmasinin, ayrimlari ve tekil parcalarin
ardisikliginin dolaysizca gériilenebilir olmasidir. Béylesi bir yaklasim olmadan diisiince ya da
bilimsel etkinlik olanaksizdir.

Hilbert'e gore matematikteki dogruluklar: giivence altuna alan i¢gériiniin [Einsicht] dayanagt
da iste bu goriisel ve sonlucu yaklagimdir. Bilimsel bilginin olanaginin kosullari belirli gorisel
tasarimlar [gewisse anschauliche Vorstellungen] ve kavrayislardir [Einsichten]. Mantik tek bagina
yeterli degildir.

1930 DBM'de koyutlanmis [aufstellen] yasalarin ve kavramlarin mantiksal ¢ercevesinin
diizgiin olup olmadiginin deneyim yoluyla anlagilacagini belirtir. Bu metinle birlikee a
priori tutumdan s6z eder. Buna gére bir kuramsal ¢er¢evenin yapilandirilmast icin belirli
a priori kavrayiglarin [gewisse a priorische Einsichten] bulunmasini bilgimizin temelleri
agisindan zorunlu sayar. Ardindan a priori kavrayisi goriisel kavrayis olarak sunar. Boylece
sayl kuraminin yapilandirilabilmesi icin belirli goriisel bir tutumu [gewisse anschauliche

143 Zach Richard, “Hilberts Program”, icinde 7he Stanford Encyclopedia of Philosophy, ed. Edward N. Zalta (Metaphysics
Research Lab, Stanford University, 2019), https://plato.stanford.edu/archives/fall2019/entries/hilbert-program/.

Felsefe Arkivi - Archives of Philosophy, Sayi/Issue: 52, 2020 147



Hilbert, Matematigin Temelleri ve Goru

Einstellung] & priori tasimaktan séz ederek goriisel tutumu her tiirlii deneyim ve kavramsal
bilginin kosulu olarak goriir.

1931 TSKT'de a priori gorii temelli disiiniigle bilginin kogullart aragurilir. Buna gore
tasarimlama yetimizde bir sey bize halihazirda 6nceden verilmelidir. Bu, tiim diisiinceden
once dolaysiz bir yasant olarak goriisel bicimde varolan mantik-dist belirli somut nesnelerdir.
Mantiksal ¢ikarimin kesin olmast i¢in bu nesneler tim parcalarinda ayristirilabilir olmalidir
ve gosteriligleri, ayrimlari, birbirlerini izleyisleri ya da birbiri ardina diziligleri ne indirgenme
gereksinimi olan ne de bagka bir seye indirgenebilir bir sey olarak, nesnelerle birlikte, dolaysizca
ve goriisel olarak verilmelidir.

Goriildtgi tizere Hilbertci bicimselcilik anlayisinda goriisel zemin disarida tutulamaz. Bu
goriisel zemin ilk caligmalarinda algiya déniik bir vurgu tasirken son metinlerine dogru diisiiniisii
de icerecek bicimde genisletilmistir. Aksiyomlara dayali dizgenin mantiksal tutarliligs, dizgedeki
imlerin dizilisi, kanitlama adimlar1 hep bu goriisel zemin tizerinde yapilir. Bu bir tiir biligsel
olanak olarak diisiiniilebilir. Insan zihni, yasadig1 diinyay1 anlayabilmek igin dizgeler olusturup
bunlart diledigince yorumlayabilir. Hilbert'in aksiyomlart apacik kendiliginden dogruluklar
olarak degil tutarli baginular olarak gérmesi de insan zihninin dilegince dizge olusturabilmesi
olanagyla ilgilidir. Bir dizgedeki igsel baginularin kesin olusu dizgenin mutak bir dogruluk
ortaya koydugu sonucunu dogurmaz. Bu bakimdan Hilbert metafiziksel ya da askin bir zeminde
matematik yapmak yerine, goriisel zeminden hareket etmistir.
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