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Anahtar Kelimeler 0z: Sayisal lineer cebir icinde yer alan ve bircok bilimsel hesaplama ydntemi
Kronecker Carpimy, icinde Kkullanilan 6nemli matris islemlerinden biri Kronecker (tensor)
GPU Programlama, carpimidir. Bu tip carpimda isleme giren yogun matris boyutu arttik¢a hafiza
Paralel P.r ogramlama, ve zaman maliyeti ¢oziilmesi gereken 6nemli bir problem olarak karsimiza
Sayisal Lineer Cebir, ..

Yogun Matris islemleri ¢ikmaktadir. Bu (;ahsm.amlzda GPU iizerinde paralel prograr.nlar.na!
uygulamasi yaparak seri programlamada Kkarsilasilan zaman maliyetini
azaltmaya c¢alisiyoruz. Bunun igin GPU paralellestirme algoritmasi
tasarliyoruz. Rasgele say1 lireten fonksiyon ile degerleri ondalik sayilar olan
gerekli biiylik yogun (dense) matrisler liretiyoruz ve CUDA is parc¢aciklariyla
uygulama yapiyoruz. CPU ile GPU paralel programlama uygulamasini
karsilastiriyoruz. GPU programlama teknolojisinin bu uygulama icin avantaj
ve sinirlamalarini tartisiyoruz.

Computation of Kronecker Product for Large Dense Matrices Using GPU

Programming
Keywords Abstract: Kronecker (tensor) product is one of the important matrix
Kronecker Product, operations in numerical linear algebra and used in many scientific

GPU Programming,
Parallel Programming,
Numerical Linear Algebra,
Dense Matrix Operations

computational methods. As the size of dense input matrix increases, memory
and computation cost become a challenging issue in this type of operation. In
this work, we use GPU parallel programming in order to diminish the long
wall clock time consumed by serial programming. We design a new algorithm
for GPU parallel programming. We generate the necessary large dense
matrices using pseudo-random number generator and implement the
algorithm via CUDA threads. Moreover, we compare the performance of CPU
and GPU parallel programming implementations. We discuss the advantages
and limitations of GPU programming technology in this particular
application.

1.Giris

Yeni yliksek basarimli hesaplama teknolojilerinin sayisal lineer cebir icinde yer alan algoritmalar igin
kullanimini, avantajlarini ve sinirlamalarini analiz etmek 6nemlidir.

Sayisal lineer cebir icinde yer alan 6nemli matris islemlerden biri de Kronecker ¢arpimidir. Bu ¢arpim
ismini 19. yy’da yasamis, say1 teorisi, cebir ve mantik alaninda 6nemli ¢alismalari olan Leopold Kronecker
adindaki Alman matematik¢iden almistir. Kronecker c¢arpiminin tarihsel siireci icin Henderson ve
arkadaslarinin makalesi incelenebilir [1].
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GPU Programlama ile Yiitksek Boyutlu Yogun Matrislerin Kronecker Carpimlarinin Hesaplanmasi

Son yillarda bilimsel hesaplama yontemleri icinde Kronecker ¢arpiminin kullanimi giderek artmaktadir.
Goriinti islemede olusturulan modellerde [2], goriintii eslestirme i¢cin olusturulan modiillerde [3] ve
ayrica gorlnti sifreleme yonteminde giivenligi arttirmada, sifreleme ve sifre ¢dzme anahtari olusturma
[4,5] gibi alanlarda kullanilmaktadir.

Ag teorisindeki calismalarda [6] ve modellemelerde [7] kullanildig1 gériilmektedir. Tip alaninda toplanan
verileri siniflandirabilmek i¢in tensér bazli yontemle olusturulan denklemler kullanilir. Kronecker
carpiminin bu denklemlerin olusturulmasinda kullanilmasi éneriliyor [8].

Yine son yillarda sinyal isleme [9], ¢cok parametreli 6zdeger problemleri i¢in ¢6ziim elde etme [10],
Fonksiyonel teori [11], olasilik modeli olusturulmasi [12] gibi bir¢ok alanda yapilmis olan ¢alismalarda
Kronecker ¢arpiminin kullanildig1 gériilmektedir.

Ayrica, hizli Fourier doniisiimii, quantum hesaplama, operator teori, sistem teori, stokastik modeller ve
fotogrametri [13] gibi alanlarda Kronecker c¢arpiminin kullanildigi ¢alismalar mevcuttur. Kronecker
carpimlart i¢in uygulamalar arasinda lineer matris denklem sistemlerinin ¢6ziimii yer almaktadir.
Ornegin, A, B, C verilen matrisler, X bilinmeyen matris degiskeni olmak lizere, Lyapunov denklemi, AX +
XAT = C ve Sylvester denklemi, AX + XB = C vardir (detaylar i¢in bkz. [23]).

Matris Kronecker (tensor) ¢carpimini tanimlamak icin A € R™" ve B € RP*Y matrislerini ele alalim. Boyle
iki matris i¢in carpim asagidaki gibi tanimlanabilir;

allB ce alnB
A®B= ‘ ;

amlB e amnB

Dolayisiyla, A @ B = R™P*™ olur. Kronecker ¢arpimin 6nemli 6zelliklerinden dikkat ¢eken bir tanesi;
carpim sonucu elde edilen matrisin, ¢arpima giren matrislerin sahip oldugu yapisal o6zellikleri
gosterebilmesidir. Ornegin;

pozitif tanuml pozitif tanuml
negatif olmayan negatif olmayan
simetrik simetrik

Eger A ve B matrisleri ise A @ B ile olusan matris de olur.

ortogonal (dik) ortogonal (dik)
stokastik stokastik
k seritli ) seritli

Bu 6zelliklerin ispat ve detay1 i¢in [14]’e bakilabilir.

Bilgisayar teknolojilerinin hizla gelisim géstermesi Kronecker carpiminda ytiksek boyutlu matrisleri elde
etme imkam sunuyor. GPU (Grafik islem Birimi) iizerinde paralel programlama uygulamalari, islem
bagimlilig1 yiiksek olmayan metotlar icin islerin ayni anda ¢alistirilmasiyla elde edilen zaman maliyet
kazanimi agisindan meshur bir hizlandiric1 olarak bir¢ok alanda kullanilmaktadir (bkz. [18], [19] ve
icindeki referanslar).

Kronecker ¢arpiminda isleme giren matris boyutu arttik¢a hafiza ve zaman maliyeti karsimiza ¢ikiyor. Bu
¢alismamizda GPU iizerinde paralel programlama uygulamasi yaparak seri programlamada karsimiza
¢ikan zaman maliyetini azaltmaya c¢alistik. Boylelikle, yliksek boyutlu yogun matrislerin Kronecker
carpimlarinin hesaplanmasinda paralel programlama kullanmanin verimi, kosullari, avantaj ve
dezavantajlar1 hakkinda bir netice elde etmeye ¢alistik.

Makale asagidaki sekilde organize edilmistir. 2. béliimde tasarladigimiz GPU paralellestirme algoritmamiz
ve CUDA is parcaciklariyla uygulamamiz anlatilmaktadir. 3. boliimde seri ve paralel testlerin yapildig:
makinalarin 6zellikleri yer almaktadir. 4. boliimde seri algoritma hesaplama maliyeti teorik ve yaklasik
degerlerle karsilastirilmistir. 5. bolimde paralel algoritmanin performansi incelenmistir. Calismada elde
edilen sonuglar 6. b6liimde 6zetlenmektedir.
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2. Materyal ve Metot

Kronecker ¢arpim uygulamasi i¢in iki kare matrisi ele aldik. Bu iki kare matrisi yogun (dense) matrisler
olarak sectik ve rasgele sayi iireten fonksiyon ile matrislerin degerleri ondalik sayilar olarak atandi.

Yogun matrislerle yapilan islemlerde énemli miktarda hafizaya (RAM) ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu ¢alisma
icin yiiksek basarimli hesaplama yapabilen bilgisayar sistemi kullanildi (UHeM). Kullandigimiz bilgisayar
sisteminin sahip oldugu hafiza (RAM) miktarinin 128 GB ile sinirll olmasindan 6tiirii Kronecker
¢arpiminda en fazla 129600x129600 boyutlu matris iiretebildik.

Kronecker ¢arpimi yapilirken karsilagilan sikintilardan bir tanesi hesaplanan matristeki ciddi 6lgtiideki
boyut artisidir. Ornegin; A ve B n X n boyutlu matrisleriyle hesaplanmak istenen Kronecker ¢carpiminda
elde edilecek matrisin boyutu n? x n? olacaktir. Kronecker carpimui ile yiiksek boyutlarda elde edilebilecek
matris boyutu ve hesaplamada gerekebilecek hafiza miktari icin birkac¢ sayisal érnege asagidaki Tablo-
1’de bakilabilir. Gereken yaklasik hafiza (RAM) miktarinin hesaplanmasinda ¢arpim yapilan matrislerdeki
degerlerin cift degerli (double: 8 byte) degisken tipinde oldugu varsayilmistir.

Tablo 1. Yiiksek boyutlu Kronnecker ¢arpimi.

Girilen Hesaplanan Gereken
Matrislerin | Kronecker Matris Yaklasik Hafiza
Boyutu (n) Boyutu (n?) (RAM-GB)

100 10000 0.745
120 14400 1.545
140 19600 2.862
160 25600 4.883
180 32400 7.821
200 40000 11.921
220 48400 17.453
240 57600 24.719
260 67600 34.047
280 78400 45.795
300 90000 60.350
320 102400 78.125
340 115600 99.565
360 129600 125.141

Ilk 6nce Kronecker garpimi icin seri algoritma olusturuldu ve belirlenen boyutlar icin cahstirilarak
Olglimler yapildi. Sonrasinda seri algoritma GPU i¢in paralellestirildi ve ayni boyutlar lizerinden tekrar
Olgtim yapildi.

2.1. GPU’da paralellestirme

Kronecker c¢arpimi GPU fonksiyonumuzda sonu¢ matrisinin bloklarinin belli bir sira halinde
hesaplanmasiyla gerceklesmektedir. n X n’lik iki matrisin islem gérmesinde hesaplanan sonug¢ matris
bloklar1 bir satir boyunca tamamlandifinda n satir ve n? siitunluk sonu¢ CPU’daki degiskene
kopyalanmaktadir. Bu islem sirasiyla tiim matris boyunca yapilmaktadir.

GPU Kkartlarinin bellekleri ihtiya¢ duyulan bellege kiyasla olduk¢a sinirlhidir. Dolayisiyla GPU da
calistirilacak algoritmada sonug¢ matrisini parcali sekilde hesaplayip sonuglar1 CPU (Merkezi islem Birimi)
bellegine her ara hesaplamada gondererek bellek ihtiyacini optimize etmeyi planladik.

Algoritmamizda n X n boyutlu iki matrisin ¢arpiminin sonucu olan n? X n? boyutlu matrisi GPU belleginde
tutmak yerine sonu¢ matrisindeki n X n boyutlu bloklarda islem yapan GPU fonksiyonumuzu i¢ ige iki for
déngiisii icinde cagirilacak sekilde tasarladik. Ve ikinci for dongiisii her tamamlandiginda n x n? boyutlu
toplam blok matrisini CPU bellegine tasidik. Dolayisiyla n X n boyutlu iki matrisin Kronecker ¢arpimi i¢in
n X n kere GPU fonksiyonunu ¢agirmis ve n kere n X n? boyutlu matris veri transferi yapmaktayz.

CUDA fonksiyonlarinda is parcaciklar1 warp olarak isimlendirilen ayni islemi yapan 32’lik gruplar olarak

isleme sokulur. GPU fonksiyonumuzda CUDA warp sayisi 32’nin katinin is par¢acigi sayisinda kullanilmasi
performans icin 6nemli. Dolayisiyla 32’nin kati olan 32 x 32 boyutlu CUDA is pargacigl bloklarin
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kullandik. Bu bloklarin sayisini n X n boyutlu sonu¢ matris blogunu 6rtecek sekilde iki boyutlu olarak
ayarlayarak CUDA grid boyutumuzu belirledik. Boylece her is parcaciginin kendisi sonu¢ matrisinin ilgili
satir ve siitununda ¢arpim islemini ayni anda yapabilmektedir.

CUDA fonksiyonumuzun (kernel) genel yapisi Algoritma 1’de; bu fonksiyonu ¢agiran GPU algoritmamizin
genel tasarim yapisi da Algoritma 2’de gosterilmistir. Matris degiskenleri tek boyutlu dizi ve satir bazli
(row-wise) siralama formuyla tretilmistir. CPU’da kullanilan degisken ve fonksiyonlarin sonu “_cpu” ile

GPU’da kullanilan fonksiyon ve degiskenlerin sonu “_gpu” ile bitmektedir. CUDA’nin i¢ tanimi geregi “.x
ilgili blok veya grid yapilarinin x eksenindeki degerini; ‘.y’ de y eksenindeki degerini vermektedir.

_global__void blokKroneckerCarpimi_gpu(C_gpu,i ,j) {

long int satirC = blockldx.y*blockDim.y+threadldx.y;
long int sutunC = blockldx.x*blockDim.x+threadldx.x;

double A_degeri = A_gpul[i*N +j];
long int adim = j*N;
if (satirC < N && sutunC < N) {
C_gpu[adim + satirC * N*N + sutunC] = A_degeri * B_gpu[satirC * N + sutunC];
}
}

Algoritma 1. CUDA fonksiyonumuzun (kernel) genel yapisi.

matrisUretDoldur_cpu(A_cpu, N, N)
matrisUretDoldur_cpu(B_cpu, N, N)
matrisUretDoldur_cpu(C_cpu, N*N, N*N)

matrisUret_cpu(A_gpu, N, N)
matrisUret_cpu(B_gpu, N, N)
matrisUret_cpu(C_gpu, N, N*N)

matrisKopyala_cpu(A_cpu,A_gpu)
matrisKopyala_cpu(B_cpu,B_gpu)

isParcacigiBlogu.x = 32;
isParcacigiBlogu.y = 32;

blokGridi.x = tavanDegeri(double(N)/double(isParcacigiBlogu.x));
blokGridi.y = tavanDegeri(double(N)/double(isParcacigiBlogu.y));

fori=1:N
forj=1:N
blokKroneckerCarpimi_gpu<<<blokGridi, isParcacigiBlogu>>>(C_gpu, i, j)
blokMatrisKopyala(C_gpu, C_cpu[i*N*N*N])

Algoritma 2. GPU algoritmamizin genel yapisi.

GPU paralellestirilmesinde performansi olumsuz etkileyen bir nokta CPU-GPU arasi veri transferidir. GPU
kartlarinin yaygin kullaniminda veri transferi PCI Express x16 lizerinden yapilmaktadir. Bu teknoloji ile
5.754 GB/s veri akisi elde etmekteyiz. Yalniz GPU’larin saniyede 1 trilyondan fazla islem kapasitesine [18]
ulastig1 gliniimiizde bu veri hiz1 dahi yavas kalmaktadir.
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3. Test Ortam

Seri ve paralel testlerin yapildig1 makinalarin 6zellikleri Tablo-2’te gdsterilmistir. Uygulamamizin yiiksek
bellek ihtiyaci icin UHeM sisteminin hesap kaynaklari kullanilmistir.

Tablo 2. GPU test makinalarinin 6zellikleri
2 x Intel(R) Xeon(R) CPU

CPU islemci tipi E5-2680 v4 @ 2.40GHz
CPU cekirdek sayisi 16

Bellek 128 GB

GPGPU tipi NVIDIA Tesla K20m
GPU Bellek 5GB

GPU c¢ekirdek sayis1 | 2496

4. Seri Algoritma Hesaplama Maliyeti

Kronecker ¢arpimina giren n X n boyutlu iki matrisin ¢carpimi sonucu n? x n? boyutlu matris olusmakta ve
sonu¢ matrisindeki her eleman tek tek hesaplanmaktadir. Seri algoritmamizi olustururken bellegi (RAM’i)
daha verimli ve etkin kullanabilmek adina tiim matrisleri tek boyutlu dizi ve satir bazli (row-wise)
siralama formuyla bellekte kullandik/depoladik. Algoritma 3 asagidaki gibi i¢ ice 4 for dongiisii ve en
icteki dongiide carpma islemi igeriyor oldugundan algoritmanin islem sayisi n* flops (floating point
operations) eder (algoritma islem sayilar1 hakkinda bkz [22]). Boylece seri algoritma hesaplama maliyeti
(algoritma karmasiklhig1) teorik olarak O(n*) olarak gosterilir (gosterim hakkinda bkz [21]). Buna aym
zamanda hesaplama maliyeti i¢in asimptotik tist sinir da denilmektedir (bkz [21]).

for(i=0;i<n%i=i+n)
for(k=0; k<n? k=k+n)
for(G=0;j<mnj++)
for(l=0;l<n;l++)
Kron_Mat[i*n®> + (j+ k) xn+1]= Matl[i+j]* Mat2[k + 1]

Algoritma 3. Seri algoritmamizin genel yapisi

Algoritmanin uygulamadaki hesaplama maliyeti icin asagidaki Tablo-3’e bakilabilir. Tabloda matris
boyutundaki artisin hesaplama siiresine olan etkisi ve bunun algoritma karmasiklig: ile olan iliskisi
incelendi. Bunun icin 6ncelikle Kronecker ¢arpimi yapilacak matrislerin cesitli boyutlarina karsilik seri
algoritmanin hesaplama siireleri 6l¢iildii. Siireler hesap siiresi siitununda gosterilmektedir. Daha sonra,
matris boyutlarina karsi gelen siire ile ilk matris boyutuna karsi gelen siire arasindaki biiylime orani
hesaplanarak yaklasik bir algoritma karmagsikligi elde edildi. Bu sonuglarda = O(n*) siitunun altinda
belirtildi. Ornegin matris boyutunun 100’den 200 c¢iktifi durumda seri algoritmada hesaplama siiresi
yaklasik olarak 15,66 olarak artmaktadir. Bu durum boyutun 2 kat arttigt durumda hizin teorik olarak
0(n*) = 0(2*) = 16 kat artmasi ile uygunluk géstermektedir

Tablo-3 ve grafik-1 incelendiginde ¢arpima giren matris boyutunun 300’e kadar oldugu durumda yaklasik
algoritma karmasikhigi = 0(n') icin teorik karmasikhgin O(n*) altinda ve ona yakin sonuglar elde
edilirken, 300’den sonraki boyutlarda O(n*) ‘den daha biiyiik ve giderek artan degerler elde edildigi
goriilmektedir. Bu durum bize seri algoritmanin yiiksek boyutlarda daha diisiik performans gosterecegi
izlemini vermektedir. Buna sebep olarak yiliksek boyutlarda ihtiya¢ duyulan ciddi miktardaki hafiza
maliyeti gosterilebilir.

Hesap siiresine karsilik teorik O(n*) ve yaklasik = O(n*) icin dogrusal regresyon yapildiginda
T(n) = kO(n*) + ¢ denklemindeki k kat say1 degeri O(n*) icin = 0,573 ve = 0(n*) i¢cin = 0,522 olarak
elde edildi. R? i¢cin = 0,9917 degeri ve ayarl (adjusted) R? i¢in = 0,9910 degeri hesaplandi. (R?:
Regresyon denkleminin basarisim 8lgmede kullanilan belirleme katsayisi. Ayarlt (adjusted) R?: R? ‘nin 6rnek
biiyiikliigii dikkate aliarak hesaplanmis hali.)

123



GPU Programlama ile Yiitksek Boyutlu Yogun Matrislerin Kronecker Carpimlarinin Hesaplanmasi

Tablo 3. Seri algoritma hesaplama maliyeti

Matris CPU (Seri) Hesa

Boyutu (n) Si(iresi)(sn) b 0(n*) =0(n")
100 0,518 1 1
120 1,056 2,073 2,039
140 1,957 3,842 3,777
160 3,327 6,554 6,423
180 5,320 10,498 10,270
200 8,105 16 15,647
220 11,845 23,426 22,867
240 16,760 33,178 32,356
260 23,070 45,698 44,537
280 31,012 61,466 59,869
300 41,142 81 79,424
320 54,786 104,858 105,765
340 71,176 133,634 137,405
360 104,043 167,962 200,855

=
o
=
©
=
©
=
)
-
©
w
]
==

200
Matris Boyutu

Grafik 1. Seri algoritma hesaplama maliyeti

5. Paralel Algoritma Performansi

Paralel algoritmanin ise seri algoritmaya gore her zaman daha iyi sonuglar verdigi gériilmektedir. Paralel
algoritmanin seri algoritmaya gore performansi i¢in asagidaki Tablo-4 incelenebilir. Performans analizi
icin sadece GPU’deki hesap siiresini dikkate aldik. Diger bir deyisle veri kopyalama siiresi analize dahil
edilmedi. Asagidaki tablo; Kronecker ¢arpimi yapilacak matrislerin c¢esitli boyutlarina karsilik seri ve
paralel algoritmalarin hesaplama siirelerini ve tablonun son siitununda ise her boyut i¢cin bu siirelerin

oranini icermektedir.

Tablo-4 ve Grafik-2 incelendiginde ¢arpima giren matris boyutu arttik¢a seri algoritma hesap siiresinin
paralel algoritma hesap siiresine orani artmaktadir. Yani boyut arttikca paralel algoritmanin seri
algoritmaya gore daha fazla hizlandigin1 gérebilmekteyiz. Boylece sistemin daha verimli ¢alismasiyla
paralel algoritmanin yiiksek boyutlara ¢ikildik¢a performansinin daha da arttigini séyleyebiliriz.
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Tablo 4. Paralel algoritma performansi

Matris CPU (Seri) GPU (Par.) GPU Veri GPU | CPU seri
Boyutu Hesap Siiresi | Hesap Siiresi Kopy. Stiresi Topjlam .S,
Stire GPU Par.
Q) (sn) (sn) (sn) (o) Hs
100 0,522 0,069 0,356 0,425 7,608
120 1,065 0,102 0,712 0,814 10,418
140 1,975 0,147 1,302 1,449 13,432
160 3,356 0,201 2,202 2,403 16,671
180 5,366 0,283 3,505 3,788 18,962
200 8,176 0,410 5,388 5,797 19,961
220 11,946 0,509 7,851 8,360 23,454
240 16,910 0,660 11,500 12,161 25,606
260 23,272 0,900 15,410 16,311 25,853
280 31,276 1,084 20,721 21,805 28,842
300 41,528 1,411 27,315 28,726 29,431
320 55,296 1,727 35,422 37,149 32,024
340 71,837 2,345 45,056 47,401 30,629
360 102,061 2,903 57,750 60,653 35,160

CPU Hesap Suresi
GPU Hesap Suresi
= GPU Toplam Siire

00
o

D
(@]

-
=
"

QL
=
©
=
©

N

i
o

N
o

200
Matris Boyutu

Grafik 2. Seri ve paralel algoritma performanslarinin karsilastirilmasi

6. Tartisma ve Sonug

Kronecker ¢arpimi ile yliksek boyutlardaki yogun matrisleri elde etme calismamizda, seri algoritmanin
GPU algoritmamiz ile paralellestirilmesiyle hesaplamanin daha hizli yapilabilecegini gozlemledik.

GPU kullaniminin CPU’ya kiyasla avantajini hesaplama yiikii olarak gérmekteyiz. Seri algoritmamiza gore
yaklasik 35 kata varan daha iyi bir performans elde edebildik. Yalniz toplam siire olarak baktigimizda
GPU’larda bir kisitlama olarak karsimiza ¢ikan veri transferinin ekstra ylikiinden dolay1 seri algoritmadan
daha iyi olmakla beraber daha once tamamen CPU’da yaptigimiz paralel algoritma uygulamasina [15]
kiyasla daha yavas sonug elde etmekteyiz. Yeni ¢ikan yiiksek bellekli GPU kartlar1 ve hizlanan yeni veri
transfer yollari ile bu kisitlama gittikce azalmaktadir.

Tesekkiir

Bu calismada kullanilan hesaplama kaynaklar1 Ulusal Yiiksek Basarimli Hesaplama Merkezi (UHeM),
4006072019 numarali destegiyle saglanmistir.
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