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Anahtar Kelimeler O0z: Bu arastirmanin asil amaci, son iki yiizyilla girildiginde matematige
Voronovskaja Tip Asimtotik  gnemli katkisi olan ve bir¢ok uygulama alanina sahip olan yaklasimlar
teorisinde son yillarin popiiler bir ¢alisma alanlarindan g-calculus’iin bazi
lineer pozitif operatdrlere uygulanmasi ve bu operatorlerin yaklasim
ozelliklerinin tahmin edilmesi iizerine olacaktir. Oncelikle g-calculus ile ilgili
bazi tanim ve notasyonlar verilmis ardindan 1,t,t%¢3,t*  test
fonksiyonlarinin g-Szasz-Kantorovich-Chlodowsky operatorleri altindaki
gorintiileri hesaplanmis ve g-Szasz-Kantorovich-Chlodowsky operatoriiniin
4. mertebeye kadar olan merkezi momentleri verilmistir. Ayrica yukaridaki
operatoriin agirlikli uzaylardaki diizgiin yakinsaklig ile ilgili teoremler ve bu
operatorin yaklasim derecesini elde etmek icin Voronovskaja tip asimtotik
teoremin ispat1 verilmistir. Son olarak stireklilik modiilii yardimiyla agirlikli
uzaylardaki yakinsaklik orani hesaplanmistir.

Approximation By q —Szasz-Kantorovich-Chlodowsky Operators On Weighted

Asymptotic Theorem,
Modulus of Continuity,
q-Szasz Mirakyan Operators,
Weighted Approximation

Spaces
Keywords Abstract: The main purpose of this research is to apply g-calculus to some
Voronovskaja Type linear positive operators and to estimate the approximation properties of

these operators, which is a popular area of study in recent years of the
approximation theory which has a significant contribution to mathematics in
the last two centuries and has many applications. Firstly some definitions and
notations related to g-calculus are given, then the images of the test functions
1,t,t%,t3,t* under g-Szasz-Kantorovich-Chlodowsky operators are
calculated and the central moments of the q -Szasz-Kantorovich-Chlodowsky
operators up to 4-th order are given. In addition, theorems related to the
uniform convergence of the above operator in the weighted spaces and to
obtain the degree of approximation of this operator the proof of the
Voronovskaja type asymptotic theorem are given. Finally, the rate of
convergence in weighted spaces is calculated with the help of modulus of
continuity.

1. Giris

19. yiizyildan gliniimiize bircok matematikgi, calisilmasi zor olan bir fonksiyona, nitelikleri daha iyi bilinen
yani calisilmas1 daha kolay olan, drnegin polinomlar gibi, daha basit yapida olan fonksiyonlarla
yaklasabilir miyiz ve bu yaklasimi en iyi nasil saglariz sorularina cevap aramiglardir. Bu diisiinceden yola
¢ikarak 1885 yilinda Alman Matematikg¢i Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, sonlu bir aralikta siirekli her
fonksiyona ayni aralikta yakinsayan bir polinom dizisinin varlig ile ilgili teoremi iddia ve ispat etmistir
[1]. Karl Theodor Wilhelm Weierstrass’dan esinlenen ve halen kendi adlari ile anilan Bernstein ve Szasz
gibi matematikcilerde gesitli operatorler ve bu operatorlerin genellemelerini incelenmislerdir [2-5].
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[2]'deki calismadan hareketle yola ¢ikan baska bir matematikgi [6]'daki calismasinda, toplam seklindeki
lineer pozitif operatdér dizisinin [0,1] araliginda siirekli olan fonksiyona yaklasmasi ile ilgili problemi
incelemis ve ardindan Rus Matematik¢i Pavel Korovkin tarafindan 1953 yilinda [6]'nin kosullarini genel
halde de saglayan genel bir teorem ispatlanmistir [7]. Bu teorem, ciddi bir uygulama potansiyeline sahip
oldugu icin matematik ile ilgili arastirmalarda énemli bir role sahip olmustur. [7]'de ki ¢alismadan sonra
pozitif ve dogrusal operatér dizileri tarafindan verilen dogrusal yaklasim yontemlerinin incelenmesi,
yaklasim teorisinin kokli bir pargasi haline gelmistir.

Yaklagimlar teorisinin son 30 yilinda ki arastirmalarinda ise q-calculus yani quantum calculus’iin lineer
pozitif operatér dizilerine uygulanmasi ve bu q-operatorlerin yaklasim ozelliklerinin arastirilmasi

yaklasim teorisine ciddi anlamda katkisi olmustur. Bu alanla ilgili ilk éncii ¢alismalar 1987 yilinda L.
Lupas ve A. Lupas tarafindan [8]'de ve 1996 yilinda da G. M. Phillips [9]'da q-ya dayali genellestirilmis

Bernstein polinomlarinin yaklasim 6zelliklerinin arastirilmas: {izerine olmus ve bu olaganiisti
polinomlarin bircok 6zelligi g-analoglarina genisletilmistir. g-calculusun yaklasim teorisine uygulanmasi
ile ilgili yukaridaki ¢aligmalardan esinlenen bazi bagka matematikcilerde q-ya dayali cesitli bir¢ok lineer

pozitif operatér dizilerinin genellestirilmesi ilizerine arastirmalarda bulunmuslardir. Ornegin; 2002
yilinda H. Oru¢ ve N. Tuncer [10]'da g -Bernstein polinomlarinin yakinsakligl ve onlarin iterasyonu
tizerine ¢alismalar yapmis ardindan 2005 yilinda V. S. Videnskii [11]’de bazi g-parametrik pozitif lineer
operator siniflari lizerine arastirma yapmistir. A. Aral ve V. Gupta [12]'de ki ¢alismalarinda ise g-tiirev ve

bn o -
m,f € C(Ry) ve (by,) pozitif tamsayist i¢in

lim,_ b, = o sartlar1 altinda asagidaki sekilde tanimlamis ve bu operatériin uygulamalar: iizerine
arastirmalar yapmislardir.

q-Szasz Mirakyan operatorlerini 0 < g<1, 0<x<

A (f, ;%) = A (f3 %) .
_ e ([klgby\ ([n]gx)
= E, (—[n]qz)Zf( [n‘ﬁq )[k]qunk €]

k=0

Ayrica 2008 yilinda da H. Karli ve V. Gupta [13]'de g -Chlodowsky operatorleri tanimlamislar ve bazi
yaklasim o6zelliklerini incelemislerdir.

Yukaridaki ¢alismalarin disinda literatiir taranmasi sonucunda g-calculus‘iin lineer pozitif operatorlere
uygulanmasi lizerine bazi ¢calismalara da buradan ulasilabilir:[14-16].

Biz de yukaridaki ¢alismalardan yola ¢ikarak q -Szasz-Kantorovich-Chlodowsky operatorlerini asagidaki
sekilde tanimlayalim.

Pn(f' q! x)
[k+1]q[nlgbn
[ 1]2 o [n+1]3
n+
=Y L [ fode @
T k=0 [Kq[n]qbn
[n+11%
[n]fx"

(2) denkleminde Sﬁlk(x) = E, (—[n]q i), q €(0,1), x€(0,b,] , b, »  iken LN

bi[k]q! [n+1]q

seklinde tanimlanmistir.

Bundan sonraki boéliimlerde sirasiyla g-calculus ile ilgili baz1 temel kavramlar verilecek ve daha sonra
sirasiyla 1,t,t2,t3,t* fonksiyonlarimin (2) operatorii altindaki goriintileri hesaplanacak ve (2)
operatoriiniin 4. mertebeye kadar olan merkezi momentleri verilecektir. Ayrica (2) operatoriiniin agirlikl
uzaylardaki diizgiin yakinsakligi ile ilgili teoremler ve Voronovskaja tip asimtotik teoremin ispati
yapilacaktir. Son adimda ise agirlikli uzaylarda ki siireklilik modiili yardimiyla (2) operatdriiniin
yakinsaklik orani hesaplanacaktir.
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2. Materyal ve Metot
2.1. Temel tanimlar

Bu boliim igerisinde verecegimiz lemma ve teorem ispatlarina gegcmeden 6ncelikle quantum calculus’e
bagli bazi tanim ve notasyonlar: hatirlayalim.

q > 0 ve negatif olmayan bir n tamsayis1 i¢cin n’nin q’ya bagh ifadesi (q -tamsayisi) asagidaki sekilde
tanimlanir.

n

, qg+1
1, q=0

q —faktoriyel [n],! ifadesi ve ¢ —binom katsayilari sirasiyla asagidaki gibi tammlanirlar:

[n]q! = {[17:1],1[71 - 1]q [1]q' Z ii]’

[k] ‘[n k]q

[0, b] aralig1 tizerinde bir fonksiyonun integralinin ¢ —analogu asagidaki sekilde tanimlanir:
b oo

[roae=a-an) rama, o<q<i

0 j=0

Son olarak (1) ve (2) denklemlerinde kullanilan eksponansiyel fonksiyon €*’in g — analogunu asagidaki
sekilde verilmistir.

[oe]

1
eq(x = |X|<m

n=0

) = nn-1) x"
E, (x) = E q 2 , X€R
a r [n],!

Yukaridaki iki denklemden asagidaki esitlik kolaylikla elde edilebilir.

eq(X)Eq(—x) =1

2.1. Temel Sonuglar

[k+1]q[nlgbn
2
Lemma 2.1.1 (2) operatériinde verilen f[k]q{Z]ﬁZ f(t)dgt ifadesiicin sirasiyla agagidaki esitlikler
[n+1]%
saglanir.
[k+1]q[nlgbn
[n+113
k
n],b
@) f 14t = T Mabn
[n+1]2
[k]g[nlgbn
[n+1]3
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[k+1]q[n]lgbn
[n+1]é . -
q"[n]gbn
b) f tdqt_w([Z] [k]q +1)
[k]q[n]qbn
[n+1]3
[k+1]q[n]lgbn
[n+1]3 N 3
q"[n]gb
[k]g[nlgbn
[n+1]3
[k+1]q[n]lgbn
[n+1]3 k[ ]4b4
n
d) f t3d,t = u([z}]q[k]g +(3q% +2q + DI[k]2 + 3q + D[k], + 1)
[n+ 1]3[4]q
[k]q[n]qbn
[n+1]3

[k+1]g[nlgbn

[n+1]3
4 qk[n]gbrsl 4 3 2 3 2 2
e) f t dqt=m([5]q[k]q+(4q + 3q +2q+1)[k]q+(6q +3q+1)[k]q
[K]q[nlgbn ¢
[Z+1]q(21

+ (4q + D[k], + 1)

Lemma 2.1.2 (2) operatériinde verilen Sﬁk(x) b’,z]f]c , ( [n]q ) icin asagidaki esitlikler saglanir.
1) Z Sl ) =1

k=0

N [k, _ =
2)) St @it =g

k=0 @ n
SRS R

i T bz [nlgbn
>x®  (q* + 2¢q)x*? x
4)2 k()—_ i .
bn [n]qbn [n]qbn
. Z o ) _q%x* N q3(q* +2q +3)x® q(q* +3q + 3)x? x
) 2,50 O gy = 7 fl,b2 mERE ' [lh

ispat 2.1.2 [17]'de elde edilen sonuclardan yola ¢ikarak (2) denkleminde verilen

Sg'k(x) [r,i][‘;:]c ( [n]q ) ifadesi yerine yazilir ve [n], = [j1, + ¢/[n — jl;, 0 < j < n esitligi ‘de

kullanilirsa yukaridaki sonuglarin elde edilmesi asikardir.

Lemma 2.1.3 (2)’de tanimlanan operatdr i¢in asagidaki esitlikler saglanir.
DBA,q;x)=1
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[n]a [n]qby
i P tl ; = T 112
DE®a0 =g op Y Ao
q[nlg [n]5bn [n]; b7
P, (% q;x) = +A A
iii) B (t%, q; x) [n+ 1] + o +1]3x+ 2[n+1]§
iv) P,(t3,q;x) = 7q3[n]2 x3 7[n],51bn 2 mgbn_ b x 7[71]3[)%
na [n+1]8 *[n+1]5 “In+1]8 *n+1]8
q°[nlg [n]7bn [n]gbn [n]5b; [n]gbn
Pt qx) = ——x* + Ag— - x3+ A 1T x2+ A4 +A 1
DE G2 = g e A e T e T T

yukaridaki esitliklerde A, A4, 45, A3, Ay, As, Ag, A7, Ag, Ag Katsayilar: asagidaki gibidir.

A= 1 _q°+3q+1 1 q+3q +6q° +5q% + 3q

T+ T g+ 1 T g1 ¢+q*+qg+1 ’

¢’ +4q° +6q+2 1 _4 3(q° +3q° + 6q* + 10q°® + 99> + 7q + 4)
TR Aq+1 T Pl ¢*+q3+q*+q+1 '
A _q(q° +4q° + 119" + 18¢> + 15¢° +11q+5) _q*+5¢° +10q” + 10q + 4

7T *+q*+q*+q+1 As = *+q*+q*+q+1

1

A9=

qg*+q*+q*+q+1

Ispat 2.1.3 (2)’de verilen operatdriin tanimi, Lemma 2.2.1 ve Lemma 2.2.2’de elde ettigimiz sonugclar ve

[n]ly = [jlg + ¢’[n—jl; » 0<j<n esitliginden de faydalanarak yukaridaki sonuglar1 sirasiyla elde
etmeye ¢alisalim.
[k+1]q[nlgbn
[n +11; " LEEIFAN 4" [nlgbn
n n
o0 =Gy st [ e s, ok
7" k=0 [Klq[nlgbn =)
[n+1]3
[k+1]g[nlgbn
[ +1]2 o [n+1]3
n
i) B(t,q;x) = quz q"‘Sfl’_k x) td,t
7 k=0 [K]q[n]gbn
[n+1]3
[n+ 1]32 X q*[n]Zb;}
=— kg1 ————([2]4[k]; + 1
[l £aT S s gz, (Zaldle + )
_ [nl2b, i gt o, 1 [by _ (b, x| 1 [nlgby
[n+15&" " n] []q[n+1]2 T+ 13D, [2g [+ 113
N U N S )
m+ 1" R n+1E I+ 12 et
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[k+1]q[n]qbn
o [n+1](2Z
2 [n+ 1] —kcd 2
) P(t%, ;%) === ) q Sy, (x) ted,t
labn kz=0 ' [k]q[nf]qbn '
[n+1]3
_[n+1]3 _ q*[n]3b}
_W; kST, (x )W(B [K]2 + (2q + D[k], + 1)
n]2bZ ~o k]q (2q +1) [n3bZ < [k] 1 [n)2b2
[n+1]4z k() B8], [n+1]2 k()n— []q[n+1]$

[n]Zby (qx? x (2q+1) [nl3b; x 1 [n]Zb
[n+1]4< [nl b )+ Bl, m+1b, [3,0n+1]

qlnlg , , 4 +3q+1 [n]3bn 1 [n]zba

=[n+1]3x q2+q+1[n+1]$x ?+q+1[n+1]¢

_q[nlg [n]3 by, [n]3b;:
[n+ 13" IS RARITES,

benzer yol izlenerek,

q*[ng 3 [n]5bn 2 [n]gba . [n]3ba
[n+1]8 *n+ 11§ *In+1]8 *[n+1]8

iv) P,(t3,q;x) =

q°[nlg [1]G bn [n]gbs [n]gbs [n]gbn
B (tYhqgx)=———x*+ A4 ———x3+A4,———x*+ A A
R G2 = e A e T st T T 13

Esitlikleri de kolaylikla elde edilir ve ispatimiz tamamlanmis olur.
2.2, Agirhikh Yaklasim

Bu béliimde (2)’de tanimlamis oldugumuz operatériiniin agirlikli uzaylarda ki diizgiin yakinsakhigi ile ilgili
teorem ve ispatlar1 vermeden dncelikle bazi tanimlar verelim ve kabul edelim ki;

5,2[0, ), [0,0) araliginda tanimli ve |f(x)| < Mq(1 + x?%) sartin1 saglayan tiim f fonksiyonlarinin uzay,
ayrica C,2[0,0)’da S,2[0, 00) uzaylna ait tiim siirekli fonksiyonlarin bir alt uzay1 olsun. Ayrica C 2 [0, ) da
f( )

limx_,oo +2[0, 00) uzayinin alt uzay1 olarak verilsin. €2 [0, ) uzayinda

ki norm asagldakl sekilde tanimlhidir.

Ji€3]
If )l = xi[‘é,‘io)l g

Teorem 2.2.1 Kabul edelim ki sirasiyla 0 < g,, < 1 dizisi yeterince bliyiik n degeri i¢in g,, — 1 ve b,, dizisi

de b, » o iken - 0 sartlarin saglasin. f € C;2[0,00) fonksiyonu da [0, 00) arahiginda taniml

[n+ ]
monoton artan olsun. O halde (2) operatort icin asagida ki esitlik saglanir.

. |Pn(f,qn;x)_f(x)|
lim sup 5
n—>% xe[0,bp] 1+x
=0 (3)

Ispat 2.2.1 Oncelikle asagidaki operatérii tanimlayalim
= (B an %) eger 0 < x < by,
R =" eger x > by,

142
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[1]'deki teoremin sonuglarindan yararlanarak * B,(f, q,,; x) operatoriiniin sirasiyla = 0,1,2 i¢cin
asagidaki ii¢ sart1 da saglamasi gerektigi gostermeliyiz.

[Pr(t”,qn;x)—x"|

limy, oo 1% Py, @s X) = %7 ||,z = limy 0 SUPxe[o,p,] e

P,(1,qn; x) = 1 oldugundan (3) denklemi r = 0 i¢in saglar. Ayrica Lemma 2.1.3’den sirasiylar = 1,2 igin
asagidaki sonuclara da kolaylikla ulasabiliriz.

B3 PO OV S ) P
|P,(t, q,; x) — x| [n+1]2 o+ 1[n+1]2

x€[0,by] 14 x? x€[0,bn] L+x?

x 1 [nlg,bn
sup 5 >
xefoby] 1+ 2% Gy + 1 [n+1]3

bn

g, — 1ve b, dizisi de b,, = oo iken — 0 oldugundan

[n+1]g,

x 1 [nlg, b

li =0
novw cclomn) 1+ %2 @ + 1[0 + 113,
elde edilir.
|Pn(t2' qn; X) — le
X€[0,bp] 1+ x?
Wllh, ), @it3e, 42 (b 1 [,
[n+1]2, g+l [n+1]2, i+ qn +2[n+1]5
= su
xe[o,gn] 1+ x2
2 42
sup 2 (Gl —1|+ sup x g+ 30, +2 [l b + sup ! "l
" xefob, 1+ x* \[n+ 1]3 xefob ] 1+x% g, +1  [n+1]§  xefobai +q, +2[n+1]5
dolayisiyla
. [P (t?, qn; x) — x|
lim sup > =0
n>% xe[0,bp] 1+x

elde edilir ve béylece ispatimiz tamamlanir. Fakat sunu biliyoruz ki f € C,2[0, ©) icin Teorem 2.2.1 [1]’e
gore dogru degildir. Bu durumu ortadan kaldirmak i¢in simdi B, (f, g,; x)‘nin baska bir 6zelligini vererek
asagidaki teoremi ispatlayalim.

Teorem 2.2.2 Kabul edelim ki sirasiyla 0 < q,, < 1 dizisi yeterince biiylik n degeri i¢in q,, = 1 ve b,, dizisi

de b, - oo iken [nff] — 0 sartlarini saglasin. f € C,2[0, o) fonksiyonu da [0, o) araliginda tanimli
an
monoton artan olsun. O halde (2) operatort icin asagidaki esitlik saglanir.
lim 1 sup |Pn(f: qn;x) - f(x)l
n—oo \/b_nXE[Oybn] 1 +x2
=0 (4

Ispat2.2.2 f € C,2[0, %) oldugundan, her € > 0 i¢in bir §,, > 0 var dyle ki |t — x| < &, kosulunu
saglayan her x € [0, b,] ve t € [0, ) igin |f(t) — f(x)| < €'dur. [18]’ de agirlikli uzaylardaki stireklilik
modiilii olarak tanimlanan 2(f; §,) nin 6zelliginden yararlanarak sirasiyla |t — x| < &, ve |t — x| = &,
durumlari i¢in asagidaki esitsizligi yazabiliriz.
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If () = ()] <e+0(f;8,)((t —x)* + (1 + x|t — x])

x € [0,b,] ve t € [0,) i¢cin B,(f, qn; x) ‘nin lineerlik ve pozitiflik 6zelligini kullanarak

[P (f, qn; X) — F(X)| < €+ Q2(f; 5,) P, ((t — x)z’ qn; X) + 2(f; 6,)(1 + xz)Pn(lt = x|, qp; x)

< €+ 0(f; 8 )P ((t = %)%, Gn; X) + 2(f3 8,) (1 + 22y P ((t = X)2, G %)

elde ederiz. Lemma 2.2.1’deki sonuglardan

|Pn(f'qn;x) _f(x)l <
14 x? -

Qalnli, 0, 1)

x2
5>+ 02(f; 6,) [1+x2 <[n +1]3 T n+1]%

1+x

L X (0l *3aut2 [IRby | Inlgby 2 1 1 [nlgb
1+x2\ g2 +qu+1 [n+1]2  [n+1]3 g, +1) 1+x2\g,®> +q, +1[n+1]¢

+J<[qn[n]gn [n];]l +1>x2+<qn2+3qn+2 [ by Inlg, by 2 ) R S %

n+1]3n_ [n+1]2, G2+ g +1[n+1]f  [n+1]2 g, +1 Gn?+qn +1[n+1]2,

Elde edilir ve buradan her tarafin [0, b,,] araliginda supremumu alinirsa,

P.(f,q,:x) — f(x 1 x? n)2 n]?
|n(an )2 f( )l_ sup +-Q(f;5n)[ sup Z(Qn[ ]q: -2 []an +1)
X€E[0,by] 1+x xe[0by] 1+ X xe[oby] 1+x% \[n + 1]5 [n+1]2
N x qn* +3q, + 2 [nl} b, N [nlg, bn 2 1 1 [n]?,nbn2
su
celomg L+ P\ @2+ qut 1+ 1015, [0+ 112, dn+ 1) xclobn] 17X% \@n? + gn + 1[0 + 112,
nlg. nj? 24+3¢g,+2 [n]2. b nl,. b 2 1 n)2 b, >
+ sup (qn[] 5 []qn2 +1>x2+<qn2 In []qnz N ]qn;l )x+ : []qnz
X€[0,by] [Tl-l-l] [n+1]qn An® +qn +1 [n+1]qn [n+ ]qnqn+1 Adn +qn+1[n+1]qn
B b, b [ b, b

<e+0(f;6 3 + + (3 +
SR ey e A R P R ey

Yukarida ki esitsizligi diizenlersek asagidaki sonug elde edilir ve (4)’de verilen esitliginin ispati
tamamlanir.

3
1 RGwn-fl_ e N PR A N R A
N Ty el M T TR T VTR M e VAR T 1S

2.3. Voronovskaja Tip Asimtotik Teorem

Bu boliimde P, (f, g,,; x) operatoriin icin Voronovskaja tip asimtotik yaklasimu ile ilgili teoremi vermeden
ilk olarak bu teoremin ispatinda da yararlanacagimiz asagida ki Lemma’y1 ispati ile verelim.
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Lemma 2.3.3 Kabul edelim ki sirasiyla 0 < q,, < 1 dizisi yeterince biiyiik n degeri i¢cin q,, = 1 ve b,, dizisi

de b, — ooiken = 0 sartlarini saglasin. O halde B,(f, q,; x) operatori icin asagidaki limitler
an
saglanir.
. In+1], 1
Dlim ——B,(t —x,q;x) ==
n—oo b, 2
n+1
ii) lim an((t —x)%,qux) =x
noco b,
n+1]2
iii) lim [b—z]q”Pn((t —x)* gy X) = 2x2
n—-oo
n

ispat 2.3.3 Lemma 2.1.3’deki sonuglardan

n)? 1 nl, b
[ ]an _ 1)X + [ ]Qn ;‘L
[n+1]2 qn +1[n+1]Z

i)Pn(t - X, Qn;x) = (

1lq

her tarafi [n+b—" ile ¢arparsak,
n

[n+1],,
qun(t - X, Qn;x) =
n

[Tl + 1]qn [n]‘zln 1 [n]Qn
by, ([n +12 1>x * qn+1[n+ 1],

yukaridaki esitligin her iki tarafina n — oo i¢in limit uygulanirsa,

[n+1],, P (¢

n

lim

n—oo

1
_x'Qn;x) ZE

elde edilir. Benzer sekilde

qn[nlg, [nlén2 N 1) 24 <qn2 +3q, +2 n]an]ﬂn 2 [nlg,by )
an

i) P.((t — 2’ . — -2 _
{0) Fa (8 = 2)°, Gni %) ([n+1]3n [n+1] Wit gt 1+ 108 qu+1ln+11Z,

1 [n]énbn2
G+ qy+1[n+1]¢

Benzer sekilde her tarafi [n;ﬂ ile ¢arparsak,
n

2 Lo (e - 02, g0 =

[n+1lg, [ anlnls, [n]7,
b, <[n T P 1) x*

@° 43¢, +2 [nlg, 2 Inlg, . 1 [n]Z, by
G2+ q+1 n+1]3 g, +1[n+1],, G2+ g +1[n+1]3

ve yukaridaki esitligin her iki tarafina n = oo i¢in limit uygulanirsa,

n+1
lim [bﬂpn((t — %)%, qn;X) =X

n—-oo n

elde edilir.
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Buradan Lemma 2.1.3’de sonugarin yardimi ve B, (f, q,; x) operatdriiniin lineerlik 6zelligini kullanarak
asagida ki esitligi

Pn((t - X)4, qn; X) =
ZynxX* + Zyux3 + Zgn X% + Zyyx + Zsy (5)

sirasiyla,

7 - q.%[nl§, 4 4> [n5, i qnlnly, 4 [n]2, 1
18 41§ [n+1:  [n+ 112,

g 4n3(an® +34,° + 64" +10q,° + 9¢,° + 7q, +4)  [n]],

an G*+ @+ gt g+ 1 [n+ 1]171,1

_4 <qn4 + 3%13 + 6%12 + 5q, + 3) [n]gn (CInZ +3q, + 2) [Tl]gn ] b,
G2+ g2 +q,+1 [n+ 1135, G2+ g +1 )[n+13 |[n+1],,
Z3,n
_ (qn6 +4q,° + 11q," +18¢,° +15¢,° +11g, +5) [nl§,  (4a° +44s° + 64, + 2\ [nlg,
fn Gn 3+ @2 + gn + 1 115, \ @+ a2 +ant1 )In+1l,

N 6 [n]Z, by*

G2+ qy+1[n+1]2 |[n+1]2
;- (qn4 +5q,° +10g,* + 10q, + 4_ [nl5, _( 4 ) [n]3, b,>

o G+ 0P+ 0P+ an+1 T+, \@l @l g+ U In+11 | [n+ 113,
7. =l 1 g, | b

Nt @ @+ gn + 1 [+ 10 [ [n+ 108,
elde ederiz. q,, - 1 ve b,, dizisi de b,, —» o iken [nff — 0 ozelliklerini kullanarak,

an

(. [n+1]7 _ [n+1]z, _[n+1]2,

lim T (7 320, lim 7 Y20, lim gz Y=,

n—-oo bn n—oo bn n—-oo bn (6)

_[n+1]z, _[n+1]12,

L nllglob—nz{zm} =0, rlfi?obn—z{zl'"} =0

(6)’de elde ettigimiz sonuglar birlestirerek bizden istenen asagidaki sonuca ulasir ve boylece ispatimiz
tamamlanir.

n+1]2
[biz]qnpn((t - X)4', qn;x) = 2x?
n

i) lim
n—-oo

Teorem 2.3.4. f,f',f" € C,2[0,) ve g, — 1ve b, diziside b, — oo iken [nfl’] — 0 ozelliklerini
an

saglasin o halde B,(f, q,,; x) operatori icin asagidaki esitlik saglanir.

_[n+1],, 1 x
lim ————=(P,(f, qn; ¥) — f (X)) = Ef (x) +§f (x)

n-oo bn

Ispat 2.3.4. f fonksiyonu icin Taylor acihmindan faydalanarak asagidaki esitligi kolaylikla yazabiliriz.

1
f@) =)+ —x) +5 ") —x)° +e(t, ) (t —x)°
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burada t —» x iken &(t,x) — 0dir. B,(f, q,; x) operatorinin lineerlik 6zelliginden

1
Pn(f' qn; X) - f(x) = f’(x)Pn(t - X, qn;x) + Ef”(x)Pn((t - x)Z, qn;x) + Pn(‘g(t! X)(t - x)Z, qn; X)

Lemma 2.1.3’den

o 12, 1 []y.b,
P(f,qusx) — f(x) = f'(x) W_l x+qn+1m

i f”( ) qnln ] P [n]én 1)x2 4 an +3q, + 2 [n]gnbn _ 2 [n]qnbn X
[n+1]5 [n+1]én qn+q, +1 [n+1]3n qn+1[n+1]§n
1 [n]Z b 2

n
P, t, t— 2’ ;
— qn+1[n+”3n]+ (e V) 002, 0,50)

Elde edilir ve yukarida ki esitligin sag tarafinin son kismina Cauchy-Schwarz esitsizligide uygulanirsa

[n+1]2
Tpn((t —x)*, qn; X)

n

_ [n+1],, ) .
lim ——2P,(e(t,x)(t — x)%, qp; x) < \/llm P, (e2(t,x), qy; x) | lim
n-oo n—-oo

n-oo b,

elde edilir. lim P,(e2(t,x), g,,; x) = 0 oldugu siirece ve bir 6nceki lemmadan hesapladigimiz
n—-oo

lim,,_,e [n;12qn B,((t — x)*, q,; x) = 2x? ifadesi sonlu oldugundan

_ [n+1],,
lim TPn(s(t,x)(t —x)%,qux)=0

n—-oo n
elde edilir. Bu nedenden Lemma 2.3.3 deki sonuglar yardimi ile asagidaki esitlik saglanir ve ispatimiz
tamamlanir.

_[n+1]g, 1, X _,
lim —— (P (f, gn; X) = f(0)) = 5 f'00) + 5 " (%)

n-oo

Teorem.2.3.5. Kabul edelim ki 0 < g,, < 1 ve b,, = oo birer dizi olsun 6yle ki g,, = 1 ve [nf;‘] -0
qan

sartlarini saglasin. O halde f € C2[0, ©) i¢in asagidaki esitlik saglanr.
P.(f,qn;x) — f(x b
sy V00 = € )|5M9<f- \ )

05x5bn 1 + xz ’ [n + 1]qn

burada M=408'dir.

Ispat 2.3.5 Operatériin lineerlik ve monotonluk ézelliginden;
|B(f, an; x) = fF(O] < B(I(F(8) = £ ()], gn; ) olur.

[18]’ de verilen (vii) deki 6zellikleri kullanarak;

|t — x|
8

= fOl < 2(1+4 61 +x*)2(f; 8,)Sn (8, x)

|t — x|
8

If®) = fC)l £2(1 + 6D +x?) (1 + )(1 + (= 0)2(f; 8If @)

S, (t,x) = (1 + ) (1 + (t — x)?) dersek;

buradan
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2(1 + 682), [t — x| < 6,
S, (t,x) < t—x)*
R I R Lant. RV E
5n
ve boylece
(t—x)*
S,(t,x) <2(1+82) |1+ 5
n

elde edilir.
[P (f, @n; ) = FO)] < Pu(I(F () = FOOL, @5 x) < 2(1 + 8 (1 + x2)2(f5 8,) Py (Sp (¢, %), G; X)

<40+ 6D 50+ [14 5 B~ 0%, 4050)

Lemma 2.1.3 ‘deki sonuclar yardimiyla (5)’deki esitligin [0, b,,] araliginda supremumu alinirsa asagidaki

esitsizligi kolaylikla elde ederiz.

(e )" [n]; b,* [n]; b,* [n] b,*  [nl} b,* 1 [n]; b,
sup P,((t—x)*q;x) <8 —— + 20 —— + 15 — 46 — o ———
x€[0,bp] [n+ 1]§n [n+ 1]§n [n+ 1]gn [n+ 1]gn 5[n+ 1]§n
1
b,* 8[nl§ +20[n]7 +15[n]§ +6[nl; + g [nlg,
T n+1]% [n+1]%
b," [n]3, b,"

<50

[n+1]2 [n+1]2, [n+1]2,

Buradan

4

50 b,
< 4(1 + 63)0(f;6,) <1 + 7>

su |Pn(f' Qn;x) - f(X)l oY
p SEn+ 112

0sx<bhy, 1+x?

bn
[n+ 1]qn

elde edilir. Yukarida ki denklemde §,, =

segilirse §,, = 0 oldugundan belirli bir n degerinden sonra §,, < 1 olacaktir. Dolayisiyla M=408 olmak
uzere

sup V00 = 0~ F@I_ Mﬂ<f bn )

05x5bn 1 + xz - ’ [n + 1]qn

bulunur ve ispatimiz tamamlanir.

3. Tartisma ve Sonug

Bu ¢alismada g-Szasz-Kantorovich-Chlodowsky operatorii ile elde edilen yaklasim sonuclardan asikardir
ki (2) denkleminde eger g = 1 alinirsa, [20]’de verilen agirlikli uzaylarda ki klasik Szasz-Kantorovich-
Chlodowsky operatorii elde edilir. Yukaridaki ¢calisma neticesinde (2) operatoril ile elde edilen yaklasim
orany, [20]’de elde edilen yaklasim oranina gore daha iyidir diyebiliriz.
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