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Anahtar Kelimeler
Kospektral graflar,
Spektral karakterizasyon,
Cok parcgali tam graf

Ozet: Bir grafin komsuluk matrisinin 6zdegerleri, komsuluk spektrumunu
olusturur. Bu c¢alismada, en fazla iki adet komsuluk 6zdegeri -1,0 ya da 1,0’dan
farkl olan tiim graflarin olusturdugu kiimeler ile ilgili baz1 sonuglar simiflandirma
yapimak suretiyle bir araya getirilmistir. Bir grafta izole bir nokta, bu grafin
komsuluk spektrumunda sadece bir adet sifir 6zdegerin yer almasina yol agacaktir.
Bu sebepten dolayi, 6ncelikle izole nokta icermeyen graflarin olusturdugu kiimeler
incelenerek belirlenmeye c¢alisiimistir. Daha sonra ise izole noktalar da bu
kiimelere dahil edilerek, incelenen kiimeler genisletilmistir. Bu siniflandirma,
genel olarak ¢ok parcali tam graflari ve izole noktalar icermektedir. Dolayisiyla
burada verilen graflarin komsuluk spektrumlarina gore belirlenebilir olup
olmadiklarina da yine bu ¢alismada deginilmistir.

Graphs with All but Two Eigenvalues Equal to -1,0 or 1,0
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Abstract: Adjacency spectrum of a graph, consists of the eigenvalues of its
adjacency matrix. In this note, we compile some results (by making a
classification) about the sets of all graphs that contain at most two adjacency
eigenvalues different from -1,0 or 1,0. For a given graph, an isolated vertex makes
a zero eigenvalue in its adjacency spectrum. Thus, firstly the sets which contains
graphs without isolated vertices are investigated. Then, these sets are extended
with isolated vertices. This classification includes disjoint unions of complete
multipartite graphs and isolated vertices. Hence, we also mention that graphs
given in here are determined by their adjacency spectrum (shortly DAS) or non-
DAS.

1. Giris ve Onbilgiler

grafl tarafindan indirgenmis alt graf olarak icerilmesi
mimkiin olmayan bir grafa ise G grafi icin
yasaklanmis alt graf (forbidden subgraph) denir.

Bir G grafi, bostan farkli ve sonlu V(G) noktalar
kiimesi ile E(G) kenarlar kiimesi tarafindan teskil
edilir ve G=(V(G),E(G)) biciminde gosterilir. Eger bir
grafta kath kenar (aynm iki nokta arasinda yer alan
birden fazla kenar, multiple edge) ve ilmek (bir
noktay1 yine kendine baglayan kenar, Ioop)
bulunmuyorsa, bu grafa basit graf (simple graph)
denir. Bu calismada yer alan tiim graflar basittir ve
kenarlar1  yo6nlendirilmemistir. Bir v €V(G)
noktasinin derecesi (degree of a vertex) kendisine
komsu olan noktalarin sayisidir. Eger bir noktanin
derecesi sifira esit ise yani V(G) kiimesindeki
noktalarin hicbirine komsu degilse bu noktaya izole
nokta (isolated vertex) denir. V' € V(G) ve E' € E(G)
olacak sekilde V' ve E' kiimeleri igin G' = (V',E")
grafina G grafinin bir alt grafi (subgraph) denir. Bir
grafta bazi noktalarin ve bu noktalara degen tiim
kenarlarin silinmesiyle olusan bir alt grafa ise
indirgenmis alt graf (induced subgraph) denir. Bir G
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Herhangi iki noktasi arasinda daima en az bir yol
bulunabilen bir grafa baglantili graf (connected
graph) denir. Baglantii olmayan bir grafa ise
baglantisiz graf (disconnected graph) denir. Bir G
grafinin maksimal baglantili her bir alt grafina G
grafinin bir bileseni (component) denir. Verilen iki G
ve H grafinin ayrik birlesimi (disjoint union) GUH ile G
grafinin m adet kopyasinin ayrik birlesimi ise mG ile
gosterilir. n adet noktaya sahip tam graf (complete
graph) K ile, yol graf (path graph) ise Px ile gosterilir.
V(G) noktalar kiimesinin bir parcalanisi psi, . . ., pk
olsun. Eger ayni parcada yer alan noktalar arasinda
kesinlikle bir kenar bulunmuyor ve farkli pargalarda
yer alan noktalar arasinda daima bir kenar bulunuyor
ise bu grafa ¢ok parcali tam graf (complete
multipartite graph) denir ve K, ., ile gosterilir. k=2
ise bu grafa 6zel olarak iki pargali tam graf (complete
bipartite graph) denir.
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Graflar matrisler yardimiyla temsil edilebilir.
G=(V(G),E(G)) grafi n adet noktaya sahip bir graf ve
i,j € V(G) olsun. i ve j noktalar1 arasinda bir kenar
var ise a;=1; yok ise ai=0 biciminde tanimlanan
A(G) = [a;j]uxn matrisine G grafinin  komsuluk
matrisi (adjacency matrix) denir. Bu matrisin
0zdegerlerine G grafinin komgsuluk 6zdegerleri
(adjacency eigenvalues), ya da kisaca ozdegerleri
denir. Komsuluk 6zdegerlerinin cebirsel katlarn ile
birlikte olusturdugu kiimeye ise G grafinin komgsuluk
spektrumu (adjacency spectrum) ya da kisaca
spektrumu denir. A(G) tamsay1 bilesenli ve simetrik
bir matris oldugundan, G grafinin komsuluk
ozdegerleri 1,(G) = 2,(G) = -+ = 1,(G) bigiminde
gosterilebilir. Herhangi iki graf ayni komsuluk
6zdegerlerine sahip ise, bu graflara komsuluk
6zdegerlerine gore kospektral graflar (cospectral
graphs) denir. Aynm1 sayida noktaya ve ayni sayida
kenara sahip G ve H graflan verilsin. V(G) ve V(H)
nokta kiimeleri arasinda noktalarin Dbirbirine
komsulugunu koruyan, birebir ve orten bir f
doniisiimi bulunabiliyorsa, G ve H graflarina izomorf
graflar (isomorphic graphs) denir. Bu durum ¢ = H
biciminde gosterilir. Izomorf graflarin komsuluk
spektrumlarinin ayni oldugu acgiktir. Fakat bu
durumun tersi her zaman dogru degildir[1]. Eger bir
G grafi ile aym1 komsuluk spektrumuna sahip olan
herhangi bir graf kesinlikle G grafina izomorf
oluyorsa, G ye komsuluk spektrumuna gore
belirlenebilir bir graf (kisaca DAS; determined by
adjacency spectrum) denir. Bu ¢ok iyi bilinen
problem hakkinda daha detayll bilgi icin [1-3]
kaynaklarina bakilabilir.

Wang, Belardo, Huang ve Borovicanin, Fx friendship
grafinin komsuluk spektrumuna gore belirlenebilir
bir graf oldugunu iddia etmislerdir [5]. Bu
konjektiirden alinan motivasyon ve daha farkli bir
bakis acisi ile Cioaba, Haemers, Vermette ve Wong en
fazla iki adet komsuluk 6zdegeri +1 den farkli olan
tim graflar1  smiflandirmislardir  [10]. Daha
sonrasinda ayni yazarlar tarafindan en fazla iki adet
komsuluk 6zdegeri -2 ve 0 dan farkli olan tiim graflar
smiflandirilmistir [9]. Yakin zamanda ise Lima,
Mohammedian ve Oliveira en fazla iki adet komsuluk
0zdegeri [-1,1] aralifina diisen iki parcali olmayan
tlim graflar belirlemislerdir [7]. Bu ¢alismada ise, en
fazla iki adet komsuluk 6zdegeri -1,0 ya da 1,0 dan
farkl olan tiim graflar ile ilgili sonugclar verilmistir. En
fazla iki adet o6zdegeri (cebirsel katlar1 da dahil
edilerek) {-1,0} ya da {1,0} dan farkli olan tim
graflarin siniflandirmalar yapilmustir. Bu
siiflandirmalarda yer alan graflarin komsuluk
spektrumlarina gore belirlenebilir olup olmadiklarina
da deginilmistir.

Sonraki boliimlerde kullanilacak bazi bilgilere de bu
kisimda yer verilmistir.

Lemma 1.1. [1] n adet noktaya sahip bir G grafinin
komgsuluk ozdegerleri 1,(G) = 2,(G) = -+ = 1,,(G)
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ve G nin indirgenmis m noktali bir H altgrafinin
komgsuluk o6zdegerleri A,(H) = A,(H) = -+ = A,,(H)
olsun. Buna gore asagidaki esitsizliki = 1,... ,m icin
daima saglanir.

AL(G) 2 /11(1—1) 2 An—m+i(0) (1)
Lemma 1.2. [2,4] Bir G grafinin negatif komsuluk
6zdegerlerinin sayist p_ ve k=1+p_ olsun. G
grafinin kesin olarak yalnizca bir adet pozitif
komsuluk 6zdegerine sahip olmasi icin gerek ve yeter

kosul izole olmayan tiim noktalarinin k-pargali tam
graf olusturmasidir.

Lemma 1.3. [8] Sadece 1 adet nokta iceren pargalarin
sayist k ve k > 2 olmak lzere; K, _ ,,, grafi komsuluk
spektrumuna gore belirlenebilir bir graftr.

Lemma 1.4. [1,2] n X n tipindeki A ve B matrisleri
icin asagidaki ifadeler denktir.

(i) A ve B ayn1 spektruma sahiptir.
(ii) A ve B ayn1 karakteristik polinoma sahiptir.
(iii) i = 1, ... ,n olmak iizere iz(A") = iz(B') dir.

Lemma 1.5. [4] s ve t pozitif tamsayilar olsun. ki
pargali tam K, grafinin komsuluk spektrumuna gore
belirlenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul s + t
toplaminin en kii¢lik degeri almasi kosuluylan = st
olacak bicimde s ve t carpanlarina ayrilabilmesidir.

2. En Fazla iki Adet Ozdegeri -1 ve 0 dan Farkh
Olan Graflar

En fazla iki adet 6zdegeri (cebirsel katlar1 da dahil
olmak iizere) -1 ve 0 dan farkll olan tiim graflarin
kiimesini S ile gosterelim. Izole bir nokta, bir grafin
komsuluk spektrumunda sadece bir adet sifir
0zdegerin yer almasina yol acacagindan, asagidaki
lemmada izole nokta icermeyen S’ €S kiimesi
incelenecektir.

Lemma 2.1. Eger G €S ise G grafi asagidaki
graflardan birine kesinlikle izomorftur. p,q,k, [, m,n
pozitif tamsayilari icin,

(i) KplOJKq oyle ki komsuluk spektrumu{p —1,q —1,
—1p*a-2}

(ii) K, , dyle ki komsuluk spektrumu {FVIn, 0+"~2}
(iii) Bir adet nokta iceren parcalarin sayisi k olmak
uzere; K; ;, Oyle ki komsuluk spektrumu

— —~1)2—
{k 1+ (k21) 4km’_1k_1’ om-1}

Ispat: Eger G € S'isea,b € R — {—1,0} olmak lizere
spec(G) = {—17/,09,a, b} bicimindedir. Burada f ve g
sirasiyla -1 ve 0 6zdegerlerinin cebirsel katlaridir. G
en az bir pozitif komsuluk 6zdegerine sahip olmak
zorunda oldugundan, a=b>0ya daa>0>b
olmalidir.
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a = b > 0iken inceleyelim. Bu durumda G grafinin
en kiicik komsuluk 6zdegeri -1 e esit olacaktir. 3
noktal1 yol graf icin A3(P;) = —1.42 oldugu icin,
Lemma 1.1’den G grafinin herhangi bir bileseni igin P;
grafi yasaklanmis bir alt graf olur. Dolayisiyla G
grafinin herhangi bir bilesenindeki herhangi 3 adet
nokta birbirine komsu olmak zorundadir. Bu da G nin
tlim bilesenlerinin birer tam graf olmasini gerektirir.
Ayni zamanda G de sadece 2 adet pozitif 6zdeger
bulundugundan, p=a+1, q=b+1, f=p+q—
2 ve g =0 olmak iizere G = KprKq dir. Boylece
spec(G)={p—1,q—1, —1P*72}olur.

Simdi de a > 0 > b iken inceleyelim. Lemma 2.2’den,
G ¢ok parcali tam graftir. Eger G iki parcali tam graf
ise ~-b=a=+Vin,f=0 ve g=1l+n—2 olmak
lizere spec(G) = {FVIn, 0""=2} olur.c > 3 igin, G c-
parcali tam graf olsun. K;,, grafimn negatif
ozdegerleri {-2, -1.23607} oldugundan bu graf G
grafinin Lemma 1.1'e gore yasaklanmis bir alt
grafidir. Béylece G grafinin 1den fazla noktaya sahip
en fazla 1 adet parga icerebilecegini soyleriz.
Buradan, bir adet nokta igeren pargalarin sayisi k
olmak flzere, G=K; ;, olur. Bu durumda

spec(G) = {w,_lk—l, om-13 elde

2
edilir oyle ki burada a=@, b=

2
, c=k+1,f=k—1ve g=m-1

k-1-/(k—-1)2-4km
2

dir.

Asagidaki sonu¢ yardimiyla S kimesi artik
belirlenebilir.

Sonu¢ 2.2. a € Z*U {0} olsun. O =zaman S =

{GUaK,: G € 5"} olur.

Lemma 1.3 ve Lemma 1.5 yardimiyla asagidaki
sonugta agiktir.

Sonug¢ 2.3.G € S olsun.

(i) Eger G grafi iki parcali tam bir grafi bilesen olarak
icermiyorsa o zaman komsuluk spektrumuna gore
belirlenebilir bir graftir.

(ii) G grafinin bir bileseniK;, olsun. O zaman G
grafinin komsuluk spektrumuna gore belirlenebilir
bir graf olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul [ +n
toplaminin en kiiglik degeri almasi kosuluyla x = In
olacak bicimde I ve n ¢arpanlarina ayrilabilmesidir.

3. En Fazla iki Adet Ozdegeri 1 ve 0 dan Farkh
Olan Graflar

En fazla iki adet 6zdegeri (cebirsel katlar1 da dahil
olmak ftizere) 1 ve 0 dan farkh olan tiim graflarin
kiimesini H ile gosterelim. izole bir nokta, bir grafin
komsuluk spektrumunda sadece bir adet sifir
6zdegerin yer almasina yol acacagindan, asagidaki
lemmada izole nokta igermeyen H' € H kiimesi
incelenecektir.
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Lemma 3.1. Eger G € H' ise G grafi asagidaki
graflardan birine Kkesinlikle izomorftur. [,n pozitif
tamsayilari igin,

() a € {1,2} olmak iizere aK, Oyle ki komsuluk
spektrumu {—1%, 1%}
(ii) K, , dyle ki komsuluk spektrumu {FVIn, 0+"~2}

ispat: G € H olsun. O zaman spec(G) = {1/,09,a, b}
olacak bicimde a,b € R — {1,0} vardir dyle ki burada
f ve g sirasiyla 1 ve 0 ozdegerlerinin cebirsel
katlaridir. Buna gore, a ve b sayilariigin lic durum sz
konusudur; 0 <b<a, b<a<Oya dab<0<a.
Lemma 1.4’ten,

i2(4) = ZMG) =0

i=1

(2)

elde edilir. Buradan,

a+b+f=0 3
olur. Dolayisiyla a ve b sayilarinin ayni anda pozitif
olmasi miimkiin degildir.

b < a < 0iken inceleyelim. Bu durumda, G grafim
pozitif 6zdegerlerinin hepsi 1dir. Bu da G nin tiim
bilesenlerinin K, grafina izomorf olmasi demektir. En
fazla iki adet 6zdegeri 1 ve 0 dan farkli oldugundan, G
grafiK,(= K; ;) yada K, UK, (= 2K,) grafina izomorf

olur.

b < 0 < aiken inceleyelim. Bu durumda G grafinin
yalnizca bir adet negatif 6zdegeri vardir. K3 tam grafi
ve P:s yol grafi iki adet negatif dzdegere sahip
olduklarindan Lemma 1.1'e goére G grafi icin
yasaklanmis alt graf olurlar. Boylece cizilebilecek
izole nokta icermeyen graf yalnizca ¢ok pargali tam
graf oldugundan, G grafi ¢ok pargali bir tam graftir.
Lemma 1.2’ye gore ¢ok pargali bir tam graf yalnizca
bir adet pozitif 6zdeger icerebileceginden f=0 elde
edilir ve ayn1 zamanda G grafinin yalnizca bir adet
negatif 6zdegeri bulundugundan G iki pargal bir tam
graf olacaktir.

Asagidaki sonu¢ yardimiyla H kiimesi artik
belirlenebilir.
Sonu¢ 3.2. B € Z*U{0} olsun. O zaman H =

{GUBK,: G € H'} olur.

Sonug 2.3 e benzer sekilde H kiimesi i¢in de asagidaki
sonug elde edilir.

Sonug¢ 3.3.G € H olsun.

(i) Eger G grafi iki pargali tam bir grafi bilesen olarak
icermiyorsa o zaman komsuluk spektrumuna gore
belirlenebilir bir graftir.

(ii) G grafinin bir bileseni K;, olsun. O zaman G
grafinin komsuluk spektrumuna gore belirlenebilir
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bir graf olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul [ +n
toplaminin en kiiciik degeri almasi kosuluyla x = In
olacak bicimde I ve n ¢arpanlarina ayrilabilmesidir.

4. En Fazla iki Adet Ozdegeri =1 ve 0 dan Farkh
Olan Graflar

En fazla iki adet 6zdegeri (cebirsel katlar1 da dahil
olmak iizere) +1 ve 0 dan farkl olan ve izole nokta
icermeyen tiim graflarin kiimesini W ile gosterelim.
W' c W ile de +1 ve 0 dan farkli olan 6zdegerleri ayni
isarete sahip olan graflarin kiimesini gosterelim.

Buna goére asagidaki lemmada W ' kimesi
incelenecektir.
Lemma 4.1. Eger G € W' ise G grafi asagidaki

graflardan birine Kkesinlikle izomorftur. [,n pozitif
tamsayilari i¢in,

(i) aK, oyle ki komsuluk spektrumu {—1¢%, 1%}
(ii) KprKq oyle ki komsuluk spektrumu {p —1,q — 1,
—1p+a-2}

ispat: G grafinin spektrumunu {—1/,19,0" a,b}
biciminde gosterelim. Burada G € W' oldugundan, a
ve b ayni1 anda pozitif ya da ayn1 anda negatiftir. Her
ikisi de pozitif ise G nin en kiiciik 6zdegeri -1
olacaktir. Bu da G nin herhangi bir 3 noktal alt
grafinin tam graf oldugunu dolayisiyla da G nin olasi
bilesenlerinin birer tam graf oldugunu gosterir. Eger
a ve b nin her ikisi de negatif ise G grafinin en biiyiik
6zdegeri 1 olacaktir. Bu da G grafinin bilesenlerinin
yalnizca K, lerden olustugunu gosterir.

Sonu¢ 4.1. G € W' olsun. Buna gore G grafi
komsuluk spektrumuna gore belirlenebilir bir graftir.

5. Sonug ve Oneriler

Bu calismada en fazla iki adet 6zdegeri -1,0 ya da
1,0’dan farkli olan graflarin smiflandirilmasi ve
komsuluk spektrumlarina gore belirlenebilir olup
olmadiklar1 Gizerinde durulmustur. Literatiirde de en
fazla iki adet 6zdeger baz alinarak yapilmis calismalar
mevcuttur [7,9,10]. Bu ¢alismalarin ii¢ ya da daha
fazla sayida 6zdeger baz alinarak yapilmasi, mevcut
siniflandirmalarin daha genis bir bakis agisiyla
yapilabilmesine imkan taniyacaktir. Ayni zamanda da
daha genis kiimeler elde edilebilecegi aciktir. Bu
kiimelerin spektrumlarina goére belirlenebilir olup
olmadiklarinin incelenmesi ise literatiire biiyiik katki
saglayacaktir. Dolayisiyla, “En fazla 3 adet 6zdegeri
1,0)dan farkh  olan graflarin  smiflandirihip
spektrumlarina gore belirlenebilir olup
olmadiklarinin incelenmesi” ve “En fazla 3 adet
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0zdegeri -1,0’dan farkh olan graflarin siniflandirilip
spektrumlarina gore belirlenebilir olup
olmadiklarinin incelenmesi” dncelikle incelenebilecek
birer agik problemdir.

TesekKiir

Bu calisma TUBITAK-ARDEB 117F489 no’lu proje
kapsaminda desteklenmis ve tretilmistir.
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