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OZET
Makale Tarihgesi: Spektral yontemlerin ve dzeslenik operatdrler teorisinin gelisiminde énemli bir rol
gggzlt?:rlrr:|gglllrlvl122%22(()) oynayan Sturm-Liouville teorisi birgok ¢alismada Sturm-Liouville operatorii ile
Online Yayfnlanma: 15 Aralik 2020 olusturulmus smir deger problemleri olarak ele alinmigtir. Simdiye kadar Sturm-

Liouville sinir deger problemlerinde ¢ogunlukla klasik tiirev operatérii kullanilmis
olsa da 2005 yilinda Sturm-Liouville sinir deger problemlerindeki klasik tiirev

ﬁ”ar}gil*::ii?fleri: operatorii g— Jackson tiirevi ile degistirilmis ve boylece konuya farkli bir bakis
- urcv.

Sturm-Liouville operatérii acis1 getirilmistir. Matematiksel problemlerin uygulamalarinda siklikla karsilasilan
Sinir deger problemi sinir kosullarinda 6zdeger parametresi igeren sinir deger problemleri uzun bir

Ozdeger ve dzfonksiyon gecmise sahiptir. Bu ¢alismada, q— Jackson tiirevi igeren ikinci mertebeden bir
Green fonksiyonu . . g . o . .
fark denklemi ve 6zdeger parametresine bagli siir kosullart ile olusturulmus bir

siir deger problemi ele alinmigtir. Probleme uygun direkt toplam uzayinda verilen
i¢ ¢arpim yardimiyla simetrik lineer bir operatdor tanimlanarak, ele alinan sinir
deger probleminin 6zdeger ve Ozfonksiyon oOzellikleri incelenmis ve Green
fonksiyonu insa edilmistir.
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Dependent Boundary Conditions
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Even if, up to now, mostly classical derivative operator has been used in Sturm-
Liouville boundary value problems, in 2005 the classical derivate was alternated
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qf'vjvackson derivative by q—Jackson derivative and as a result a different point of view was developed
Sturm-Liouville operator in the area. Boundary value problems with eigenvalue parameter in boundary
Boundary value problem conditions have commonly been appeared in the applications of mathematical
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Green function problems and have been studied for a considerable amount of time. This paper is

devoted to study a boundary value problem consisting of a difference equation of
second order with q— Jackson derivative and eigenparameter dependent boundary

conditions. We introduce an inner product in a suitable direct sum space and
define a symmetric linear operator in this space. We investigate the eigenvalue and
eigenfunction properties of this boundary value problem and we construct Green’s
function.
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1. Giris

g— analiz olarak da bilinen kuantum analizinin

temelleri ilk kez 1908 yilinda Jackson [1]
tarafindan ortaya konmustur. Kuantum analizi
g #1 sabitlenmis bir say1, t #0 ve f reel degerli

bir fonksiyon olmak tizere

fat)-f ()

(a-1)t

bi¢imindeki q-
Argiimandaki  kademeli yer degistirmenin
fonksiyonda  meydana  getirdigi = degisimi
hesaplayan klasik tiirevin aksine, Q- tilirev
fonksiyondaki degisimi argiimanin ¢ kadar
genislemesini  temel alarak  hesaplar.  f
fonksiyonu t=0
diferansiyellenebilirse

notasyonuna  dayanir.

noktasinda

@t
f'(t)= Iq_)l (q-1)t

esitliginin saglandig1 aciktr.

Spektral yontemlerin ve Ozeslenik operatorler
teorisinin gelisiminde Onemli bir rol oynayan
Sturm-Liouville teorisi bir¢ok caligmada Sturm-
Liouville operatorii ile olusturulmus smir deger
problemleri olarak ele alinmigtir. Simdiye kadar
Sturm-Liouville sinir deger problemlerinde
cogunlukla klasik tiirev operatorii kullanilmig olsa
da Annaby ve Mansour [2] (ayrica bknz. [3])
Sturm-Liouville smir deger problemlerindeki
klasik tiirev operatoriinii — Jackson tiirevi ile
degistirerek konuya farklt bir bakis agisi
getirmiglerdir. Annaby ve Mansour [1] asagida
verilen smir deger problemini ele almiglardir:

—éDqquy(x)+v(x)y(x)=/ty(x), (11)
Ul(y) = aily(o) +a;, qul Y(O) =0, (1.2)
U,(y)=ayy(a)+a,D,.y(a)=0, (1.3)

burada V(-), [0, a] aralig1 lizerinde tanimh ve sifir
noktasinda  siirekli  bir  fonksiyon,  smir
kosullarindaki katsayilar ise (aij) (1Si, j SZ)

matrisinin ranki 2 olacak bigimdeki keyfi reel

sayilardir. Bahsi gegen bu ¢alismada, Annaby ve
Mansour Lﬁ (a,b) Hilbert uzayida 6zeslenik bir

g—fark operatdri tanimlamis, Ozdegerler ve

ozfonksiyonlarin  bazi1  spektral  ozelliklerini
incelemis, Green fonksiyonunu insa etmis ve

Ozfonksiyonlar  kiimesinin Lf](a,b)’de tam

ortogonal bir kiime olusturdugunu gostermislerdir.
Annaby ve Mansour’un elde ettigi bu sonuclar
pek cok farkli problem igin bir motivasyon
kaynagi olmustur. Ornegin, Eryilmaz [4] smir
kosulunda 6zdeger-parametresi iceren bir — sinir
deger problemi ele almistir ve bu sinir deger
probleminin &6zdeger ve 6z fonksiyonlarindan
olugan sistemin tamlig1 ile ilgili teoremler
ispatlamigtir. Al-Towaib [5] ve Mansour [6] ayni
mertebeli sol Riemann-Liouville ve sag Caputo
g — kesirli tiirev igeren regiiler bir Sturm-Liouville
problemi ele almislar ve bu problemin 6zdeger ve
6z fonksiyonlarini incelemiglerdir. Allahverdiev
ve Tuna [7] tim eksende tanimli singiiler bir
g—Sturm-Liouville operatorii i¢in Parseval
esitligini ve 0z fonksiyonlara gore ayrigim
formiiliinii elde etmistir. Ak¢a, Benbourename ve
Eleuch [8] baz1 gq—analiz ve q-—tiirev tanimlar
vermis ve daha sonra bu tanimlar yardimiyla bazi
diferansiyel denklemlerin  ¢Oziimlerini elde
etmislerdir. Aydin [9] ve Cetinkaya ve Aydin [10]
parcali siirekli bir fonksiyon igeren ikinci
mertebeden bir q— fark denklemi ile olusturulan
bir sinir deger problemini ele alarak, bu problemin
6zdeger ve 6z fonksiyon Ozelliklerini incelemis ve
probleme uygun Green fonksiyonunu insa
etmiglerdir. El-Metwally ve Masoud [11]
dordiincii mertebeden lineer olmayan q-— fark
denklemlerinin ¢oziimleri igin varlik teoremleri
ispatlamiglardir.

Bu ¢alismada, x e [O, 71'] olmak lizere

ly :=—§Dql D,y(x)+Vv(x)y(x)=2y(x), (1.4)

denklemi ve

0,030+, ¥(0)+ [0} 2D, ¥(0] -0
(1.5)

Uz(Y) = ﬂ1Y(”)+ﬂ2Dq 1y(”)+ﬂ’|:ﬁ3y(”)+ﬂ4Dq 1y(”):|:0’
(1.6)
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sinir  kosullariyla  olusturulmus smir  deger
problemi ele alinacaktir, burada V(-)e Lf] (O,7r)

reel degerli bir fonksiyon, A bir kompleks
parametre ve «;, ;=0 (i,j=12,3,4) keyfi reel

sayilardir.

Matematiksel  problemlerin  uygulamalarinda
siklikla karsilasilan sinir kosullarinda 6zdeger
parametresi igeren sinir deger problemleri uzun
bir gegmise sahiptir. Fulton [12], Titchmarsh’in
[13] sonlu aralikta tamimli regiiler bir Sturm-
Liouville problemi i¢in yaptig1 incelemenin, sinir
kosulunda O6zdeger parametresi iceren regiiler
problemlere  uyarlanabilecegini  gOstermistir.
Fulton, bir ucu sabit bir noktaya, diger ucu ise bir
kiitleye bagli olan homojen bir telin titregimi
probleminin siir kosulunda 6zdeger parametresi
iceren bir sinir deger problemine
indirgenebilecegini gostermistir. Bu bi¢imdeki bir
problemin, Hilbert uzayinda tanimh 6zeslenik bir
operatorle olan iliskisi ise Walter [14] tarafindan
incelenmistir. Walter [14] (ayrica bknz. [12]),
O0zdeger parametresine bagli smir deger
problemleri i¢in teorik bir operatér formiilasyonu
vermistir. Siir kosulunda Ozdeger parametresi
iceren sinir deger problemleri literatiirde oldukca
genis bir yer kaplamaktadir. Konuya ilgi duyan
okuyucular  [15-24] c¢alismalarma ve bu
caligmalarda verilen kaynaklara yonlendirilebilir.

Bu ¢alisma, 5 boliimden olusmaktadir. 2. Boliim,
calismanin devaminda ihtiya¢ duyulacak bazi
notasyon, tanim ve lemmalara ayrilmistir. 3.
Boliimde (1.4)-(1.6) smur deger problemine uygun
bir teorik-operator formiilasyonu verilmistir ve
bazi Ozdeger ve Ozfonksiyon oOzellikleri
incelenmistir. 4. Boliimde (1.4)-(1.6) problemine
uygun Green fonksiyonu insa edilmis ve bu
fonksiyonun bazi ozelliklerinden bahsedilmistir.
5. Boliimde ise ¢alismada elde edilen sonuglar
Ozetlenmis ve gelecekte caligsmaya deger goriilen
bazi agik problemlere yer verilmistir.

2. Materyal ve Metod

Bu bélimde, Annaby ve Mansour’un [3] elde
ettigi sonuglar temel alinarak, ¢alismanin
devamliligini saglamak i¢in gerekli olan bazi q—

notasyonlara ve sonuglara yer verilmistir.

Tanmm 2.1 x e[l sabitlenmis bir say1 olsun ve

AclU kiimesi gbz oniine alinsin. Her z € A i¢in
HZ € A bagintist saglanirsa, Ac[] kiimesine bir

M1 — geometrik kiime denir. Eger, bir Acl[]
kiimesi, u— geometrik bir kiime ise, z € A olmak

tizere, bu A kiimesi tiim {2/1”} geometrik

0
n=0

dizilerini igerir.

Tanmm 2.2 f, g— geometrik bir A kiimesi
iizerinde tanimli, reel veya kompleks degerli bir
fonksiyon ve |q| =1 olsun. q— fark operatérii D,

qu(z)::%;(qz), ze A-{0)
@.1)

esitligi ile tanimlidir.

(2.1) esitligi ile verilen q-— fark operatori
Jackson q— fark operatorii olarak adlandirilir.
Oe A ise, f fonksiyonunun 0 noktasindaki q—
tirevi, asagidaki limitin mevcut ve zeA
elemanindan bagimsiz olmasi durumunda, |q| <1
iken,

D f(o):=|im—f(zqn)_f(o)

q n—w an

, ZGA—{O}

ile ve |gl>1 iken, qu(O):qu,lf(O) ile

tanimlidir.

3. Boliimde verilecek olan 6zeslenik problemin
formiilasyonu Dq,1 ifadesini i¢erdiginden, burada

xe A olmak iizere, D,f(0) q- tiirevinin var

olmas! durumunda, Dq,lf(x) ifadesinin

ile taniml1 oldugunu belirtmekte yarar vardir.

g - tiirevin sag tersi olan q— integral
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bigiminde verilir [1]. Burada, esitligin sag
tarafindaki seri x=a Vve X=Db noktalarinda

yakinsak olmak kosulu ile j f (t)dqt integrali

0

[HOdt=(-)Xxaf(xa)  (xeA)

n=0
ile tamimidir.

Tanmm 2.3 f, q— geometrik bir A kiimesinde
tamimli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun

g— integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter

kosul tim zeA elemanlart igin I f(t)d,t
0

integralinin mevcut olmasidir.

Tanim 2.4 g-— geometrik bir A kiimesinde
taniml bir f fonksiyonu verilsin ve 0 e A olsun.

Tim zeA elemanlart igin lim f (Zq“): f(0)
esitligi saglaniyorsa, f  fonksiyonuna sifir
noktasinda q— regiiler bir fonksiyon denir.

Acl] kimesi gq— geometrik bir kiime, f
fonksiyonu bu A kiimesi tizerinde tanimli ve sifir
noktasinda q— regiiler bir fonksiyonsa f (0*) ve

f (0') fonksiyonlari
f(O*)_Ilmf( xq“) ve f(0*):=mf(qu)
x>0 x<0

esitlikleri ile tanimhidir. f fonksiyonunun sifir

sirastyla,

noktasinda (— regiiler bir fonksiyon olmasi
durumunda  f(0)=f(0")="f(0") esitliginin
saglandigi ag¢iktir. Bir f fonksiyonunun sifir

noktasindaki q-— regiilerligi bazi durumlarda

klasik analizdeki siireklilige karsilik gelir. Sifir
noktasindaki siireklilik, sifir noktasindaki q-

regiilerligi gerektirirken, bu durumun tersi her
zaman dogru degildir (bknz. [3] Sayfa 7, Esitlik
1.22).

gq— geometrik bir A kiimesinde tanimli f ve g
fonksiyonlar1 tim Xe A elemanlarn i¢cin g—
tirevlenebilir olsun. Bu durumda kismi q-
integrasyon kurali

Ig (t)d,t=(fg)(a)-lim(fg)(aq")

D00 f(a)dt @2

ile tanimhidir. Eger, f ve g fonksiyonlan sifir
noktasinda q— regiiler fonksiyonlar ise, o halde

(2.2)’nin sag tarafindaki limit (fg)(0) ifadesiyle
degistirilebilir.

L% (0,a), [0,a] tizerinde taniml

1] _U £ (x)[ d x} <o bigimindeki  tiim

kompleks degerli fonksiyonlarin bir kiimesi olsun.
L% (0,a) kiimesi,

(Lo)=[100800x  foeti(0a)
(2.3)

ile tanimh i¢ ¢arpima gore ayrilabilir bir Hilbert
uzayidir.

Lemma 2.1 f(-),g(-)eL:(0,a) olmak iizere,
Xe (0, a] icin asagidaki esitlikler saglanir:

(Dqg)(xq‘l)z Dq,xq’lg(xq_l)qu’lg(X)’ (24)
(Dyf.9)=f(a)g(aq”)~lim f (aq")g(aq")

+<f,—1D_lg> (2.5)
q q

<_% Dy f’9>:!L”; f(a0"")g(a0")~ f(aa™)g(a)

+(f,D,0).  (26)

3. Ozdeger ve Ozfonksiyon Ozellikleri

Bu boliimde, (1.4)-(1.6) smir deger problemine
uygun teorik-operator formiilasyonu verilecek ve
bazi1  Ozdeger ve Ozfonksiyon Ozellikleri
incelenecektir.
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H:= leq (0,7[) ®[? Hilbert uzaymda tanimh
igcarpim

(f.9)=

O =y N
—
iy
—_
>
—
«
oy
—
>
)
>
+
—
~
(=]
~
+
—
w
w
—~
w
=
~

ile verilsin, burada f=|f, eH,
f3
g, (x)
g=|0, eH, =00, —a,a, >0,
9,

X, =P, — B >0 dr.

Tanim bolgesi,

feH: fl,Dq,1 fie AC[O,H], If, e Lfl (0,7[),

D(A)= f,= (e ,(0) + @D, £,(0)). f, =—(8,1,(x) + A.D,. 1, (7))

olan A operatorii agagidaki gibi tanimlansin:

1
0,0, (1) +u(x) 1,

A(f)=|af(0)+a, D, f,(0)
B fl(7r)+,32Dq,1 f1(7r)

Teorem 3.1 H Hilbert uzayinda tanimh A
operatorii simetrik bir operatordiir.

Kamt. Asagidaki ifade her f,ge D(A)

fonksiyonu i¢in saglanir:

(Af,)~(1,Ag)= [ AT, (x)g, (x)d,x+ A28z, Al
0 X X2

f f,Ag, f,Ag

—| f(x Ag x)d X_g_u
g1<> (o 00 22

o

f(x (——D 2. (6) (a4

(ALY, Ahg, f,Ag, fiAg,
V4 X2 Va4 X2

V(0103 0,0

_Qll—\

|
1

Burada, son esitlikte yer alan ilk integralde
f(x)=D,f,(x) ve g(x)=g,(x) alarak ve bu

integrale (2.6) formiiliinii uygulayarak, yukaridaki
ifade asagidaki gibi yazilabilir:

(Af.g)-(f.Ag)=lim(D,f)(7a"")g,(7a")

~(D, f,)(7q™*) 9, () +(D, f,,D,,)

T

j [——D .D,0,(x )qux

0
+Af2g2 N Af3g3 B f, Ag2 B f, Ag, '
X1 X2 yA4 X2

(3.2)

llerlemek adina (3.2) esitligindeki <Dq fl,Dqg1>
terimini kullanilabilir hale getirmek icin (2.4)
ifadesinde  f(x)="f(x),  g(x)=D,0,(x)
almirsa (3.2) esitligi asagidaki gibi yazilabilir:

(Af,9)~(f,Ag)=[f,,q](7)~-1lim[f,g,](=q")
(AL, | ARG, f,Ad,  TiAg,
X Xa X X

(33

burada [ f,g](x)

[£,91= f ()D,.g(x) D, f (x)9(x)

biciminde tanimlidir. A operatoriiniin tanim
bolgesindeki kosullardan yararlanarak

Ahg, , Atg,  f,Ag, T,Ag,
y 4 X2 X X2

=0

oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla, esitlik (3.3)
asagidaki hali alir:

(Af,9)~(f,Ag)=[f..q,](x)~lim[f,g,](=a")
(3.4)

f.(x) ve g,(x) fonksiyonlarmin  sifir
noktasindaki stireklilikleri
ME[ f, gl](ﬂq” ) =[f.,0,](0) olmasim gerektirir.
O halde, (3.4) esitligi asagidaki gibi yazilabilir:

(Af,9)-(f,Ag)=[f.0,](7)-[1.9,](0).
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f,(x),9,(x)eC;(0) fonksiyonlarinm (1.5), (1.6)
sinir  kosullarm1  sagladigi g6z  Oniinde
bulundurularak [f,,9,](0)=0 ve [f,9,](7)=0
elde edilir. Dolayistyla (Af , g) —( f, Ag) =0

sonucuna ulasilir ve bdylece teorem kanitlanmig
olur.

Tanmm 3.1 (1.4)-(1.6) sir deger problemi igin
sifirdan farkli bir ®"(-) ¢oziimii bulunabilecek

bigimdeki A" sayisina bu simir deger probleminin
dzdegeri denir. Bu durumda, @ (-) fonksiyonu

(1.4)~(1.6) sinir deger probleminin 1~ 6zdegerine
karsilik gelen ozfonksiyonu olarak adlandirilir.
Bir 6zdegerin tekrarlanma sayisi, bu 6zdegere
karsilik gelen lineer bagimsiz ¢ozlimlerin sayist
ile tanimlanir. Ozel olarak, bir Ozdegere, lineer
bagimsiz tek bir ¢oziim karsilik geliyorsa bu
0zdeger basittir denir.

A operatoriiniin 6zfonksiyonlar1

(X, 4,)
DO(x,4,) =@, = a:0(0,2,)+a,D .0(0,4,)

ﬂa(/)(ﬂ" A ) + 5, qul(p(”’ A )
bigiminde tanimlidir.

Asagidaki sonuclar kanitsiz olarak verilebilir.
Sonug 3.1 Farkli 6zdegerlere karsilik gelen @, ve

@, ozfonksiyonlar: diktir.

Sonu¢ 3.2 (1.4)-(1.6) siir deger probleminin
0zdegerleri reeldir.

Simdi,
. Ul(q)l) Ul(q)z)
A= () Ul(@,)

fonksiyonu g6z Oniine alinsin. Burada, J

(i, j=1,2) Kronecker deltasim gdstermek iizere,
(1) fonksiyonlari D@, (-, 1) =4
(i,j=42, Ael ) baslangig kosullar1 ile
belirlenen fonksiyonlardir. A(ﬂ) fonksiyonu

(1.4)-(1.6) siir deger probleminin karakteristik
fonksiyonu olarak tanimlanur.

Asagidaki  teorem, (1.4)-(1.6) smur deger
probleminin 6zdegerlerinin A(ﬂ) karakteristik
fonksiyonunun basit sifirlari oldugunu ifade eder.

Teorem 3.2. (1.4)-(1.6) siir deger probleminin
Ozdegerleri A(ﬂ) karakteristik fonksiyonunun
basit sifirlaridir.

Kanait. 491(-,/1) ve 0, (-,Z) fonksiyonlar1 agagidaki

kosullar saglanacak bigimde tanimlansin:

{Ql(x,l) :=U1(¢1)¢1(X’/1)_U1(¢1)¢2 (X’ﬂ’)’

0,(x,2)=U,(d,) ¢ (xA4)-U,(4)d,(x.2).
(35)

Buradan, 191(~,/1) ve 6, (-,/1) fonksiyonlarinin

(1.4) denkleminin asagida verilen baslangi¢
kosullarini saglayan ¢oziimleri oldugu goriilebilir:

0,(n.2)= P, + B, D0, (. 2)=—(f,+ApB).
(3.6)

{01(0,/1) =a, + e, D_.6,(02)=(a+a,),

Simdi, 4,’n (1.4)-(1.6) sir deger probleminin
bir 6zdegeri oldugu kabul edilsin.

esitligi, reel degerli 6(x,4,) (i=12)
fonksiyonlarinin ~ lineer  bagimli  olmasini
gerektirir, yani

6, (% A) =k, (x,4) (k,#0) (3.7)

esitligi saglanir. (3.5) ve (3.6) esitliklerinden
yararlanarak

6,(7,2) =Koy (7,2) = ko (B, + A1,),
D, .6,(7.4) =k,D, .0(m.4) =, (B, + A8,)
(3.8)
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oldugu kolayca goriilebilir. 6,(- 1) ve 6,(-4)
fonksiyonlarina q— Lagrange kurali (bknz. [3],
sf. 81) uygulanarak

(2= 20) [ 8% 2)0, (%, 20 )dyx = 6, (,2)D, .0 (. ) -

-D_.6,(7,2)6, (7, %)

=ky(6,(7,2)D,.0(7,4) - 0, (7,%) D6, (7. 7))

q

=kW, (6,(-2).6, ("i))(q_lﬁ) =koA(4)

elde edilir. A(2), 2 mmn bir tam fonksiyonu
oldugundan asagidaki esitlik yazilabilir:

%A(ﬁ): lim 24 =4(%) kifef (X4 )dyx %0
(3.9)

A(l) fonksiyonun sifirlarinin basitligi (3.9)’un

direkt bir sonucudur. Boylece teorem kanitlanmig
olur. [J

4. Green Fonksiyonu

Bu bolimde, (1.4)-(1.6) simir deger problemine
uygun Green fonksiyonu insa edilecek ve bu
fonksiyonun bazi 6zelliklerinden bahsedilecektir.

(1.4)-(1.6) sinir deger problemine uygun Green
fonksiyonu ile f,(x)e L (0,7) olmak iizere

ly I=—%Dq1 D,y(X)+{-2+Vv(x)}y(x)= f,(x),

(4.1)

U (v):=ay(0)+a,D,.y(0)+ A a;y(0) + a.D,.y(0) = .,
(4.2)

U, (y)=AY(7)+BD,.y(x)+ A AY(7)+ D,y (%) ]= .,

(4.3)
homojen olmayan sinir deger probleminin ¢dziimii
aranirken karsilagilir.

Teorem 4.1 A’nin (1.4)-(1.6) sir deger
probleminin bir 6zdegeri olmadig1 varsayilsin ve
ayrica ¢(-,A) fonksiyonu (4.1) denklemini ve
(4.2), (4.3) kosullarimi saglasin. Bu durumda
(-, 1) fonksiyonu

J’_
41
LL(BG(riA)+AC(x2)
X2

biciminde ifade edilebilir, burada G (X,t;l) (4.2)-

(4.3) homojen olmayan sinir deger probleminin
asagidaki gibi tanimlanan Green fonksiyonudur:

1 [6,(x,2)6,(t,4), t<x,
A(ﬂ){

G(X,t;ﬂ):_— el(x,l)ez(tyi)’ X <t.

Tersine, (4.4) ile taniml ¢(X,/1) fonksiyonu (4.1)
denklemini ve (4.2), (4.3) kosullarini saglar.
Kamt: Sabitlerin degisimi yOnteminin ¢ —

benzeri kullanilarak (4.1)-(4.3) homojen olmayan
sinir deger probleminin ¢éziimii

$(x,2)=c,(X)6, (X, 2)+C,(x)6,(x,A) (4.5)

bigiminde aransin. Burada, c¢,(X) ve c,(x)

fonksiyonlari

{Dq,xcl(xm(x,wDq,xcz<x>ez<x,z>=o,
D, (X) Dy (2) + Dy (X)Dy 0 (,2) = £y (¥)

(4.6)
denklemler sisteminin ¢éziimleridir.

Eger, D,,c(x) (i=12) fonksiyonlar1 [0,t]

q,x i
araliginda q- integrallenebilirse 0
halde limtq"g, (tg"*, 1) f (tg"*) =0 (i=1,2)
esitligi saglanir. q— geometrik bir A, kiimesi

f(xq”)2

tanimlansin. f € Lé(O,;r) oldugundan A; kiimesi

A = {x €[0,z]:limxqg" = 0} biciminde

{aqm ‘mell 0} elemanlarint1  igeren q-
geometrik bir kiimedir. Dolayisiyla, D,c(-)
(i=L2) tim xeA; ’ler igin [O, X] araliginda

g- integrallenebilir. O halde, ¢, ve c, sayilari
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bilinmeyen sabitler ve xe A; olmak iizere (4.6)

denklem sisteminin ¢6ziimleri

c,(x)

jez (at,2) f,(at)d,t,
(:, (4.7)
ol

[>

6, (at,2) f,(qt)dt

c,(x)

l>

A

bi¢ciminde olur. (4.7) esitlikleri (4.5)’te yerine
yazilarak ve (4.2), (4.3) kosullar dikkate alinarak
(4.4) elde edilir. Simdi, tersine, ¢(X,A)
fonksiyonunun (4.4) biciminde ifade edildigi
varsayilsin. Buradan, ¢(x,4) fonksiyonunun

(4.1) denklemini ve (4.2), (4.3) kosullarim
sagladigi kolayca goriilir. Boylece teorem
kanitlanmis olur.

Asagidaki teorem Green fonksiyonun sagladigi
ozellikleri vermektedir. Teoremin kaniti [3]’te
verilen Teorem 3.9’a benzer bigimde yapilabilir.

Teorem 4.2. Green fonksiyonu asagidaki
ozellikleri saglar:

i) G(x¢t;4) fonksiyonu (0,0) noktasinda

stireklidir.

i) G(X,t;/'t)zG(t,X;ﬂ.) saglanir.
Sabitlenmis her te(O,qﬂ] i¢in G(X,t;/l)
fonksiyonu [O,t) ve (t,7r] araliklarinda (4.1)
denklemini ve (4.2), (4.3) kosullarini saglar.

5. Sonugclar

Bu calismada, q— Jackson tiirevi iceren ikinci

mertebeden bir fark denklemi ve Ozdeger
parametresine  bagli  smmir  kosullart  ile
olusturulmus bir smr deger problemi ele
almmistir.  Probleme uygun direkt toplam
uzayinda verilen i¢carpim yardimiyla simetrik bir
operatér tanimlanarak, ele alman simr deger
probleminin &zdeger ve oOzfonksiyon ozellikleri
incelenmis ve Green fonksiyonu insa edilmistir.
Bundan sonraki calismalarda, degisik sinir deger
kosullariyla elde edilen ikinci mertebeden pargal
stirekli katsayili sinir deger problemlerinin ¢esitli
spektral oGzellikleri incelenerek literatiire katki
saglanabilir.

Tesekkiir

Ozgiin arastirma makalesi niteliginde olan bu
calismanin iyilestirilmesi adma goriis bildiren
saygideger hakemlere tesekkiirlerimi sunarim.
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