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Öz 

Doğrusal olmayan tekil sınır değer problerinin çözümü için Chebyshev Sonlu Farklar Yöntemi (CSFY) kullanılmıştır.   

Yöntemin hata ve yakınsama analizi verilmiştir. Yöntemin yakınsaklığını ve etkinliğini göstermek için, termal patlama, küresel 

bir hücrede kararlı hal oksijen difüzyonu ve izotermal gaz kürelerinin dengesi gibi mühendislik problemleri incelenmiştir. 

Sonuçlar problemi alt aralıklara bölmeksizin ve farklı sınır koşulları için değişiklik yapmaksızın, sunulan yöntemin doğruluğu 

yüksek ve çözüme oldukça hızlı yakınsadığını göstermektedir. 

Anahtar Kelimeler: Chebyshev Sonlu Farklar Yöntemi, Chebyshev Polinomları, Doğrusal olmayan Tekil Sınır Değer 

Problemi, Lane-Emden denklemi.  
 

Abstract 
Chebyshev Finite Difference Method (CFDM) is used for solving nonlinear singular boundary value problems. Error and 

convergence analysis of the method are given. To show the applicability and efficiency, some engineering problems such as 

thermal burst, steady-state oxygen diffusion in a spherical cell, and equilibrium of isothermal gas spheres are studied. The 

results show that without dividing the problem into sub-ranges and any changes for different boundary conditions, the presented 

method has high accuracy and converges to the solution rapidly. 

Keywords: Chebyshev finite difference method, Chebyshev Polynomials, Nonlinear singular boundary value problems, Lane-

Emden equation. 

 

I. GİRİŞ 
Doğrusal olmayan tekil sınır değer problemi  
 

 
( ( ) '( )) ' ( ) ( , ( )),

'(0) 0, (1) '(1) ,

g x y x g x F x y x

y a y b y c




  
  (1.1) 

 

olarak tanımlanmaktadır. Burada 0, 0a b   ve c  gerçel sayılar, ( , ( ))F x y x  ve  ( , ( ))yF x y x  negatif olmayan 

sürekli fonksiyonlardır. ( )g x  fonksiyonu ( ) 0 in (0,1],g x   
1( ) [0,1]g x C  (kendisi ve birinci mertebe türevi 

sürekli olan fonksiyonlar uzayı) ve 11
(0,1)

( )
L

g x
 (integrallenebilir fonksiyonlar uzayı) özelliklerini 

sağlamaktadır. 
 

Bu tür problemlerin analitik çözümlerini elde etmek tekillik nedeniyle zordur, hatta bazı sayısal yöntemlerle de 

yaklaşık çözümler elde edilemediğinden dolayı, bu zorluğun üstesinden gelmek için klasik olmayan bazı yöntemler 

önerilmektedir [1-12]. Chebyshev polinomları belirli bir aralıkta, bir ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal 

olmalarından ve aynı mertebeden diğer polinom yaklaşımlarına göre belirli bir aralıkta maksimum hatayı 

minimum yapmalarından dolayı [13], Sunulan CSFY doğrusal olmayan tekil sınır değer problemlerinin çözümü 

için yukarıda bahsedilen yöntemlerden çok daha avantajlıdır. 
 

Bu çalışmada, (1.1) 'de verilen problemin çözümünü elde etmek için CSFY tabanlı efektif bir sayısal yöntem 

sunulmuştur. Önerilen yöntemin hata ve yakınsaklık analizleri incelenmiş ve doğrusal olmayan dört gerçek 

mühendislik problemi çözülmüştür. Literatürdeki diğer çalışmalarla yapılan karşılaştırmalar, önerilen yöntemin 

verilen aralığın her noktasında geçerli, hatası diğer yöntemlere göre daha düşük mertebeden ve hızlı yakınsayan 

bir yaklaşım olduğunu göstermektedir. 
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II.  CHEBYSHEV SONLU FARKLAR 

YÖNTEMİ  
Birinci cins Chebyshev polinomları 

 

,

   [ .

( ) cos ( ), cos , [0, ]

0, 1,1]

n
T x n x

n x

   







 

 
           (2.1) 

 

olarak tanımlanmaktadır ve [ 1, 1]x   aralığında 
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noktalarında kökleri ve  
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noktalarında ekstremumları bulunmakta olup, 
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  ağırlık fonksiyonuna göre 

ortagonaldirler. Chebyshev polinomlarının en önemli 

özelliği ekonomikleştirme (economization property) 

adıyla bilinir ve aşağıdaki teoremde verilmektedir [13]. 

 

Teorem 2.1. n , .n  dereceden tüm monik polinomlar 

kümesi olmak üzere, monik Chebyshev polinomları 
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  ile tanımlanır ve   
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    (2.4) 

 

eşitsizliği ( )n nP x   geçerlidir, burada eşitlik 

sadece ( ) ( )n nP x T x  durumunda sağlanmaktadır.  

CSFY’ nde, verilen bir başlangıç veya sınır değer 

problemi için çözüm Chebyshev polinomlarının bir seri 

açılımı [14], 
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 , (2.5) 

 

olarak önerilmektedir. Burada toplam üzerindeki  "  

işareti birinci ve sonuncu terimlerin yarısının 

alınacağını, N  ise yaklaşım polinomunun derecesini 

göstermektedir. Chebyshev polinomlarının 

ortogonallik özelliği kullanılarak, na  katsayıları 
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şeklinde elde edilebilir.  y x  çözümünün .m   mertebe 

türevinin kx  noktalarındaki değeri  
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ile verilir. Burada 
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dir. (2.8) katsayılarının ilk ikisi [15] de, 

 
1

(1)

,

0 0
( )

4
( ) ( ),

, 0,1,...,

N n
j n

k j n j l k

n l l
n l tek

n
d T x T x

N c

k j N

 

 






 
,        (2.9) 

 
2 22

(2)

,

0 0

( )

2 ( )
( ) ( ),

, 0,1,...,

N n
j n

k j n j l k

n l l
n l çift

n n l
d T x T x

N c

k j N

 

 








 
   (2.10) 

 
şeklinde verilmektedir, ayrıca 
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dir. Böylece verilen diferansiyel denklem, başlangıç 

veya sınır koşulları ile birlikte Gauss-Lobatto 

noktalarında  , 0,1,...,jx j N  hesaplanarak,  jy x  

bilinmeyenlerini içeren cebirsel bir denklem sistemine 

indirgenerek çözüme ulaşılır.  

 

III. YAKINSAKLIK VE HATA ANALİZİ 
CSFY’ nin yakınsaklık ve hata analizi ile ilgili aşağıda 

verilen teoremlerin ispatları yazarların [16] 

çalışmasında bulunabilir. 

 

Teorem 3. 1. (Yakınsaklık)  
2( ) ( 1,1)wy x L   ve ( )y x C   ise (2.5) Chebyshev 

açılımı, N   durumunda ( )y x  fonksiyonuna 

düzgün yakınsar. 
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şeklinde sınırlıdır [17]. 

 

 

Teorem 3. 3. ( )y x  fonksiyonunun yaklaşım polinomu 
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dır. 

 

IV. SAYISAL UYGULAMALAR 
Bu bölümde dört doğrusal olmayan tekil sınır değer 

problemi CSFY ile çözülmüştür. Tüm problemler için 

verilen [ , ]x a b  aralığı  

 

( ) ( )

2 2

b a b a
x t

 
  . (4.1) 

 
dönüşümü ile [ 1,1]t   aralığına taşınmıştır.  

 

Örnek 1: İlk olarak 
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tekil sınır değer problemi incelenmiştir. Gerçek 

çözümü 
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 olan (4.2) 

probleminin 8N   için CSFY ile sayısal çözümü; 
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      (4.3)                                  

olarak elde edilmektedir. Sayısal sonuçlar “Wolfram 

Mathematica” ile elde edilmiş olup, varsayılan işlem 

hassasiyeti 
1610

 dır ancak bu çalışmada kısaltma 

amacıyla tüm basamaklar verilmemiştir. CSFY ile [1, 

6, 9, 18, 19] da verilen diğer yöntemlerin 

karşılaştırılması Tablo 1 de verilmiştir. 

 

Tablo 1. CSFY ile diğer yöntemlerin maksimum mutlak hatalarının karşılaştırılması. 

N   CSFY n    [6]  [9] [18] n    [19] n   [1] 

4   6.25 05E    4   - - 5.67 05E    12   4.01 04E    20   3.16 05E    

6   2.96 07E    6   3.93 04E    5.44 07E    3.14 06E    16   2.54 05E    40   7.87 06E    

8  2.46 09E    8   6.95 05E    9.20 09E    6.35 07E    20   2.10 06E    60   3.50 06E    

Burada, N  yaklaşım polinomunun derecesini, n  ise alt 

aralık sayısını göstermektedir. CSFY’ nin diğer 

yöntemlere nazaran problemi alt aralıklara bölmeksizin 

daha yüksek doğruluk sağladığı açıkça görülmektedir. 

Şekil 1.a 8N   için CSFY çözümünü ve analitik 

çözümü birlikte göstermekte olup, Şekil 1.b,c,d ise 

sırasıyla 4,6,8N    için CSFY ile analitik çözüm 

arasındaki mutlak hatayı göstermektedir. 
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(e) 

Şekil 1. a) 8N   için CSFY çözümü ve analitik 

çözüm. b) 4N  , c) 6N   ve d) 8N    için CSFY 

ve analitik çözüm arasındaki mutlak hata farkı. e) 

4,6,...,16N  için maksimum mutlak hata. 

 

Örnek 2: Küresel bir hücrede kararlı durum oksijen 

difüzyonu çalışmasında ortaya çıkan doğrusal olmayan 

tekil sınır değer problem 
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şeklindedir. Burada 0.76129  , 0.03119    ve  

2  . (4.4) probleminin CSFY ile sayısal çözümü;  
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olarak elde edilmektedir. Bu denklemin analitik 

çözümü bilinmediğinden dolayı   
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şeklinde tanımlanan mutlak artık hata (absolute 

residual error) formülü kullanılmıştır. 

 
CSFY ile [18, 20] de verilen diğer yöntemlerin mutlak 

artık hatalarının karşılaştırılması Tablo 2 de 

verilmektedir.  

 

Tablo 2. Mutlak artık hataların karşılaştırılması. 

N   CSFY n   [18] [20] 

4   6.36 05E    4   4.25 05E    4.84 04E    

6   9.64 07E    6   6.14 06E    6.78 05E    

8   1.11 08E    8   1.38 06E    9.45 06E    

10   3.48 10E    10   8.39 07E    1.31 06E    

 

Örnek 3: Standart Lane Emden denklemi 
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olarak verilmektedir. (4.7) denkleminin 0m  , 1m    

ve 5m   için analitik çözümleri sırasıyla 
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Durum 1.1  0m  ve 4N   için yaklaşım polinomu, 
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olarak elde edilmiştir. 

 

Durum 1.2. 1m   ve 16N   için yaklaşım polinomu  
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şeklindedir. CSFY ile diğer yöntemlerin mutlak 

hatalarının karşılaştırılması Tablo 3’ te verilmiştir.  
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Tablo 3. Mutlak maksimum hataların karşılaştırılması.  

 

 

Durum 1.3. 5m   ve 16N   için  çözüm  
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olarak elde edimiştir. [0,1]  aralığında 16N   iken 

CSFY ile elde edilen mutlak maksimum hata 
1311 74 0.   iken, aynı aralık için  [25] de kullanılan 

Haar wavelet yöntemiyle elde edilen hata 
88.47 10

dir ve bu yöntemde dalgacık çözünürlük seviyesinin 

maksimum değeri 9J   ve 
12 2 1024JM   olarak 

alınmakta yani daha çok düğüm noktası 

kullanılmaktadır. Örnek 3 için 0, 1, 1.5, 2, 3, 5m   

alınarak CSFY ile elde edilen yaklaşım çözümler Şekil 

2 de verilmiştir. (4.7) denklemindeki her m  değeri, 

farklı bir probleme karşılık gelmekte, dolayısıyla Şekil 

2 de farklı problemlerin sayısal çözümleri birlikte 

gösterilmektedir. 

 

 
Şekil 2. 0,1,1.5, 2, 3, 5m   alınarak elde edilen 

yaklaşık çözümler 
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tekil diferansiyel denkleminin analitik çözümü 
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 dir. CSFY yöntemi kullanılarak 

elde edilen sayısal çözüm 
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3.22251 3.82783

3.01115 1.52702 0.44998 0.058273
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  (4.12) 

 
şeklindedir. 20N   için CSFY yöntemi kullanılarak 

elde edilen maksimum mutlak 
112.99322 10  (

0.99933x  ) iken,  [3, 26] çalışmalarında 256n   

alınarak elde edilen maksimum mutlak hatalar sırasıyla 
101 1.95 2 08   ve 

91.13 10 dir.   

 

Sonuç olarak bu çalışmada CSFY kullanılarak gerçek 

mühendislik problemlerinde ortaya çıkan doğrusal 

olmayan tekil sınır değer problemleri çözülmüştür. 

Ayrıca bu yöntemin yakınsaklık ve hata analizi 

verilmiştir.  Sayısal sonuçlar CSFY’ nin problemi alt 

aralıklara bölmeksizin diğer yöntemlere göre 

doğruluğunun daha yüksek ve çözüme daha hızlı 

yakınsadığını göstermektedir. 
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