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Bu makalede, a € (n — 1,n) bir sabit (n € N) AZx, x’in a-yinci mertebeden kesirli Caputo kesirli fark
operatorii ve Ny = {0,1,2, ...} olmak tizere, A¥x(t)|;q = Xy, k = 1,2, ...,n — 1 baglangic sartina sahip

(1+p(®)A(A¢x()) + p(O)AZx(E) + f(t,x()) = g(¢), t € Ny ile verilen ikinci tarafli séniim terimli
kesirli fark denkleminin salinimliligi icin bir yeter sart elde edilmistir. Bu ¢alisma icin “p(t) ve g(t) reel

fonksiyonlar, p(t) > =1, f:Nyg x R— R vex # 0, t, € Ny” 6nermesi gegerlidir. Makalenin sonunda

aciklayici bir 6rnek verilmistir.

Oscillation of Caputo Fractional Difference Equations with Damping

Term

Abstract
Keywords

Oscillation; Forced
fractional difference
equation; Damping
term; Caputo
difference operator

In this paper, we obtain a sufficent condition for the oscillation of forced fractional difference equations
with damping term of the form (1 + p(£))A(A%x (1)) + p()AZx(t) + f(t,x(£)) = g(b), t €N,

with initial condition A*x(t)|;0 = X, k = 1,2,...,n — 1 where a € (n — 1,n) is a constant (n € N),
AZ%x is the Caputo fractional difference operator of order a of x and Ny = {0,1,2, ... }. For this study, the
proposition “p(t) and g(t) are real functions, p(t) > —1,f: Ny X R— R andx # 0, t, € Ny” is held.

An illustrative example is given at the end of the paper.

1. Giris

Son zamanlarda, kesirli diferansiyel denklemler
teorisi bircok bilim insani ve matematikginin ilgisini
cekmistir. Clinkl bircok fiziksel problemin zaman
veya mekana gobre degisebilen kesirli mertebeli
davranis sergiledigi gorilmiustir. Kesirli analiz,
karmasik yapilarin modellenmesine “baska bir
boyut” verir - bu nedenle en 6nemli uygulama
alanlari viskoelastisitedir. Viskoelastisite,
malzemelerin davranisini tanimlayan bir disiplindir.
Kesirli terimlerle elde edilen modellerin daha

gercekci  davranislari  oldugu ve  polimerik
malzemenin viskoelastik ozelliklerini ¢ok iyi
tanimladigi  goérilmustar.  Kesirli  diferensiyel

denklemler viskoelastik malzeme c¢alismalarinin
yani sira sivi akisi, reoloji, diftizif tasima, elektrik
aglari, elektromanyetik teori ve olasilik dahil olmak
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Uzere bircok bilim ve miihendislik alaninda kullanim
bulmustur.

Kesirli diferansiyel denklemlerin ayrik karsiligi olan
kesirli fark denklemleri, kesirli diferensiyel
denklemlere gore c¢cok daha yakin bir ge¢mise
sahiptir. Son yillarda, bu denklemlerin ¢6zlimlerinin
varligl, monotonlugu ve asimptotik davranisi gibi
konulari inceleyen bircok calisma yapilmistir.

Kesirli diferansiyel denklemler teorisinin
gelistirilmesi ile birlikte kesirli  diferansiyel
denklemlerin  ve kesirli fark denklemlerinin

¢ozimlerinin varligi kadar davranisi, salinmhlig,
kararlihgl gibi konular da 6zellikle uygulamali
alanlar icin 6nem kazanmustir.

Kesirli diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin
salinimhhgi ile ilgili calismalar ilk olarak Grace et al.
(2012) ile baslamistir. Daha sonra bircok
arastirmaci  cesitli  tipten kesirli  diferansiyel
denklemler icin salinimlilik kosullari elde etmistir
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(Chen et al 2013, Chen 2013, Tunc ve Tunc 2016,
Yang et al 2015, Li 2015 ). Hatta bu galismalardaki
sonuglari fark denklemleri icin de uygulamislardir
(Abdalla et al 2017, Abdalla et al 2018, Alzabut and
Abdeljawad 2014, Sagayaraj et al 2014).

Li (2016) ¢alismasinda
(14 p®))A(A%x(®)) + p(O)A%x(E) + f(t, x(¢))

A %x(t)] =0 = %o

sontm terimli kesirli fark denklemi iceren baslangig
deger
incelemistir.

probleminin  ¢6zimiinln
Burada A%x(t),
mertebeden Riemann-Liouville kesirli farki ve 0 <

salinimhhgini
x(t) nin a-inc

a < 1 dir. Bu galismada ise asagida verilen yiksek
mertebeden sénim terimli kesirli fark denkleminin
salinimlilhg incelenecektir.

(1+p(®)A(A%x(8)) + p(OAEx(t) + f(t, x(1))

=g(t),
Ax(O)|pmo = x5, k=1,2,...,n—1 (1)

t €N

Burada, n—1 < a <n olmak Uzere Afx a-inc
mertebeden Caputo fark operatori ve Nj =
{0,1,2, ... } dir. Bu makalede,

(A) p(t) ve g(t) reel fonksiyonlar, p(t) > —1,
fiNgXxR— R ve x#0, t; € Ny igin
xf(t,x) > 0dir,

onermesi kabul edilecektir.

2. Temel Tanimlar ve Kavramlar

Tanim 2.1 Bir n dogal sayisi icin kesirli faktoriyel
fonksiyonu, I Gamma fonksiyonu olmak tzere,

n-1
. ~ rit+1)
t()_g(t_])_f'(t+1—n)

seklinde tanimlanir. a herhangi bir reel sayi olmak
Gzere, kesirli faktoriyel fonksiyonu daha genel
olarak

rit+1)

t@ -~ 7
rt+1-—a)

tanimlidir.

ileri ve geri fark operatérleri sirasiyla

Af(t) = f(t+ 1) — f(6)

ve

VIO =f®) —ft+1)

olarak tanimlanir. Simdi, faktoriyel fonksiyonunun
bazi temel 6zellikleri verilebilir.
Lemma 2.1

i At@ = gt@D

i. (-t =W yeRr

ii. ut=TWw+1

iv. t<rise, a>rigint® <r@® d,

v. O<a<tliset@) > (t(v))a

vi. t@+B) = (t— ﬁ)(“)t(ﬂ)
saglanir (Abdeljawad, 2011).

abeR igin N,={aga+1la+2.} ve
yN={b,b—1,b—2,..} seklinde tanimlansin.
Eger @ > 0 ve a(s) = s+ 1 ise, f fonksiyonunun

a-incl mertebeden kesirli toplami

t—a
DO = i Y (- 06) )

seklinde tanimlanmistir. A™% operatéri N,
Uzerinde tanimh bir fonksiyonu N,,, Uzerinde
taniml bir fonksiyona gotirir. Benzer sekilde, a >
0 ve p(s) =s—1 icin a-inci mertebeden (sag)
kesirli toplami

b
V() == ). ()~ @S ()

s=t+a

1
I'(a)
olarak tanimlanabilir.
analizde tanimlanan kesirli

Kesirli diferansiyel

tanimina benzer olarak sag ve sol Riemann kesirli

farki sirastylan = [a] + 1 olmak lzere
ACF(t) = APA~ (D £(¢)

107



Séniim Terimli Caputo Kesirli Fark Denklemlerinin Salinimliligi, Yalgin Uzun vd.

ve
VEf(E) = (DY O £ ()

tanimlanir.

(1) baslangic deger probleminin ¢dziminin
davranisini incelemeden o6nce temel teoremin
ispatinda kullanacagimiz bazi 6nemli lemmalari
verecegiz.

(1) baslangic deger probleminin ¢6zimi, bu
baslangi¢c deger problemini saglayan reel degerli bir
x(t), t€N, dizisidir. Eger her N >0 igin
x(t)x(t + 1) < 0 olacak sekilde en az bir t > N
varsa (1) probleminin bir x(t) ¢6zimu salinimlidir
denir. Aksi durumda salinimh degildir denir. Eger
bir denklemin her ¢o6zimi salinimli ise bu
denkleme salinimlidir denir.

Lemma 2.2 f, N, da taniml reel degerli bir
fonksiyon ve i, v > 0 olmak lzere,

VATHF(O)] = ATETF() = AH[ATVF ()]

dir (Abdeljawad, 2011).

Tanm 2.2 a € N, ¢ > 0 olsun. Bir f fonksiyonunun
a-Incl mertebeden sag ve sol Caputo kesirli farklari
sirasi ile

Ef () = A~ DA £ (¢)

_ t (n a)(t

)(n—a—l)
F(n ac)

A5 f(s)
ve

Ef () = V-0V £(p)

1

=t Zs=t+(n-a) (P () — ) DR £(s)

olarak tamimlanmir. Burada n=[a]+1 dir

(Abdeljawad, 2011).

Eger « = nise bu durumda

cf (@) = A f (1) ve VES(E) = Vpf ()

olur. Ayrica acik olarak gorulur ki, A operatéri N,
da tanimh bir fonksiyonu Ny, gy da tanimh bir

fonksiyona ve , V¢ operatori ,N da tanimli bir
fonksiyonu ,_;,_)N da tanimli bir fonksiyona
goturir.

Teorem 2.1 Herhangi bir ¢ > 0 icin

n-1 (¢ — q)k-a)

af(t) = A%F () - Z T

Af (a)

ve

JICRLUIOT Y a7
olur.
Ozel olarak, 0 < a < 1 oldugunda
(t — )( a)
40 = 850~ f @
e
(b — )( a)
40 = VO ~ s )
dir.

Onerme 2.1 a > 0 ve f fonksiyonu sirasiyla N, ve
pN Uzerinde tanimli olmak Gzere,

a) (k)

en-wBEF©) = F©) = Z C=D " )

ve

NS
Vo lm-aVef @) = f(O — Z( 2 VEf(b)

dir.Eger0 < a < 1ise

A_+(n HACf (@) = f(O) — f(a)

ve

Vb (n— oc)v f(t) - f(t) f(b)
olur.

Lemma 2.3 u € R{...,—2,—1} olsun. Bu durumda

F'(p+1)

AVeW) = 7
Fu+v+1)

V)

olur.
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3. Temel Bulgular

Bu bolimde (1) denkleminin salinimhligi ile ilgili
temel teorem verilecektir.

Teorem 3.1 M keyfi bir sabit ve

t—-1
vio=]]_ a+een

olmak lizere ty € Ny igin

o t—q (t=s—1)(@ D
tll_)I’gJ 1nf{Z T [M +

SVl <o 2)
ve

(a-1)
Zt (l(t S— 1) [M+

tll_{g Sup { V(s)

gV} >0 3)

kabul edilsin. Bu durumda (1) denkleminin her x(t)
¢6zUmu salinimhdir.

ispat  Kabul edelim ki, x(t) (1) denkleminin
salinimli olmayan bir ¢6zimi olsun odyle ki Ny =
{to, to + 1,ty + 2,...} da hig sifirn bulunmasin. Bu
durumda, t € N, icin ya x(t) > 0 ya da x(t) <0
olur.

1.0Durum: , t €N, icin x(t) >0 olsun. (A)

kabullinden ve (1) denkleminden
(14 p®)A(AZx(D)) + p(D)AEx(L)
= —f(t,x(®) + g(®) < g(®)
olur. Buradan,
A(A%x(OV (1)) = A(AZx(®))V(E+ 1)
AZx(t)AV(t)

= A(A%x(®) (1 + p®O))V (D)
AEx(®Op@V () < gV (D)

dir. ikitarafin t, dan t — 1 e toplami alinirsa

t—1

(A8 (©) < (BExE@)V (o) + ). gV (s)

s=tg

M+ z gV (s)

S=ty

olur. Burada M = (A%x(to) )V (to) dir. Boylece

2x(t) < m + m Z gV (s)

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafina A= kesirli

toplam operatori uygulanirsa

A% x(t) <A“ m‘l‘mz g(S)V(S)

olur. Bu esitsizligin sol tarafinda Onerme 2.1

uygulanir ve

- ><k>

A™*AZx(t) = x(t) — A¥x(0)

k=0

elde edilir. Esitsizligin diger tarafinda ise kesirli

toplam operatoriiniin tanimi kullanilarak

t—1
LM
A m‘l‘m;og(S)V(S)

t—a
1 Z M
- @s:O(t_S_ 1)( 1) m

Z NOUG

_tO

H70)

bulunur. O halde,
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(k)
x(t) < () Ak x(0)
k=0
* Ta )Z(“S—”w Y @
e Z 9@V E

esitsizligine ulasihr. Bu esitsizligin her iki tarafini

t1 ™ ile carpilirsa

(k)
Ly (8) < ¢1- nz O rex (o)

tin & | M
+F(a);(t—5—1)( ) m

1 s—1
+ m;g(avm

elde edilir. Buradan

(o — L+

etk esitligini yukaridaki esitsizlikte

yerine yazilirsa

tIx(t) < 1™ z F(tr(t ) A¥x(0)

k+ 1)k!

1-n —a _ M
+ F(a);“‘s‘l)( Yl

e Z 9OV©

haline dontsdr. Ayrica,

r(t+ 1)etn _tt-DE-2)..t—(k-1)
Tt+1—k) tn-1

olup, t = coiginlimitalinirsa 0 < k <n — 1igin

tt—-1Dt—-2)...t—(k—1))
m

t—oo tn-1

=0

elde edilir. Bu durumda esitsizligin limiti alinirsa

ligninf{tl‘"x(t)} < -
olur ki bu durum x(t) > 0 kabulii ile celisir.
2.Durum: x(t) < 0, t € N¢ olsun. (A) kabuliinden

(1+p®)A(AZx()) + p(O)AZx(2)
= —f(tx@®) + g(®) > g(t)

olur. Buradan,
A (2O (©) > gV ()
elde edilir. Esitsizligin her iki tarafininty dant — 1

e toplami alinirsa

(AZx(O)V () > (A%x(to))V (to)

£ gV

S=ty

=M+ V()

S=ty

olur. Burada M = (Agx(to))V(to) dir. O halde,

£x(t) > m+m2 IV ()

dir. 1.Durum daki benzer yontem kullanilirsa

= T(t+ 1)t Akx(0)
LTE+1-k) K

F(a)t*"x(t) >

t—-a

+ ¢ Z(t —S— 1)(a_1) m

s=0

o) 2 NOUG

elde edilir. t = oo iken limit alinirsa

limsup{t'"x(t)} = «

t—>oo

olur ki bu durum x(t) < 0 ile gelisir.
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Ornek 3.1

“A <A§Cx(t)) + %Agcx(t) G IS

2tT(t)
_4+3r(1/2)
B 8
x(0) =0, Ax(0) =0

kesirli fark denklemini gbz 6niine alalim.

Burada p(t) =1/2, f(t,x(t)) = l;(t%f))x(t) ve

4+43I'(1/2
g(t) =202

seklindedir. Ayrica,

V() = ﬁ(l +p(0) = ﬁ(3/ 2) = @t
s=0 $=0

yazilir. Buradan

_4+3ra/

g(®) 5

oldugu aciktir. O halde, &« = 3/2 igin

t-3/2 (t s 1)(%) s—1
et LEWIOUG
s=0 &=0
t-3/2 (1) "
= (t—s—-D\2/ (=) |M
s a0
o 4 +30(1/2) 3\¢
* ; 8 (E) >0

elde edilir. Bu ise Teorem 3.1 deki (2) kosulu ile
celisir. Boylece verilen bu denklemin her ¢6zimi
salinmli degildir. Ornek olarak, x(t) = t®G/2 pu

denklemin salinimli olmayan bir ¢c6zim{dir. Yani;

] ] rG+1) 3 3
2y()=A2tG/) = 2 ) 2 (_)
Azx(t) = Ast F(%+1—%) 21“ 3

ve

3
A (AEx(t)) =0

dir. Yukaridaki denklemde x(t) = t3/2)

yerine yazilirsa bir ¢6ziim oldugu gorilebilir.

4. Tartisma ve Sonug

Yiksek mertebeden Caputo fark denklemlerinin
salinimhhg ilgili yapilan galismalarda daha o6nce
sonim terimli fark denklemleri incelenmemistir.

Bu ¢alismada, ilk defa yiiksek mertebeden séniim
terimli Caputo fark denklemlerinin ¢6zlimlerinin
salinimhhg icin bir salinimlilik sarti verilmistir.
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