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A_{p1,q1}^{p2,q2}(G,w) Uzayı ve Bazı Topolojik Özellikleri Üzerine 

Nilay DEĞİRMEN1* ,  İbrahim DEĞİRMEN2 

ÖZET: G  ünimodüler yerel kompakt grup ve  1 2min ,p p p  olmak üzere pw B  olsun. Bu makalede, .  infimum 

normlu  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  uzayının bazı önemli topolojik özellikleri incelenmiştir. İlk olarak,  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  uzayının bir 

Banach uzayı olduğu ve ötelemeler altında invaryant olduğu ispatlanmıştır. Ayrıca  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  uzayından 

 2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  uzayına tanımlı sh L h  dönüşümünün lineer ve sınırlı olduğu gösterilmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Projektif tensör çarpımı, girişim operatörü, ağırlıklı Lorentz uzayı, Banach uzay 

On the Space A_{p1,q1}^{p2,q2}(G,w) and Some of Its Topological Properties 

ABSTRACT: Let G  be a unimodular locally compact group and pw B  where  1 2min ,p p p . In this paper, we 

examine some crucial topological properties of the space  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  endowed with the infimum norm . . We first 

prove that  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  becomes a Banach space and invariant under translation. We also show that the mapping 

sh L h  is linear and bounded from  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  to  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w . 
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GİRİŞ 

Avcı ve Gürkanlı (2007), Yap (1969) tarafından tanımlanan Lorentz uzaylarını kullanarak G  yerel 

kompakt Abel grup olmak üzere bir  2 2

1 1

,

,

p q

p qA G  uzayı ve bu uzay üzerinde bir norm tanımlamış, bu uzayın 

bir Banach uzay olduğunu ve sağladığı bazı temel topolojik sonuçları elde etmiştir. Ayrıca Avcı ve 

Gürkanlı (2007), aynı çalışmada   1 1,L p q G  ve   2 2,L p q G  Lorentz uzaylarının  1L G  normuna 

göre projektif tensör çarpımı olan   
 

  11 1 2 2, ,
L G

L p q G L p q G  uzayı ile  2 2

1 1

,

,

p q

p qA G  uzayının 

izometrik izomorf olduğunu ispatlamıştır. 

Li ve Sun (2012) ise, Carro, Raposo ve Soria (2007) tarafından tanımlanan ağırlıklı Lorentz 

uzaylarını kullanarak G  ünimodüler yerel kompakt grup olmak üzere bazı özel w  ağırlıkları için bir 

 2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  uzayı ve bu uzay üzerinde bir norm tanımlamış ve  1 1,p q

G w  ve  2 2,p q

G w  ağırlıklı Lorentz 

uzaylarının  1

G w  normuna göre projektif tensör çarpımı olan  
 

 1 1 2 2
1

, ,

G

p q p q

G Gw
w w


    uzayı ile 

 2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  uzayının izometrik izomorf olduğunu ispatlamıştır. 

Ancak literatürde,  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  uzayında temel topolojik özelliklerin incelenmediği saptanmıştır. 

Buradan yola çıkarak, bu çalışmada, Avcı ve Gürkanlı (2007) nın kullandığı yöntemlerle G  ünimodüler 

yerel kompakt grup olmak üzere Li ve Sun (2007) tarafından tanımlanan  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  uzayının Banach 

uzay olma, ötelemeler altında invaryantlık gibi bazı temel özelliklerinin araştırılması amaçlanmaktadır. 

MATERYAL VE METOT 

Tanım 1.1 ,X Y  ve Z  aynı F cismi üzerinde üç normlu lineer uzay olsun. Bir : X Y Z    

dönüşümü verilsin. Eğer aşağıdaki özellikler sağlanırsa   dönüşümüne bilineer dönüşüm denir. 

i) Her y Y  için  ,x x y  dönüşümü lineerdir. 

ii) Her x X  için  ,y x y  dönüşümü lineerdir. 

Eğer her x X  ve her y Y  için  ,x y M x y   olacak şekilde pozitif bir M  sayısı varsa   

bilineer dönüşümüne sınırlıdır denir.   dönüşümünün normu;   sup , : 1, 1x y x y     ile 

tanımlanır (Bonsall ve Duncan, 1973). 

Tanım 1.2 X  ve ,Y  F cismi üzerinde iki normlu uzay, 'X  ve 'Y  de sırasıyla X  ve Y   nin dual 

uzayları olsun. ' 'X Y  uzayından F cismine tanımlı bütün sınırlı, bilineer dönüşümlerin Banach uzayını 

 ', ';BL X Y F  ile gösterelim. Herhangi bir x X  ve y Y  verilsin. x y ,  ', ';BL X Y F  nin 'f X  

ve 'g Y  olmak üzere   , ( ). ( )x y f g f x g y   ile tanımlı elemanı olsun.  : ,x y x X y Y    

kümesinin  ', ';BL X Y F  uzayında gerdiği uzaya X  ve Y  nin cebirsel tensör çarpımı denir ve X Y  

ile gösterilir (Bonsall ve Duncan, 1973). 

Teorem 1.3 Bir : X Y Z    bilineer dönüşümü verildiğinde her x X  ve her y Y  için 

   ,x y x y    olacak şekilde bir tek : X Y Z    lineer dönüşümü vardır (Bonsall ve Duncan, 

1973). 
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Tanım 1.4 X  ve Y  iki normlu uzay olsun. X Y  cebirsel tensör çarpımı üzerinde   projektif 

tensör normu;  ( ) inf :i i i i

i i

u x y u x y
 

   
 
   ile tanımlanır. Burada infimum u  nun tüm sonlu 

gösterimleri üzerinden alınır. X Y  uzayının   normuna göre tamlamasına X  ve Y  uzaylarının 

projektif tensör çarpımı denir ve X Y  ile gösterilir. Projektif tensör çarpım uzayının her u  elemanı 

1

i i

i

x y




   olmak üzere  
1

i i

i

u x y




   şeklindedir (Bonsall ve Duncan, 1973). 

Tanım 1.5    , , ,X X   ve  ,Y   üç ölçüm uzayı olsun. Bir T  operatörü X  ve X  üzerinde 

tanımlı basit fonksiyon çiftlerini Y  üzerinde tanımlı negatif olmayan ölçülebilir fonksiyonlara 

dönüştürsün. Eğer 1 2, ,f f f  ve 1 2, ,g g g  basit fonksiyonları için aşağıdaki koşullar sağlanırsa bu T  

operatörüne pozitif girişim operatörü denir. 

i) 
1 1 1

( , )T f g f g   

ii) 
1

( , )T f g f g
 
  

iii) 
1

( , )T f g f g
 
  

iv) 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )T f f g T f g T f g     

v) 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )T f g g T f g T f g    (Yap, 1969). 

Tanım 1.6  ,X   bir ölçüm uzayı ve  , ,X M  X  üzerinde hemen hemen her yerde sonlu olan 

ölçülebilir fonksiyonların sınıfı olsun.  , , 0f X    M  için 

   : ( )f x X f x       

f  fonksiyonunun dağılım (veya distribüsyon) fonksiyonu olmak üzere 0 t   için 

       * inf : sup :f ff t t t          

eşitliği ile tanımlı *f  fonksiyonuna f  fonksiyonunun düzenleştirimi, 0 t  için 

   ** *

0

1
t

f t f s ds
t

   

ile tanımlı **f  fonksiyonuna da f  fonksiyonunun ortalama (averaj) fonksiyonu denir. 
*,f f ve **f  

fonksiyonları pozitif tanımlı, artmayan, sağdan sürekli fonksiyonlardır. 

0 ,p q    olduğunu kabul edelim.  ,p qL X  Lorentz uzayı,  
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 
 ,

1

1
*

0

p q

q q

p

L X

dt
f t f t

t

  
    

  
  

olacak şekildeki tüm  ,f X M  fonksiyonlarının sınıfı olarak tanımlanır. 0 p    için  ,pL X  

uzayı ise, 

 
 ,

1

*

0

supp

p

L X
t

f t f t



    

olacak şekildeki tüm  ,f X M  fonksiyonlarının sınıfı olarak tanımlanır. 

 ,p qL X  Lorentz uzayı üzerinde 

 

 

 

,

1

1
**

*
0

1

**

0

, 0 , 0

sup , 0 ,

p q

q q

p

L X

p

t

q dt
t f t p q

p t
f

t f t p q





          
    


    




 

ile tanımlı 
 ,

*
. p qL X

 fonksiyonu bir normdur. Ayrıca  1,1L X  ve 1 , 1p q        için  ,p qL X  uzayı 

 ,

*
. p qL X

 normuna göre bir Banach uzayıdır (Hunt, 1966).  

Tanım 1.7 ℝ üzerinde tanımlı negatif olmayan yerel integrallenebilir fonksiyona, yani hemen 

hemen her yerde  0,  da değerler alan fonksiyona ℝ+ da bir ağırlık fonksiyonu denir ve w  ile 

gösterilir (Grafakos, 2009). 

   , , ( )X R w t dt   alırsak; 0    için  

         
 : ( )

: ( ) : ( )f

x R f x

x R f x w x R f x w x d x



     


 

 

         

ve 0 t   için     * inf : ff t t     olur. Böylece     , ,, ,p q p qL X L R w t dt   uzayı elde 

edilir ve bu uzay  ,p qL w  ile gösterilir.  

0 ,p q    veya 0 ,p q      için  ,p q

X w  ağırlıklı Lorentz uzayı Carro, Raposo ve Soria 

(2007) tarafından 

   
    , ,

, *, : p q p q
X

p q

X w L w
w f X f f


     M  

olarak tanımlanır. p q  olması durumunda  
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   
      , ,

, * *, : p p p p p
X

p p

X w L w L w
w f X f f f


      M  

uzayı elde edilir. Burada 

 
           

1 1

* *

,,
pp

p pp pp p

L X wL R w
XR

f f t w t dt f x w x dx f




   
     
    
   

olduğundan    , ,p p p

X w L X w   dır.  ,p p

X w  uzayı  p

X w  ile gösterilir. 1w  olması durumunda  

   
    , ,

, *

1 1
1 , : p q p q

X

p q

X L
f X f f


     M

 

ve * ff
   eşitliği kullanıldığında 

   
     

 ,, ,

1 1

1 1*
* * * *

,1 ,
0 0

p qp q p q

q qq q

p p

L XL R L R

dt dt
f f t f t t f t f

t t 

       
         

      
   

olduğundan    , ,1p q p q

X L X   dir (Carro, Raposo ve Soria, 2007). 

 ,p q

X w
 

uzayının dualini ifade etmek için Lorentz uzaylarının başka bir çeşidi olan   

tanımlanmıştır.  

Tanım 1.8 A  operatörü;  0,f  M  ve 0t   olmak üzere 
0

1
( ) ( )

t

Af t f s ds
t

   ile tanımlı 

Hardy operatörü olsun. 0 p    için  

   
 

  
1

**

0

, : ( )p
X

p
p

p

X w
w f X f f t w t dt





   
       

   

M  

ve 0 ,p q    için  
0

( )

t

W t w s ds   olmak üzere 

 
1

,

q

p q q p

X Xw W w
 

    
 
 

 

tanımlanır. Burada 
 

  1
,

1

1
**

0

( ) ( )q

p q q p
X X

q q
q

p

w W w
f f f t W t w t dt




 
  
 
 

 
   

 
 
  dur (Carro, Raposo ve Soria, 

2007). 

Tanım 1.9 0 p   , ;p p

decL L  de negatif olmayan artmayan fonksiyonların sınıfı, 
, ,;p p

decL L 
da 

negatif olmayan artmayan fonksiyonların sınıfı olmak üzere    : p p

decA L w L w  Hardy operatörü 
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sınırlı ise pw B ,    , ,: p p

decA L w L w   Hardy operatörü sınırlı ise ,pw B   ile gösterilir (Carro, 

Raposo ve Soria, 2007). 

Arino ve Muckenhoupt 1990 yılında 1 p    olmak üzere pw B  olması için gerekli ve yeterli 

şartın 
0

( )
( )

t

p p

t

w x c
dx w x dx

x t



   eşitsizliğinin sağlanması olduğunu göstermiştir (Arino ve Muckenhoupt, 

1990).  

Carro, Garcia ve Soria 1996 yılında
 1,w B   olması için gerekli ve yeterli şartın s t  iken 

0 0

1 1
( ) . ( )

t s

w x dx C w x dx
t s

   eşitsizliğinin sağlanması olduğunu elde etmiştir (Carro, Garcia ve Soria, 

1996).  

Tanım 1.10 G  bir yerel kompakt grup olmak üzere G  üzerinde tanımlı ve aşağıdaki koşulları 

sağlayan pozitif, regüler   Borel ölçümüne sol (sağ) Haar ölçümü denir. 

i) Her E G  kompakt kümesi için  E   dur. 

ii) Her E G  Borel kümesi ve her x G  için    xE E       Ex E   dir 

(Folland, 1995). 

Her yerel kompakt grup bir sol Haar ölçümüne sahiptir (Folland, 1995). 

Tanım 1.11 G  bir yerel kompakt grup ve , G  üzerinde tanımlı sol Haar ölçümü olsun. Eğer   

sol Haar ölçümü aynı zamanda sağ Haar ölçümü ise G  grubuna ünimodüler grup denir (Folland, 1995). 

G  değişmeli, diskret veya kompakt bir grup ise ünimodülerdir (Folland, 1995). 

Örnek 1.12 2n   için determinantı sıfırdan farklı olan n n  tipindeki reel matrisler grubu 

 ,GL n R ; hem 2nR
d x  Lebesgue ölçümüne göre hem de 2det

n

n

R
X d x


 Haar ölçümüne göre bir 

ünimodüler gruptur. Ancak bu grup çarpma işlemine göre değişmeli değildir. Diğer yandan 2n   için 

 , det 1, 1ijX x X i n     için 0, 1iix j i n     için 0ijx   olan n n  tipindeki X  reel 

matrislerinin grubu  ,ST n R
 bir ünimodüler grup değildir (Reiter ve Stegeman, 2000). 

Tanım 1.13  , ,X   bir ölçüm uzayı ve A  olsun. Eğer aşağıdaki koşullar sağlanırsa A  

kümesine bir atom denir. 

i)   0A   dır. 

ii) B A  olan herhangi bir B  için   0B   veya    A B   dir.  

Eğer pozitif ölçümlü her ölçülebilir küme bir atom içerirse   ölçümüne atomik ölçüm,   için   de 

hiçbir atom bulunamıyorsa   ölçümüne atomik olmayan ölçüm denir.   atomik bir ölçüm ise 
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 , ,X   ölçüm uzayına atomik ölçüm uzayı,   atomik olmayan bir ölçüm ise  , ,X   ölçüm 

uzayına atomik olmayan ölçüm uzayı denir (Halmos, 1974). 

Örnek 1.14   sayma ölçümü olmak üzere   , ,N N   ölçüm uzayı atomik ölçüm uzayı ve   

Borel cebiri,   de Lebesgue ölçümü olmak üzere  , ,R   ölçüm uzayı atomik olmayan ölçüm 

uzayıdır. 

Tanım 1.15  , ,X 
 
bir ölçüm uzayı olmak üzere her n N  için  nE   ve 

1

n

n

X E




  

olacak şekilde bir  nE    küme dizisi varsa  , ,X 
 
uzayına   sonlu ölçüm uzayı denir (Halmos, 

1974). 

Lemma 1.16 G  bir ünimodüler yerel kompakt grup, T  bir girişim operatörü, 

1 2 1 20 , , , ,p p q q    
1 2

1 1
1

p p
  , c  bir sabit olmak üzere 0w c  ,  1 2min ,p p p  olmak üzere 

pw B  ve    1 1 2 2, ,
,

p q p q
f w g w   için  ,k T f g f g    olsun. O halde 

1 2

1 1 1
1

p p r
   , 1s   

ve 
1 2

1 1 1

q q s
   olmak üzere  ,r sk w  ve 

     , ,, 1 1 2 2
. p q p qr s w w w

k C f g
  

  dir (Li ve Sun, 2012). 

Önerme 1.17 0 ,p q    olmak üzere her  ,p q

Gf w  ve her s G  için 

   , ,,p q p q

s G s GL f w R f w   dır. Dolayısıyla  ,p q

G w  uzayı ötelemeler altında invaryanttır (Li ve 

Sun, 2012). 

Teorem 1.18 1,1 , 1 ,p q w B        ya da 11,p q w B    olsun. O halde  ,p q

G w  

ağırlıklı Lorentz uzayı 
 ,. p q

G w
 normuna göre bir Banach fonksiyon uzayıdır (Li ve Sun, 2012). 

BULGULAR VE TARTIŞMA 

Bu kesimde G  bir ünimodüler yerel kompakt grup, , G nin bir sol Haar ölçümü ve  ,G  ,  

sonlu atomik olmayan ölçüm uzayı, 

  1 2 1 21 , , 1 , ,p p q q        

  
1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1
1, 1 , 0, , 1,r s

p p p p r q q s
          

  0,w c     

   1 2min ,p p p  için pw B    
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olsun.    f x f x   olmak üzere her 0   için    f f
     olduğundan 

 
 

 
,

,

*
*

p q
p qL w

L w

f f   

ve dolayısıyla 
   

, ,p q p q
G G

w w
f f

 
  dır. Yani  1 1,p q

Gf w  iken  1 1,p q

Gf w  olur. Böylece Lemma 

1.16 gereği her    1 1 2 2, ,
,

p q p q

G Gf w g w   için  

 
         , , ,2 2 1 1 2 2,1 1,

, . .p q p q p qp qr s G G GGG
w w www

T f g C f g C f g
  

   

eşitsizliği yazılır. O halde    1 1 2 2, ,p q p q

G Gw w   uzayından  ,r s

G w  uzayına bir k  bilineer dönüşümünü 

   1 1 2 2, ,
,

p q p q

G Gf w g w   olmak üzere  ,k f g f g   şeklinde tanımlayabiliriz. Bu k  dönüşümü 

iyi tanımlıdır. Ayrıca  

 

   
   

,

, ,1 1 2 2

, ,1 1 2 2

( , )
sup : 1, 1

r s
G

p q p q
G G

p q p q
G G

w

w w

w w

k f g
k f g

f g



 

 

  
   

  

 

     
 

   
   

,

, ,1 1 2 2

, ,1 1 2 2

*
sup : 1, 1

r s
G

p q p q
G G

p q p q
G G

w

w w

w w

f g
f g

f g



 

 

 
 

   
 
 

 

      
   

   
   

, ,1 1 2 2

, ,1 1 2 2

, ,1 1 2 2

.
sup : 1, 1

p q p q
G G

p q p q
G G

p q p q
G G

w w

w w

w w

C f g
f g C

f g

 

 

 

  
    

  

 

olduğundan k  dönüşümü sınırlıdır. O halde Teorem 1.3 gereği bu sınırlı k  bilineer dönüşümüne her 

   1 1 2 2, ,
,

p q p q

G Gf w g w   için   *K f g f g   olacak şekilde    1 1 2 2, ,p q p q

G Gw w    uzayından 

 ,r s

G w  uzayına tanımlı bir tek K  lineer dönüşümü karşılık gelir. Yine K C  olup K  dönüşümü de 

sınırlıdır (Li ve Sun, 2012). 

Tanım 2.1 K  lineer dönüşümü altında    1 1 2 2, ,p q p q

G Gw w    uzayının görüntüsünü 

 2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  ile gösterelim. Böylece  

 
       

   

1 1 2 2

2 2

1 1

, ,1 1 2 2

, ,

1 1 1,

,

1

: , , ,

,

p q p q
G G

p q p q

i i i G i G i i i i

i i ip q

p q

i iw w
i

h f g f w g w K f g f g

A G w

f g

  

  



 


  
        

  
  
  
  

  



 

olur. Her   2 2

1 1

,

, ,
p q

p qh A G w  için    1 1 2 2, ,
,

p q p q

i G i Gf w g w   olmak üzere 

         1 1 2 2
, ,1 1 2 2

, ,

1 1

inf : , ,p q p q
G G

p q p q

i i i i i G i Gw w
i i

h f g h f g f w g w
 

 
 

 
     

 
    
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ile tanımlanan .  fonksiyonu bir normdur. Böylece  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  uzayı bir normlu uzay olur (Li ve Sun, 

2012). 

Teorem 2.2  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  uzayı .  normuna göre bir Banach uzayıdır. 

İspat: Herhangi bir    2 2

1 1

,

, ,
p q

n p qh A G w  Cauchy dizisi alalım. Bu durumda  nh  dizisinin 

her n N  için 1

1

2
n n n

k k    olacak şekilde bir  nk  alt dizisi vardır.  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  uzayı ve .  

normunun tanımı gereği  

i)  1 1, 1,

1

,j j

j

k f g




    

ii) 
   , ,1 1 2 21, 1, 1

1

1,
p q p q
G G

j jw w
j

f g k


 


    

iii) Her n N  için  1 1, 1,

1

,n n n j n j

j

k k f g


  



     

iv) Her n N  için 
   , ,1 1 2 21, 1, 1

1

1

2
p q p q
G G

n j n j nw w
j

f g


   


  

olacak şekilde        1 1 2 2, ,

, ,,
p q p q

n j G n j Gf w g w   alt dizileri vardır. 

    1, 1, 1, 1,

1 1 1

j j n j n j

j n j

h f g f g
  

 

  

 
    

 
    olarak tanımlayalım. 

          

   

       

 

, , , ,1 1 2 2 1 1 2 2

1, 1, 1, 1,

1 1 1

1 1, 1, 2 1, 1,

1 1 1

1 1 2 1
1

1 1 1 2

1
1

2

2

p q p q p q p q
G G G G

j j n j n j

j n j

j j n j n jw w w w
j n j

n
n

h f g f g

c f g c f g

c k c

c k c c

  

 

  

  

    
  






   

 

  

  

  

 



                  

eşitsizliğinde  2 2

1 1

,

1 , ,
p q

p qk A G w  olduğu kullanılırsa h   olup  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qh A G w  elde edilir.  

Şimdi  nk  alt dizisinin  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  uzayında h  elemanına yakınsadığını gösterelim. 

       1 2 1 3 2 1 1 1

1

...
n

r r n n n

r

k k k k k k k k k k  



           
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olduğundan 1 1 1

1

n

n r r

r

k k k k 



    dir. Buradan 

        

 

       

 

 

,1 1

1 1 1

1

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,

1 1 1 1 1 1

1, 1,

1 1

1, 1,

1 1

3 1, p q
G

n

n r r

r

n

j j r j r j j j r j r j

j r j j r j

r j r j

r n j

r j r j

r n j

r j

h k h k k k

f g f g f g f g

f g

f g

c f

 



    

   

     

 

 

  

 

 

  

 

 
     

 

   
          

   

 
  

 

 
  

 





     

 

 

   ,2 21,

1 1

3 1
1

1

2

p q
G

r jw w
r n j

r
r n

g

c

 

 
  




 



 



 

olur. Bunun sonucunda 1lim 0n
n

h k 


   elde edilir. Bu durumda  

1 1 4 1

1

2
n n n n nn

k h k k k h c k h           

eşitsizliğinde n   için limit alınırsa lim 0n
n

h k


  olur. Bu ise  nk  alt dizisinin  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  

uzayında h  elemanına yakınsadığını gösterir. O halde  nh  Cauchy dizisi  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  uzayında h  

elemanına yakınsar. Böylece ispat tamamlanır. 

Önerme 2.3  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  uzayı ötelemeler altında invaryanttır. 

İspat: Herhangi bir  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qh A G w  alalım. Bu durumda    1 1 2 2, ,
,

p q p q

i G i Gf w g w   

olmak üzere      , ,1 1 2 2

1 1

, p q p q
G G

i i i iw w
i i

h f g f g
 

 
 

      yazılır. Buradan her s G  için  

   
1 1

s s i i s i i

i i

L h L f g L f g
 

 

      (2.1) 

olur. Ayrıca her x G  için  
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     

     

     

     

   

s i i i i

i i

G

y s u
dy du

i i

G

s i i

G

s i i

L f g x f g x s

f y g x s y d y

f u s g x u d u

L f u g x u d u

L f g x







 


   

  

  

 

 







 

dir. Buradan  

        s i i s i iL f g L f g     (2.2) 

elde edilir. Diğer yandan her x G  için 

              
~

s i i i i s i s iL f x f x s f s x f s x R f x R f x           

olur. Buradan  

 
~

s i s iL f R f   (2.3) 

eşitliği görülür. (2.2) ve (2.3) eşitlikleri (2.1) de yerine yazılır ve 1 1,
( )

p q

G w  uzayının ötelemeler altında 

invaryant olduğu kullanılırsa 

  

 
   

 
   

   

,2 2,1 1

,, 2 21 1

, ,1 1 2 2

~

1

~

1

1

1

p q
p q G
G

p qp q
GG

p q p q
G G

s s i i

i

s i i w
w

i

s i i ww
i

i iw w
i

L h R f g

c R f g

c R f g

c f g



















 


 





  









 (2.4) 

   

elde edilir. Bu durumda  2 2

1 1

,

, ,
p q

s p qL h A G w  olup  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  uzayı ötelemeler altında invaryanttır. 

Böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 2.4 Her s G  ve her  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qh A G w  için 

 
sL h c h  (2.5) 

eşitsizliği vardır. 
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İspat: (2.4) eşitsizliğinden her s G  ve her  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qh A G w  için

   , ,1 1 2 2

1

p q p q
G G

s i iw w
i

L h c f g


 


   dir. Her iki tarafın  
1

,i i

i

h f g




    1 1,
,

p q

i Gf w  

 2 2,p q

i Gg w  üzerinden infimumu alınırsa sL h c h  elde edilir. 

Sonuç 2.5 Her s G  için   2 2

1 1

,

, ,
p q

s p qL BL A G w  dır. 

İspat:    2 2 2 2

1 1 1 1

, ,

, ,: , ,
p q p q

s p q p qL A G w A G w  öteleme operatörünün lineer olduğu açıktır. Böylece 

(2.5) eşitsizliği gereği sL  operatörünün sınırlı olduğu elde edilir. Sonuç olarak  

  2 2

1 1

,

, ,
p q

s p qL BL A G w  dır. 

SONUÇ 

Bu çalışmada, G  yerel kompakt Abel grup olmak üzere Avcı ve Gürkanlı (2007) tarafından 

tanımlanan  2 2

1 1

,

,

p q

p qA G  uzayının bir genelleştirmesi olarak G  ünimodüler yerel kompakt grup olmak 

üzere Li ve Sun (2012) tarafından tanımlanan  2 2

1 1

,

, ,
p q

p qA G w  uzayının, .  normuna göre bir Banach uzayı 

olduğu, ötelemeler altında invaryant olduğu ve öteleme operatörünün sınırlı ve lineer olduğu elde 

edilmiştir. Böylece  2 2

1 1

,

,

p q

p qA G  uzayı ve  ,p q

G w  ağırlıklı Lorentz uzayındaki Banach uzay olma ve 

ötelemeler altında invaryantlık özellikleri bu uzaya taşınmıştır. 

Çıkar Çatışması 

 Makale yazarları aralarında herhangi bir çıkar çatışması olmadığını beyan ederler. 

Yazar Katkısı 

 Yazarlar makaleye eşit oranda katkı sağlamış olduklarını beyan eder. 
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