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A_{p1,91}{p2,92}(G,w) Uzay1 ve Baz1 Topolojik Ozellikleri Uzerine
Nilay DEGIRMENY", ibrahim DEGIRMEN?
OZET: G iinimodiiler yerel kompakt grup ve P = Mmin { P, p2} olmak iizere W € B, olsun. Bu makalede, HHH infimum
normlu Ag{gz (G, W) uzayinin bazi 6nemli topolojik dzellikleri incelenmistir. Ilk olarak, A&TZ (G, W) uzayinin bir
Banach uzayr oldugu ve oOtelemeler altinda invaryant oldugu ispatlanmistir. Ayrica Agf,ﬁ?z (G, W) uzayindan

Agf ’q?z (G, W) uzayma tammh h — Lsh doniisiimiiniin lineer ve sinirl oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Projektif tensor carpimi, girisim operatorii, agirlikli Lorentz uzay1, Banach uzay

On the Space A {pl1,q1}{p2,92}(G,w) and Some of Its Topological Properties
ABSTRACT: Let G be a unimodular locally compact group and W € Bp where p= min { P pz} . In this paper, we
examine some crucial topological properties of the space Agl{gjz (G,W) endowed with the infimum norm H||H We first
prove that Agl{gjz (G,W) becomes a Banach space and invariant under translation. We also show that the mapping

h — L.h is linear and bounded from A2 (G,w) to A (G,w).
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GIRIS

Aveci ve Giirkanli (2007), Yap (1969) tarafindan tanimlanan Lorentz uzaylarini kullanarak G yerel
kompakt Abel grup olmak iizere bir A2 (G) uzay1 ve bu uzay iizerinde bir norm tamimlamas, bu uzayim
bir Banach uzay oldugunu ve sagladigi baz1 temel topolojik sonuglar elde etmistir. Ayrica Avci ve

Giirkanl (2007), aym ¢alismada L(p,,q,)(G) ve L(p,.q,)(G) Lorentz uzaylarmin L'(G) normuna

gore projektif tensér garpimi olan L(p,,q,)(G)®, © L(p,,0,)(G) uzayr ile Al (G) uzaymmn

izometrik izomorf oldugunu ispatlamistir.
Li ve Sun (2012) ise, Carro, Raposo ve Soria (2007) tarafindan tanimlanan agirlikli Lorentz
uzaylarimni kullanarak G iinimodiiler yerel kompakt grup olmak iizere bazi 6zel w agirliklari igin bir

Al (G, w) uzayi ve bu uzay iizerinde bir norm tanimlamis ve Ag® (w) ve A% (w) agirlikli Lorentz

uzaylarmin Ag (W) normuna gore projektif tensér arpimi olan A2* (w)® , ~AZ®(w) uzay ile

As(w)
A (G, w) uzaymin izometrik izomorf oldugunu ispatlamstir.
Ancak literatiirde, A,?f,bjz (G,w) uzayinda temel topolojik 6zelliklerin incelenmedigi saptanmustur.

Buradan yola ¢ikarak, bu ¢aligmada, Avci ve Giirkanli (2007) nin kullandig1 yontemlerle G tinimodiiler

yerel kompakt grup olmak iizere Li ve Sun (2007) tarafindan tanimlanan A;’l{gl‘z (G, W) uzaymin Banach

uzay olma, 6telemeler altinda invaryantlik gibi bazi temel 6zelliklerinin arastirilmasi amaglanmaktadir.

MATERYAL VE METOT

Tammm 1.1 X, Y ve Z ayni F cismi iizerinde ii¢ normlu lineer uzay olsun. Bir ¢: X xY — Z

doniistimii verilsin. Eger agagidaki 6zellikler saglanirsa ¢ doniisiimiine bilineer doniisiim denir.
i) Her yeY igin X — ¢(X,y) doniisiimii lineerdir.
i) Her xe X i¢in y — ¢(x,y) doniisiimii lineerdir.

Eger her xe X ve her yeY igin Hgb(x, y)H <M ||x||||y|| olacak sekilde pozitif bir M sayis1 varsa ¢
ol=suplo(x y)]: X<yl <1} e

bilineer doniisiimiine sinirlidir denir. ¢ doniisiimiiniin normu;
tanimlanir (Bonsall ve Duncan, 1973).

Tammm 1.2 X ve Y, Fcismi iizerinde iki normlu uzay, X' ve Y ' de sirasiyla X ve Y nin dual

uzaylari olsun. X <Y ' uzaymdan F cismine taniml1 biitiin sinirli, bilineer doniisiimlerin Banach uzayini
BL(X"Y " F) ile gosterelim. Herhangi bir xe X ve yeY verilsin. x®y, BL(X"Y"F) nin f € X'

ve geY' olmak tizere (x®y)(f,g)=f(x).g(y) ile tamml eleman: olsun. {x®y:xeX,yeY}

kiimesinin BL(X',Y ';F) uzaymnda gerdigi uzaya X ve Y nin cebirsel tensér ¢arpimi denir ve X ®Y

ile gosterilir (Bonsall ve Duncan, 1973).

Teorem 1.3 Bir ¢: X xY — Z bilineer doniisiimii verildiginde her xe X ve her yeY igin
o(x®y)=¢(x,y) olacak sekilde bir tek o: X ®Y —Z lineer déniistimii vardir (Bonsall ve Duncan,
1973).
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Tammm 1.4 X ve Y iki normlu uzay olsun. X ®Y cebirsel tensor ¢arpimi iizerinde y projektif
tensor normu; y(u) = inf {Z”X, llyilliu=>(x®Yy, )} ile tanimlanir. Burada infimum u nun tiim sonlu
gosterimleri tizerinden almir. X ®Y uzaymin y normuna gore tamlamasina X ve Y uzaylarinin

projektif tensor carpimi denir ve X ® Y ile gosterilir. Projektif tensor ¢arpim uzayinim her u elemant

i”xi lllyi]| < o olmak iizere u= i (x, ®Y,) seklindedir (Bonsall ve Duncan, 1973).
i=1 i=1

Tamm 1.5 (X, u), (Y,;) ve (Y, 9) ii¢ 6lgtim uzay: olsun. Bir T operatorii X ve X iizerinde

taniml1 basit fonksiyon giftlerini Y iizerinde tanimli negatif olmayan O0lgiilebilir fonksiyonlara
donistirstin. Eger f, f, f, ve g, g,, g, basit fonksiyonlar: igin asagidaki kosullar saglanirsa bu T

operatdriine pozitif girisim operatdrii denir.

) [Tt o)l <[ f. gl

iy [T, <[ f]l ]9l

i)y T(F ), <[], ]9l

iv) T(f,+f,,0)=T(f,9)+T(f,,0)

V) T(f,0,+09,)=T(f,9,)+T(f,g,) (Yap, 1969).

Tamm 1.6 (X, x) bir 8l¢iim uzay1 ve M (X, i), X iizerinde hemen hemen her yerde sonlu olan

Olgiilebilir fonksiyonlarm smnifi olsun. f e M (X, u), 0<A < igin

7 (ﬂ):,u(XeX :|f(X)|>/1)

f fonksiyonunun dagilim (veya distribiisyon) fonksiyonu olmak izere 0 <t <oo igin
£ (t)=inf{A: p, (A) <t} =sup{A: 4, (2)>t]

esitligi ile tanimli f~ fonksiyonuna f fonksiyonunun diizenlestirimi, 0 <t <ooigin

ile tamimli f™ fonksiyonuna da f fonksiyonunun ortalama (averaj) fonksiyonu denir. z,, f've f~

fonksiyonlar1 pozitif tanimli, artmayan, sagdan siirekli fonksiyonlardir.

0< p,q < oldugunu kabul edelim. L"%(X) Lorentz uzay,
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o RV
ey ={J[%10)' %<

0

olacak sekildeki tim f e M (X, u) fonksiyonlarmm smnifi olarak tammlanir. 0< p <oco igin L (X)
uzayl ise,

1

—supt” f"(t) <o
t>0

[f]

1P (X)
olacak sekildeki tim f e M (X, u) fonksiyonlarinin sinifi olarak tanimlanur.

L"9(X) Lorentz uzayi iizerinde

. O gt )0
o] s

1

suptP f ™ (t), 0<p<o,q=oo

t>0

ile tanimh ||.||*Lp,q( X) fonksiyonu bir normdur. Ayrica L' (X) ve 1< p<o0,1<q<oo igin L™ (X) uzay

LP9(X)

normuna gore bir Banach uzayidir (Hunt, 1966).

Tanmm 1.7 R iizerinde tanimli negatif olmayan yerel integrallenebilir fonksiyona, yani hemen
hemen her yerde (0,0) da degerler alan fonksiyona R* da bir agirlik fonksiyonu denir ve w ile

gosterilir (Grafakos, 2009).

(X, 1) =(R+,W(t)dt) alirsak; 0< A < oo icin

7 (/l)zlu(Xe R+:|f(x)|>/1):W(XER+:|f(x)|>/1): I w(x)dz(x)

{xeR*:\f (x)\>i}

ve O<t<oo i¢in f'(t)=inf {/1 i (A) St} olur. Boylece LP9(X, u)=L"" (Rﬂw(t)dt) uzay1 elde

edilir ve bu uzay L"?(w) ile gosterilir.

0<p,g<o veya 0< p<oo, g=co igin A}?(w) agirhkli Lorentz uzay: Carro, Raposo ve Soria
(2007) tarafindan

AQ*“(W):{feM(X,,u):”f” £

AR (w) :‘ LP(w) < OO}

olarak tanimlanir. p =(Q olmast durumunda
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£

AQ’D(W)={fEM(X!IU):”f“AQ'p(W): ):Hf*

< oo}
L? (w)

LPP(w
uzay1 elde edilir. Burada

| 110 (w(t))pdtf ol (el

X

oldugundan A§®(w)== LP(X,w) dir. A}P(w) uzayr A (w) ile gosterilir. w=1 olmasi durumunda

N (1):{f EM(XHU):”f“AQ'q(l) :Hf*

< oo}
LPa(1)

ve u. = u, esitligi kullanildiginda

* *

e - [I(t%’ (1) (t))q %)% - @[t%f*(t))q %)% =¥ sege

oldugundan A} (1)=L>%(X) dir (Carro, Raposo ve Soria, 2007).

LPad ( R ,1)

AR (W) uzaymin dualini ifade etmek i¢in Lorentz uzaylarinin bagka bir cesidi olan T’

tanimlanmustir.

t
Tamm 1.8 A operatorii; f e M*(0,00) ve t>0 olmak iizere Af (t) =%I f(s)ds ile tanimh
0

Hardy operatorii olsun. 0 < p <oo igin

ok p }/p
F)"((W)z{feM(X,y):”f”ri(W):[ (f (t)) W(t)dt] <oo}

o t—38

t
ve 0< p,q <o igin W (t)= IW(S)dS olmak iizere
0

a
ryf(w)=T} {W P lw]

o a a
(J'( £ (t))qW P 1(t)W(t)dt dur (Carro, Raposo ve Soria,
0

tanimlanir. Burada || f ||r§,q(w) = || f ”r; [ngwl

2007).

Tamm 1.9 0< p<oo, LL ;L° de negatif olmayan artmayan fonksiyonlarin simifi, L5 ; L”” da

negatif olmayan artmayan fonksiyonlarin smifi olmak iizere A: L}, (w)— L°(w) Hardy operatorii
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siirlt ise We B, A:L{7 (w)— L"”(w) Hardy operatorii smirli ise We B, ile gosterilir (Carro,

dec

Raposo ve Soria, 2007).

Arino ve Muckenhoupt 1990 yilinda 1< p <o olmak lizere W € B, olmasr igin gerekli ve yeterli

0 t

W( X C el e e o - . . . .

sartin I% dx < o I w(x)dx esitsizliginin saglanmasi oldugunu géstermistir (Arino ve Muckenhoupt,
t 0

1990).

Carro, Garcia ve Soria 1996 yilinda we B, olmasi igin gerekli ve yeterli sartin S<t iken

1 1 o - : :
t J. W(X)dXSC.—JW(X)dX esitsizliginin saglanmasi oldugunu elde etmistir (Carro, Garcia ve Soria,
0 S 0

1996).

Tamm 1.10 G bir yerel kompakt grup olmak ilizere G {iizerinde taniml ve asagidaki kosullar
saglayan pozitif, regiiler 4 Borel dl¢iimiine sol (sag) Haar dl¢timii denir.

i) Her E =G kompakt kiimesi i¢in z(E)<oo dur.
i) Her E =G Borel kiimesi ve her x e G i¢in u(XE)= u(E) (,u(Ex) = ,u(E)) dir
(Folland, 1995).
Her yerel kompakt grup bir sol Haar dl¢limiine sahiptir (Folland, 1995).

Tamim 1.11 G bir yerel kompakt grup ve u, G ftizerinde tanimli sol Haar 6lgtimii olsun. Eger u

sol Haar ol¢limii ayn1 zamanda sag Haar ol¢limii ise G grubuna iinimodiiler grup denir (Folland, 1995).
G degismeli, diskret veya kompakt bir grup ise tinimodiilerdir (Folland, 1995).

Ornek 1.12 n>2 igin determinant1 sifirdan farkli olan nxn tipindeki reel matrisler grubu
GL(n,R); hem d .X Lebesgue dlgiimiine gdre hem de |detX|_nan2X Haar 6lgiimiine gore bir
tinimodiiler gruptur. Ancak bu grup ¢arpma islemine gore degismeli degildir. Diger yandan n>2 i¢in
X :(xij), det X =1 1<i<n igin x; >0, 1<j<i<n i¢in X;=0 olan nxn tipindeki X reel

matrislerinin grubu ST, (n, R) bir iinimodiiler grup degildir (Reiter ve Stegeman, 2000).

Tanim 1.13 (X,Z, y) bir 6l¢lim uzay1 ve A€ olsun. Eger asagidaki kosullar saglanirsa A

kiimesine bir atom denir.
i) 1(A)>0 dir.
i) B < A olan herhangi bir Be X i¢in #(B)=0 veya u(A)=u(B) dir.

Eger pozitif 6l¢timlii her olgiilebilir kiime bir atom igerirse g Olglimiine atomik dl¢iim, y igin 2. de

hicbir atom bulunamiyorsa u Ol¢limiine atomik olmayan 6l¢iim denir. g atomik bir Ol¢lim ise
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(X,X, ) Olgiim uzayma atomik 6lgiim uzayi, u atomik olmayan bir dl¢iim ise (X,X, ) Olgiim

uzayina atomik olmayan 6l¢iim uzayi denir (Halmos, 1974).

Ornek 1.14 1 sayma 6l¢iimii olmak iizere ( N, go( N ) , u) 6lglim uzay1 atomik 6lgiim uzayi ve 2.
Borel cebiri, 7 de Lebesgue dl¢iimii olmak tizere (R,2,7) Olglim uzay: atomik olmayan Glgiim
uzayidir.

Tammm 1.15 (X, X, ) bir 6lgiim uzay1 olmak iizere her neN i¢in x(E, )< ve X =U E,

n=1
olacak sekilde bir (E,) = X kiime dizisi varsa (X, X, #) uzayma o — sonlu 6l¢iim uzay: denir (Halmos,

1974).
Lemma 1.16 G bir inimodiiler yerel kompakt grup, T bir girisim operatori,

1 1
0<p, P, G0, <o, —+p—>1, ¢ bir sabit olmak iizere w>c>0, p=min{p,, p,} olmak iizere
1 2

1 1 1
weB, ve f e A (w), geA™%(w) igin k=T(f,g)=f =g olsun. O halde —+—=1+-,s>1
P. P, r

ve 1+ 121 Gimak izere ke A" (w) ve K. <C.[f]|

,;, dir (Li ve Sun, 2012).
@ 4 S (w)

A" (w) AP (w) ”g“Apz‘qz

Onerme 1.17 0<p,g<w olmak izere her feA2'(w) ve her seG igin
L f e AZ%(w), R, f e AZ%(w) dir. Dolayisiyla A2 (w) uzayr 6telemeler altinda invaryanttir (Li ve
sun, 2012).

Teorem 1.18 1< p<oo, 1<q<ow, WeB,, yada p=q=1 weB, olsun. O halde AZ“(w)

agirlikli Lorentz uzay: |||| ) normuna gore bir Banach fonksiyon uzayidir (Li ve Sun, 2012).

rgd(w

BULGULAR VE TARTISMA
Bu kesimde G bir iinimodiiler yerel kompakt grup, 4, G nin bir sol Haar 6l¢iimii ve (G, 1), o —

sonlu atomik olmayan 6l¢liim uzayz,

1<p, p, <00, 10,0, <o,

i+i>l, i+i:1+£, r>o0, l+i21, s>1,

P, P, P P r ¢ 04, S

w=c >0,

p=min{p,p,} icin we B,
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*

olsun. f(x)=f(-x) olmak iizere her >0 igin x, (4)= u; (A) oldugundan Hf*

=)

\ =H qup‘q( : dir. Yani f e AZ%(w) iken f e A2%(w) olur. Bdylece Lemma

LPA(w)

ve dolaystyla | f||

AR (w

1.16 geregi her f e A& (w), geAZ™(w) igin

Ir(7.0)

esitsizligi yazilir. O halde AZ2* (w)xAZ* (w) uzayindan Ag®(w) uzayma bir k bilineer déniisiimiinii

Y sc.Hf

O X [ O T

AL

f e AZ% (W), geAZ®(w) olmak iizere k( f,g)= f*g seklinde tanimlayabiliriz. Bu k déniisiimii

<
Ag(w) = 1}

|7
- N <1l0l o <1
{wmwmmmyw)”mwu ol }

C'”f”/\m*“i( )”g AR (w)
<sup 29 (w = ]| gy <L ey S1p=C
{ ”f”/\gw(w) ”g”Agzuz(W) Ag (W) AgH™(w)

iyi tamimlidir. Ayrica

[k(t, 9l
K]} = sup ] ] g, <Ll
LA PR ] S

AT (W)

oldugundan k dontisiimii sinirlidir. O halde Teorem 1.3 geregi bu sinirli kK bilineer doniistimiine her
feAZ% (W), geAZ®(w) i¢in K(f®g)= f*g olacak sekilde A%® (W)®, AZ* (w) uzayindan
Ag® (W) uzayma tamimli bir tek K lineer doniisiimii karsilik gelir. Yine ||K|| <C olup K doniisiimii de
stnirhdir (Li ve Sun, 2012).

Tamm 2.1 K lincer doniisimii altinda A% (wW)®, AZ*(w) uzaymm goriintisini

A (G, w) ile gosterelim. Boylece

o Gw)=]
;” fi ”Agl"‘l(w) ||g| ”Agzqu(w) <

olur. Her he A (G,w) icin f, e AZ*(w), g; € AZ™ (w) olmak iizere

Agz‘qz(w) : h = Z( ﬁ * gi )’ fi < Aglyql (W)’ gi € Angqz (W)}

i=1

=it {3161 o
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ile tanimlanan H||H fonksiyonu bir normdur. Boylece Ag{gjz (G, W) uzay1 bir normlu uzay olur (Li ve Sun,
2012).

Teorem 2.2 A% (G, w) uzay1 H||H normuna gore bir Banach uzayidir.

Ispat: Herhangi bir (h,)c Ay (G,w) Cauchy dizisi alalim. Bu durumda (h,) dizisinin

her neN igin [k, —k,|

n+1

< % olacak sekilde bir (k) alt dizisi vardir. A2 (G, w) uzay1 ve H||H

normunun tanimi geregi

1) kl:i(flyj*gl,j),

j=1

|9l <l +2

1j /\gl

0

i) Her neN igin k., —k, =D (fo; * Qo )

]*

f

iv) Her ne N igin Z

n+1, j g n+l, j

AR (w A2 (w) < 2n—l

olacak sekilde ( foi ) c A2 (w), (gn' J. ) < AZ® (w) alt dizileri vardr.

i( f*0y; ) + i(i( foni * 90 )j olarak tanimlayalim.
=i

n=1\_j=1

0

(flj*glj) > Z( n+lj*gn+1,j)
n=1||| j=1
SClZH flyi AR (w) H91,j AvaQZ(W)+C2§:i f“+1xl' AR (w) Yoo, AR (w)
n=l j=1

<c (H|k |H+1)+CZZZn —

=[]+ ¢, + 2¢,

esitsizliginde k; € A’z (G, w) oldugu kullanilirsa H|h|” <oo olup he A= (G, w) elde edilir.

Simdi (k) alt dizisinin A’2* (G,w) uzayinda h elemanina yakisadigini gosterelim.

Z:(km—kr):(k2 =k )+ (ks =k, )+ (Ko =k ) =K =Ky

r=1
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oldugundan K ,, =k + Z k.., —k, dir. Buradan

r=1

(g
Jgen S o g |

j=1

H|h - kn+l|

8

i (Z( vy *grm)J

( (fra *grm)j

Ms

<2

[a—
N

8

<¢C 3 Z Z r+1] AR (w gl’+1j AR (w)
r=n+l j=1
<G L
r-1
r:n+12

olur. Bunun sonucunda I|m|||h K...|[ =0 elde edilir. Bu durumda

n—oo

i <c 5+

=]

n_ kn+1| n+1 n+1

=0olur. Bu ise (k,) alt dizisinin A% (G,w)

n—oo

uzayinda h elemania yakinsadigini gosterir. O halde (h,) Cauchy dizisi A (G,w) uzaynda h

elemanina yakinsar. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 2.3 A (G, w) uzay 6telemeler altinda invaryanttir.
Ispat: Herhangi bir he A% (G,w) alahm. Bu durumda f e A2%(w), g, eAZ* (W)

olmak iizere h = Z(f *g) Z||f||m ||g

Ay <P yazilir. Buradan her s € G i¢in

Il =

e U |H &

olur. Ayrica her X e G igin
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dir. Buradan

Ls(ﬁ*gi):(Lsﬁ)*gi (2.2)
elde edilir. Diger yandan her x € G igin

LF(0=F (x=5)= £, (s-3)= £, (s+(=x)) =R A () =(R.1,)"(x)

olur. Buradan

Lf=(Rf) (23)
esitligi goriiliir. (2.2) ve (2.3) esitlikleri (2.1) de yerine yazilir ve AZ'* (W) uzayinin dtelemeler altinda

invaryant oldugu kullanilirsa
Junl-[S (R ) a)f
< C;H( Rs fi )~ AR ) ||g| ”Agzqu(w)
= C;”( RS fi )”Agl‘ql(w) ||g| ”Agzqu(w)

= CZ:;” f ||Ag1‘q1(w) o

(2.4)

age) <%

elde edilir. Bu durumda Lhe A (G,w) olup A (G,w) uzay otelemeler altinda invaryanttir.

Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 2.4 Her seG ve her he A% (G,w) igin

[Lhi

sﬂwu (2.5)

esitsizligi vardir.
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Ispat:  (24)  csitsizliginden ~her seG ve her heA¥*(G,w) igin

[Lhi

‘ < CZ::” fi ”A’G’lv‘h(w) ||gl “AEMZ(W) dir. Her iki tarafin h= Z::( f~| *0; )’ fi € Agl% (W)’

g, € AZ'* (W) iizerinden infimumu alinirsa H|Lsh|H < CH|h|H elde edilir.

Sonug 2.5 Her seG igin L, BL(A;Z];EZ (G,W)) dir.

Ispat: L A (G,w) — Az (G,w) Gteleme operatdriiniin lineer oldugu agiktir. Boylece
(2.5) oesitsizligi  geregi L, operatoriiniin - smnirhh  oldugu elde edilir. Sonug¢ olarak

L, € BL(AZ (G,w)) dur.

SONUC

Bu c¢alismada, G yerel kompakt Abel grup olmak iizere Avci ve Giirkanli (2007) tarafindan
tanmimlanan A" (G) uzaymin bir genellestirmesi olarak G {inimodiiler yerel kompakt grup olmak

tizere Li ve Sun (2012) tarafindan tanimlanan A&i;‘z (G, W) uzayinin,

m normuna gore bir Banach uzay1

oldugu, otelemeler altinda invaryant oldugu ve oteleme operatoriiniin sinirlt ve lineer oldugu elde

edilmistir. Boylece A (G) uzayr ve A&®(w) agirlikli Lorentz uzayindaki Banach uzay olma ve

otelemeler altinda invaryantlik 6zellikleri bu uzaya taginmistir.

Cikar Catismasi
Makale yazarlari aralarinda herhangi bir ¢ikar catigmasi olmadigin1 beyan ederler.

Yazar Katkisi
Yazarlar makaleye esit oranda katki saglamis olduklarini beyan eder.
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