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Oz

Bu calismada sabit katsayili diferansiyel-fark denklemlerinin yaklasik ¢oztimlerini elde etmek icin matris yontemine dayali bir
yontem uygulanmuistir. Elde edilen yaklasik ¢6ztimlerin de rezidiiel hata fonksiyonu yardimiyla iyilestirilmesi saglanmustir.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel-fark denklemleri, Miintz-Legendre polinomlari, matris yontemi

Abstract

In this paper, a matrix method is applied to obtain the approximate solutions of the differential-difference equations with
constant coefficients. Also by the same method the approximate solutions are improved due to residual error function.

Keywords: Differential-difference equations, Miintz-Legendre polynomials, matrix method

1. Giris

Son yillarda yapilan calismalarda diferansiyel-fark denk-
lemlerinin ¢oziimi igin farkli yontemler gelistirilmistir.
Bunlar arasinda diferansiyel dontistim yontemi (Ari-
koglu vd. 2006) ayristirma yontemi (Arikoglu vd. 2005),
Taylor polinom yaklasimi (Giilsu vd. 2006), Chebyshev
kollokasyon yontemi (Akytiz vd. 1999), Adomian ay-
ristirma  yontemi (Evans vd. 2005), Bessel kollokasyon
yontemi (Yiizbasi vd. 2012) ve homotopy pertiirbasyon
yontemi (Shakeri vd. 2008) gibi gesitli yontemler sayila-
bilir. Bu ¢calismada,
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formunda m. mertebeden sabit katsayili lineer
diferansiyel denkleminin (Shahmorad 2005, Oliveira
1980, Celik 2006, Arikoglu ve Ozkol 2006),
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kosullar1 altinda yaklasik ¢oziimlerini elde etmek
icin Miintz-Legendre polinomlarmi kullanarak bir
matris yontemi sunulacaktir. Burada y(#) bilinmeyen
fonksiyon; g(t) Maclaurin serisine acilabilir bir
fonksiyon; Py %y Bi,j’ a, bi,j, ve Aler uygun sabitlerdir.

(1)-(2) probleminin bu yontem ile yaklasik ¢oztimleri,

y(O) =yeD) =D a.Lo(0), 05t <1 ®

formunda olacaktir. Burada a ‘ler (7 =0,1,2,...,N)
katsayilar1 bilinmeyen Miintz-Legendre katsayilar1
ve L (t) 'ler asagidaki gibi tanimli Miintz-Legendre
polinomlaridir:

L= (D™ @) 0w 0<t<1 @

j=n
Temel Matris Bagintilar:

Oncelikle (1) denklemini ele alarak, denklemdeki her bir
terimin matris formlar1 elde edilebilir. Yukarida (3) ile
ifade edilen y(t) fonksiyonunu ve y?(t) tiirevlerinin
matris formu
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') =L"(t)A, i=0,1,...

L(t) =[Lo(t) Li(t) ... Ly()], (5)
L7(t) =[LY @) LY (@) ... LY (t)],

seklinde tanimlidir. L(#) matrisi de,
L(t)= T(t)D" (6)

seklinde yazilabilir ki burada T(#)=[1 t ...t"] seklinde
taniml1 ve D matrisi de Miintz-Legendre polinomlarimin
katsayﬂarmdan olu§maktad1r ve

= ) ‘() (= 5 -

seklinde tanimlidir. Ayrica (6) esitliginden,

LO(t) = TO(H)DT )
yazilabilir. T?(t) matrisi T(t) matrisi cinsinden,

TO(1) = T(H)B

TO(f) = TO(t)B = T(t)B?

TOf) = TO(HB = T(H)B° ®

TO(f) = TEY(HB = T(H)B'
seklinde yazilabilir. Bu esitliklerde B matrisi,

(010 -+ 0]
002 -0
B=|: :: "
000 --- N
000 -+ 0]
seklinde taumlidir. T(a, t + B, ) matrisi ve T(f) arasmndaki
bagint:
T(o,t + B,) = T()B(e,,, B,) ©)

seklindedir. Bu esitlikteki B((xi,]., Bi,j) matrisi @;; #0,8:;# 0

icin,
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ve @;; 70 ve Bi; =0 icin,
(@) 0 - 0
Ba0- | )
0 0 (@)

olarak tanimlidur.

(8) ve (9) matris bagintilarindan, T (a,;t+ Bi,) ile T(t)
arasindaki bagint1 asagidaki bicimde olur:

T (@t + B:y) =T (it + B:,)B

—T()B(a.,8.)B (1)

(7) denklemi (5) de yerine yazilirsa,

y®(t) = T(t)BxD'A (11)

elde edilir. (11) denkleminde t yerine &;;t + 3:; yazarak

ve (10) bagintis1 kullanilarak

y"(ait+B.,)=T(a,;t+£,)BD'A

=T(¢)B(a,,8:;)BD"A,i=0,1,2,....

(12)

matris bagimtis1 elde edilir. Burada g(t) fonksiyonunun

Maclaurin serisine agilabilir bir fonksiyon oldugundan
yola cikarak, g(t) fonksiyonunun Taylor agilimi

gt)=T(HG, (13)

seklinde matris formunda yazilabilir ve burada

0=37%

T(t)Gr,

g" (0 gmm) g™ ()

k
G )
= N

2. Coziim Yontemi

(12) ve (13) ile ifade edilen matris bagmntilar1 (1)
denkleminde yerine yazilarak gerekli basitlestirmeler
yapilirsa temel matris denklemi olan,

DHARE

Jj=014=0

(a:;,B:;) B DT}A Gr,0<t<1 @14
denklemine ulasilir. Bu denklem de kisaca,

WA=G veya [W; G] (15)
seklinde ifade edilebilir 6yle ki,

wl?q :ZZPMB al]? z] BDT

7=0i=

p,q = Oa 1727'"7
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(1) denklemine karsilik gelen (15) temel matris denklemi
bilinmeyenleri a, a, ....a, seklindeki Miintz-Legendre
katsayilari olan N+1 bilinmeyenli N+1 tane denklemden
olusan cebirsel denklem sistemidir.

Diger taraftan (2) ile belirtilen kosullara karsilik gelen
matris formlari da,

{3 @10 +br)BD|A=14)

7=0
1=0,1,2,...m—1
seklinde ya da
m—1
U, = Z (ai;T(0)+b,T(1))B’D”
7=0
=Uo U1 U2

olmak tizere kisaca
A= [/L] veya [Uz, >\1],’L = O, 1, 2, ceey

biciminde yazilabilir. (1) denkleminin (2) kosullar: altin-
daki ¢oztimiini bulmak igin, (16) daki genisletilmis mat-
risteki m tane satir matrisi ile (15) deki genisletilmis mat-
risin herhangi m satirin1 yer degistirerek [W G] genis-
letilmis matrisini elde edilir. Kolaylik icin, eger [W G]
genisletilmis matrisin son m satir1 yer degistirilirse,

m—1 (16)

[ woo Wor . . . Won 5 go

Wio wn . . . WiN 5 g1

I

[W,é] _ WN-mo WN-m1 - . WN-mN gN-mN
Uoo Uo1 .. . UoN 3 Ao
U1o U ... Uy ; A
;
L Um-10 Um-1,1 Um—1.N ; Am*l E
(17)
elde edilir. Eger rank W = rank [W, G|l =N+ 1ise,

A=(W)'G (18)

yazilabilir. Boylece A matrisi yani aa,,...,a, katsayilart
tek ttirlii tanimlanmis olur. Aymi zamanda (1) denklemi
de (2) kosullar1 altinda tek bir ¢oztime sahip olacaktir. Bu
belirlenen katsayllar, (3) denkleminde yerine yazilarak

Zan

yaklaglk gozumu elde edilir. Diger taraftan ‘V~V ’ =
oldugunda, eger rank W = rank [W G] < N+1 ise
problem igin 6zel bir ¢6ziim bulunabilir. Aksi takdirde

eger rank W =+ rank [W G]<N+1 ise problemin

¢oztmii yoktur.
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Hata tahmini ve rezidiiel iyilestirme

Bu boltimde rezidiiel hata fonksiyonu yardimiyla hata
analizi yapilarak sonuglarin iyilestirilmesi saglanacaktir.
y,(t) fonksiyonu (1)-(2) probleminin yaklasik ¢oziimii
ve tam ¢oztimii de y(t) olmak tizere e (t) = y(f)-y,(f)
yazilabilir. Burada, e, (t) hata fonksiyonunu gosterir.
Yaklasik ¢6ziim olan y, (t) fonksiyonu (1)-(2) probleminde
yerine yazildiginda,

J m
D> puy(aut+B,)=gt) +Ry(t), 0<t<1

7=01i=0
(19)
m—1
(a/ljyl((/)(o) +b7,]yN ( )) Aﬁ 7/20,1,2,...7”/_1
=0
] (20)
denklemlerine  ulagilir.  Burada R (f) rezidiel

fonksiyondur. (1) denkleminden (19) denklemi ve (2)
denkleminden de (20) denklemi taraf tarafa ¢ikarildig:
takdirde homojen kosullara sahip,

Zpue v CZ”t‘l‘ BM) -

=0

—Ry(),0<t<1 ()
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(a,ef (0) +b,ed (1) = A, (22)

3
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hata problemine ulasilir. (21)-(22) problemi bir 6nceki
boliimde anlatilan yontem ile ¢oziilecek olursa e, (f) hata
() yaklasimi elde edilmis olur. Sonug
olarak y,(f) Miintz-Legendre yaklagik ¢6ztimii ve e, (f)

yaklasimi yardimiyla
Y (8) = yw () + e (t) (23)

diizeltilmis Miintz-Legendre yaklasik ¢oztimiine ulasilir.

fonksiyonuna e, ,,

Niimerik ornekler

Bu bolimde yontemin dogrulugunu ve etkinligini
gostermek amacryla birkag 6rnek verilecektir. Bu amacla
yapilan tim hesaplamalar Intel Core 2 Duo 2 GHz 2
GB Ram o6zelliklerine sahip bilgisayarda MATLAB
v7.6.0 (R2008a) programi yardimiyla yapilmustir. Bu
boliimde, y(t): tam ¢oztim fonksiyonu, y,(f): yaklasik
|6N (t) \ = ’y(t) — Yy (t) |: mutlak  hata
fonksiyonu, \ enm (t) \: tahmin edilen hata fonksiyonunu
ve |Exu(t)|= !y(t) —Ynu () |: duzeltilmis yaklasik
¢oziimiin mutlak hata fonksiyonunu (diizeltilmis mutlak

¢Ozum,

hata fonksiyonu) gosterir.
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Ornek 1. ilk olarak,

y? () +2y" () =y (2t = 1) —yV (t+1) +

24
3y(t—2)+6e —2e* '+ 2" — 6e'* @

diferansiyel denklemini y(0)=2 ve y®(0)=2 kosullar1
altinda ele alalim. Bu problemin tam ¢oziimiiniin y(t)=2e'
oldugunu belirtelim. Bu probleme N=8 ve M=10 icin
yontem uygulanirsa,
Yo(£)=2+21+0.994093874849*+0.333349234356
+(0.840068451774e-1)t'+(0.166946164876e-1)t°
+(0.287074742864e-2)t°+(0.395834299506e-3)t’
+(0.328464226838e-4)t%,
yaklasik ¢coztimii ve
e5.10(1)=(0.291492200996e-15)#+(0.176849815501e-4) £*
+(0.456482220288e-5)1"-(0.899669865082e-4) t°
- (0.372459225383e-4)1>-(0.663650780613e-3)*
- (0.102169409713e-4)£+(0.573387658822e-2) >
- (0.877660335138e-16)+(0.522084204137e-5)¢°
+(0.324054094195e-6) "
tahmini hata fonksiyonu elde edilmis olur. Bdylece,
diizeltilmis yaklasik ¢oztim
Y 1o(£)=2+2t+(0.999827751438) £*+(0.333339017415)
+(0.833431943968e-1)*+(0.166573705650e-1) £
+(0.278078044213e-2)t°+(0.400399121709e-3)
+(0.50531404233%¢-4)13+(0.522084204137e-5)#°

+(0.324054094195e-6) 1

olur. (N M) = (8,10), (10,12), (12,15) icin hesaplanan
gercek ve tahmini mutlak hatalar1 Cizelge 1'de veril-
mektedir. Sekil 1-3’de, N ve M'nin baz1 degerleri i¢in
|€N (t) | = ‘ y(t) — Yy (t) | gercek mutlak hata fonk-
siyonlar1  ve lexw ()| tahmini mutlak hata fonksi-
onlari, Sekil 4-6° da, N ve M'nin bazi degerleri icin
T,GN )= Y (t)— Yn (t) | gercek mutlak hata fonksiyon-
lan ile |EN,M ()= Y (¢) — YN (¢) |dtzeltilmis gercek

mutlak hata fonksiyonlar1 karsilastirilmistir.

107 .
10'4 o e
e —_
= /-"‘_-
0 F B
Z & H/ J
% 10 I
107} .
107 .
10t — — Gergek mutlak hata fonksiyonu [e, ,(t)]
I Tahmini mutlak hata fonksiyonu |e,; ,5(t)

0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1
t

Sekil 2. Ornek 1'in e (¢) |=| Y (t) — Y10 (¢) | gercek mutlak
hata fonksiyonu ve | €112 (¢ ‘ tahmini hata fonksiyonunun
karsilastirilmasi.

10°

107 o

10* — .

/

100 |/ .
= 10° .
T

107"} -

107 .

107 i

— — Gergek mutlak hata fonksiyonu [eg(t)]
P e Tahmini mutlak hata fonksiyonu Iesm(t}l
10 - 1 1 1 M
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1
t

10°

107° .

10" .

10‘5 ’P____,___—F——'—’__‘_‘_F—___
,—f"'_;’ﬁ_’

[ ] -

g 10 _// .
107} 1
107 .

14 -
10 '+ — — Gergek mutlak hata fonksiyonu [e,(t)l
B R [ Tahmini mutlak hata fonksiyonu |e121=_(t}|
10 = I I I i
0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1
t

Sekil 1. Ornek 1’in | es (t) | = | y(t) —Us (t) |gergek mutlak
hata fonksiyonu ve |e€s10 (t | tahmini hata fonksiyonunun
karsilagtirilmasi.
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Sekil 3. Ornek 1'in | €12 (t) | = | Y (t) — Y12 (t) | gercek mutlak
hata fonksiyonu ve |€1215 (t) ‘ tahmini hata fonksiyonunun
karsilastirilmasi.

KSE]J 5(1), 45-51, 2015
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Cizelge 1. (24) ile verilen denklemin gercek mutlak hatalar ile tahmini mutlak hatalarinin karsilastirilmast.

N=8 icin

N=8 ve M=10

N=10 i¢in

ercek icin ercek N=10ve M=12 N=12 icin gercek N=12 ve M=15
gere ¢ gere i¢in tahmini mutlak hatalar i¢in tahmini mutlak
mutlak tahmini mutlak mutlak
mutlak hatalar hatalar
hatalar hatalar hatalar
| €s (ti) ‘ ‘ €s,10 (t'f) ‘ €10 (tz) | ‘ €10,12 (ti) | | €12 (ti) | | €12,15 (ti) |
0 8.8818e-016 8.7766e-017 4.6629¢-015 4.0162e-016 1.9984e-015 1.1471e-017
0.2 | 2.3503e-004 2.2819e-004 6.8314e-006 6.6806e-006 1.5086e-007 1.5087e-007
04 | 9.2607e-004 8.9905e-004 2.7020e-005 2.6447e-005 5.7346e-007 5.7374e-007
0.6 | 2.0293e-003 1.9694e-003 5.9975e-005 5.8741e-005 1.2348e-006 1.2362e-006
0.8 | 3.4662e-003 3.3615e-003 1.0471e-004 1.0257e-004 2.1410e-006 2.1446e-006
1 5.1197e-003 4.9606e-003 1.5907e-004 1.5572e-004 3.3438e-006 3.3512e-006
10° 10°
107 A 107 ]
104 //fﬁfﬂ . smmem] 104 e ————
e - ——
0t 1 100 F T 1
- . Ll
% 10 1 % 10 I;r, T
107t . 107%F .
107 . 107 .
10 — — Gergek mutlak hata fonksiyonu |eg(t)] w0 — — Gergek mutlak hata fonksiyonu [e, ,(t)]
P Dizeltilmis gercek mutlak hata fonksiyonu |EB,1u(t}| P Duzeltilmis gergek mutlak hata fonksiyonu |E, u,12ml
91 02z 03 04 05 06 07 08 08 i 91 02z 03 04 05 06 07 08 08 1
t t
Sekil 4. Ornek 71in ’ egﬁ ‘ = ‘ ﬁ yg gercek Sekil 5. Ornek 1'in ’ 610 ’ = ‘ yw( ) ’ gercek
mutlak hata fonksiyonu ve | Fj, 10 % = ‘ y(t yg 10 (t) ’ mutlak hata fonksiyonu ve ’Elo 12 g’ = | y — Y012 (t) ’

diizeltilmis mutlak hata fonksiyonunun kar@lla@tlrﬂmam

Ornek 2. ikinci olarak tam ¢6ziimii mevcut olmayan

{y (t) +y(t) =
y(0) =1.

—y(0.8t) 25)

probleminin ¢dzimi i¢in (N,M)=(12,15) alarak
diizeltilmis yaklasitk ¢oztimti elde edilmistir ve
bu ¢oziimiin niimerik sonucglar1 ile baz1 bagka
yontemler ile elde edilen ntimerik sonuglari Cizelge
2'de karsilastirilmistir. Tahmin edilen mutlak hata
fonksiyonlarinin bazi niimerik degerleri Cizelge 3'te
verilmistir. Ayrica, tahmini mutlak hata fonksiyonlar:
Sekil 7’den goriilebilir. Tablodaki degerlerden sunulan
yontemin oldukga iyi sonuglar verdigi gozlemlenmistir.

KSEJ 5(1), 45-51, 2015

diizeltilmis mutlak hata fonksiyonunun kar§1la§t1r11ma51.

3. Sonuglar

Bu calismada, Miintz-Legendre polinomlarin1 kullana-
rak diferansiyel-fark denklemlerinin yaklasik ¢oztimleri
icin bir ntimerik yontem sunulmustur. Bu yontem, ele
alman diferansiyel-fark problemini bir cebirsel denklem
sistemine indirgemistir. Bu denklem sistemi de MAT-
LAB programi yardimuyla ¢oziilerek yaklasik ¢oztim-
ler elde edilmistir. Ayrica, rezidiiel hata fonksiyonunu
kullanarak elde edilen yaklasik ¢oziimler iyilestirilmeye
calistlmistir. Ornek 1'de gercek mutlak hata degerleri ile
tahmini mutlak hata degerleri karsilastirilarak sonug-
larin oldukga birbirine yakin oldugu gozlemlenmistir.
Ornek 1'de gercek mutlak hata fonksiyonlari ile tahmini
mutlak hata fonksiyonlar: da Sekil 1-3"de karsilastirildi.
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olctimde elde edilen sonuclar Cizelge 3 ve Sekil 7 den
goriilebilir. N ve M degerleri artarken ¢oztimlerin daha
da diizeldigi Cizelge 3 ve Sekil 7 den goriiliir.

Bu grafiklerden de bu hata fonksiyonlarmin birbirine
yakin oldugu daha iyi bir sekilde goriilebilir. fkinci bir
ornek olarak, tam ¢oziimii olmayan bir baslangic deger
problemi alinarak, sonuglarin giivenilirligi tahmin edilen
hata fonksiyonu kullanilarak 6l¢iilmeye ¢alisilmistir. Bu

0
10
— — Gergek mutlak hata fonksiyonu [e,(t)l
1W0:E | Dizeltilmis gercek mutlak hata fonksiyonu |E12'15(t}| i
10 .
10 e T T T
——
o g - @
T i b
T ./ b T
10" 1
w0t . 1072} — — leg gt
“ ,f/ ; 7% N 184,12(0)
10§ | 4 0+ — g 4l
! .
! ley5 4700
10-16 II 1 1 1 1 1 1 1 1 10-16 1 1 1 1 Il 1 1 15'17
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
t t

Sekil 6. Ornek 1'in ’612 (t) ’:
mutlak hata fonksiyonu ve ‘Elg,m

A2

diizeltilmis mutlak hata fonksiyonunun karsilastiriimas.

(t) ’ gercek
—~ Y125 () |

Sekil 7. Ornek 2'nin ‘CN,M (¢) ‘tahmin edilen mutlak hata
fonksiyonlarmin grafigi.

Cizelge 2. (25) ile verilen problemin farkli metotlar ile elde edilen ¢oziimlerin niimerik degerlerinin karsilastirilmast.

Walsh seri Hermite seri - ] _— :
Yontemi Yontemi (Yalginbas, Aaylor seriyontemiy DUSE sed yontemi Sunulan yontem
(Rao, GP vd. 1982) S. vd. 2011) (Sezer, M. vd. 2007) (Hwang, C. 1983)

N=8 N=8 m =100, h = 0.01 N=12,M=15
0 1 1 1 1 1
0.2 0.665621 0.664691 0.664691 0.664677 0.664637119154
0.4 0.432426 0.433561 0.433561 0.433540 0.433589152822
0.6 0.275140 0.276482 0.276482 0.276460 0.276723259601
0.8 0.170320 0.171484 0.171484 0.171464 0.172054181793
1 0.100856 0.102670 0.102744 0.102652 0.103664996831

Cizelge 3. (25) ile verilen problemin tahmin edilen hata fonksiyonunun niimerik sonuclari.

N=8 ve M=10 i¢in

tahmini mutlak hatalar

N=10 ve M=12 i¢in
tahmini mutlak hatalar

N=12 ve M=15 i¢in
tahmini mutlak hatalar

N=15 ve M=17 i¢in
tahmini mutlak hatalar

‘ €510 (ti) | €10,12 (ti) | €12,15 (ti) | €15,17 (ti)
0 2.3935e-014 8.3104e-016 8.1833e-018 1.0826e-019
0.2 2.6374e-002 1.5202e-003 5.3882e-005 1.8033e-007
04 1.3925e-002 8.0089e-004 2.8374e-005 9.4952e-008
0.6 1.1804e-001 6.7985e-003 2.4093e-004 8.0630e-007
0.8 2.7924e-001 1.6086e-002 5.7007e-004 1.9078e-006
1 4.8728e-001 2.8071e-002 9.9486e-004 3.3294e-006
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