Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisii Dergisi
Cilt 25, Say1 2, 162-171, 2021

Stileyman Demirel University
Journal of Natural and Applied Sciences
Volume 25, Issue 2,162-171, 2021

DOI: 10.19113/sdufenbed.812588

Lie Cebiroidleri Uzerindeki Lagrange Dinamiginin Eslenmesi Problemi Uzerine

Ogul ESEN17), Hanife Kiibra KAYA*12(0), Serkan SUTLU?

1Gebze Teknik Universitesi, Temel Bilimler Fakiiltesi, Matematik Boliimii, 41400, Kocaeli, Tirkiye
2Isik Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik Boliimii, 34980, Istanbul, Tiirkiye

(Alinis / Received: 19.10.2020, Kabul / Accepted: 02.04.2021, Online Yayinlanma / Published Online: 15.08.2021)

Anahtar Kelimeler

Lie grupoidi,

Lie cebiroidi,
Euler-Lagrange denklemleri

Ozet: Lie cebiroidleri, bir anlamda tanjant demetini ve Lie cebiri yapisin1 beraber
ihtiva eden ve fakat daha genel olan geometrik insaalardir. Lagrange dinamiginin
en genel ifadesi Lie cebiroidleri iizerinde miimkiindiir. Bu makalede, karsilikli (Lie
cebiroidi tlizerinde taniml) etki i¢indeki iki Lagrange dinamiginin beraber
davranisi, geometrik ve cebirsel bir yol ile elde edilecektir. Bu bakis acis ile
etkilesim, Lie cebiroidlerinin birbirleri lizerine olan lineer temsilleri (etkileri) ifade
edilecektir. Boylece, belirli uyumluluk sartini saglayan karsilikli etki icindeki iki Lie
cebiroidinin eslenmesi, diger bir ifade ile tek bir Lie cebiroidi olarak yazilmasi
saglanacaktir. Sonrasinda ise eslenmis Lie cebiroidi lizerinde Lagrange dinamigi
yazilacaktir. Elde edilecek Kkollektif (eslenmis) hareket denklemleri, bireysel
davranislarin gozlemlenmesinin yani sira karsilikli etki terimlerinin de
belirlenmesine olanak verecektir. Calismamiz esnasinda bir ¢ok 6rnek sunularak
teorik tanimlarin daha net anlatimi yakalanmaya ¢alisilacaktir.

On The Problem of Matched Lagrangian Dynamics on Lie Algebroids
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Abstract: Lie algebroids are geometric constructions generalizing both tangent
bundles and Lie algebras. Lagrangian dynamics is possible on Lie algebroid
frameworks in its most general form. In this work, we obtain the joint behaviour of
two mutually interacting Lagrangian systems in a geometric and an algebraic way.
Here, the interaction is decoded into linear representations (actions) of two Lie
algebroids onto each other. By this means, mutally interacting two Lie algebroids
those satisfying some certain compatibility condition are matched, in other words,
they are recast as trivially intersecting Lie subalgebroids of a single Lie algebroid.
Then, Lagrangian dynamics is recast on the matched Lie algebroid. In this
framework, the equations involve both the dynamics of constitutive subsystems
and the action terms. Along with the theory, we provide several examples.

1. Giris

Diger yandan, eger fiziksel sistemin konfigiirasyon
uzay1 bir Lie grubu G ise, tanjant demeti TG de bir Lie

Klasik anlamda, konfiglirasyon uzay1 bir M katmani
olan bir fiziksel sistem icin hareketi belirleyen Euler-
Lagrange denklemleri, tanjant demeti TM iizerinde
tanimli  bir Lagrange fonksiyonu L araciligiyla
belirlenir [1, 2]. Eger M {lzerindeki yerel
koordinatlar1 (q*) , TM iizerindeki koordinatlar
(q',4") ile gosterirsek etki integrali [ Ldt i¢in sabit
sinir kosullarini saglayan egriler iizerinde varyasyon
alinarak ve Hamilton prensibi uygulanarak Euler-
Lagrange denklemlerine

4oy 2
dt \agt aqi

(1)

ulagilir.

*[Igili yazar: hanifekubra.kaya@gtu.edu.tr

grubu olacaktir [3]. Burada, eger TG iizerinde tanimh
Lagrange fonksiyonu G grubunun TG iizerine sol
etkisi altinda degismiyorsa, diger bir ifade ile G grubu
L Lagrange fonskiyonu icin bir simetri ise, Lagrange
indirgeme teoremi uygulanir [2, 4]. Bu da (Lie grubu
G’nin) Lie cebiri g lizerinde taniml indirgenmis bir
Lagrange fonksiyonu [ ve yine cebir {izerinde taniml
Euler-Poincaré denklemlerini

(i) e (3) =0

verir. Burada, ¢ Lie cebirinin bir eleman, 81/6¢
Lagrange fonksiyonunun Fréchet tiirevi, ad” ise Lie
cebiri g'nin dual uzay1 g* lizerinde adjoint temsilidir.

(2)
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Giincel sorulardan biri Euler-Lagrange denklemleri
(1) ve Euler-Poincaré denklemleri (2)'nin tek bir
denklemin 6zel durumu olarak yazilip yazilamayacagi
sorusu idi. Bu, Lie cebiroidi lizerinde Lagrange
dinamigi yazilarak 90’larin sonunda ¢6ziildi [5]. Bu
yaklasim daha geometrik analizi, Lie cebiroidi
lizerindeki tensor alanlarinin marifetiyle yazilmasi
[6, 7] de verildi.

Bu makalede ilgilendigimiz soru ise bahsettigimiz ilk
temel iizerinde kurulu ve fakat su sekildedir: ki
fiziksel sistem ele alalim. Bunlar karsilikli etki tepki
icinde olsunlar. Yani beraber hareketleri esnasinda
bireysel hareketlerini siirdiiremesinler. Bu durumda
kollektif hareketi belirleyen Lagrange dinamik
denklemleri de bireysel denklemlerin iist {ste
yazilmasi ile belirlenemez. Hareketi kontrol eden
diferansiyel denklemlerde karsilikli etki tepkiyi isaret
eden terimler goziikecektir. Bu problem tek tarafli
etki i¢in yar1 carpim teorisi olarak ifade edimis ve
klasik mekanikten [8], akiskanlar ve plazma teorisine
[9] kadar ¢ok genis uygulama alani bulmustur.
Karsilikli etki tepki icindeki iki Lagrange sisteminin
kollektif davranisi, [10] c¢alismasinda iki Euler-
Poincaré denkleminin eslenmesi ile basarilmistir. Bu
makalede eslenmis Lie cebiroidleri {izerinde
Lagrange denklemleri yazilarak en genel sekilde
Lagrange denklemlerinin eslenmesi hedeflenmistir.

Bu calisma iki ana béliimden olusmaktadir. Birinci
boéliimde Lie groupoidi ve Lie cebiroidi formal olarak
tanitilmis, Lagrange denklemleri yazilmigtir. Ikinci
boliimde, sirasiyla, karsilikh etki tepki igindeki iki Lie
groupoidinin ve iki Lie cebiroidinin eslenmesi
yapilmistir. Eslenmis geometriler lzerinde ise etki
tepki icindeki iki Lagrange sisteminin
geometrik/cebirsel olarak eslenmesi basarilmistir.
Teorik kavramlar bir ¢ok 6rnek esliginde sunularak
tartisma zenginlestirilmeye ¢calisilmigtir.

2. Lie Cebiroidleri Uzerindeki Lagrange Dinamigi

2.1. Lie grupoidi ve Lie cebiroidi

Lie grupoidi: G ve B katmanlari arasinda

a B

G — B, G— B (3)
daldirma fonksiyonlarini disiinelim. Bu
fonksiyonlara, sirasiyla, kaynak ve hedef fonksiyonlari
diye seslenecegiz. Bunlara ilave olarak, bir de (nesne)
gomme fonksiyonunun

&B—G, bwb, (4)

varhigimn1 farz
uzayinin

G*G:={(9.9) €GxGIB(g = algN} (5)

alt kiimesine ¢arpilabilir elemanlar kiimesi denir. Bu
kiime tizerindeki kismi carpma islemi

edelim. G X G kartezyen c¢arpim

G*G—6.  (99)~g9" (6)
ile gosterilir. Iste bu kismi carpma islemi ile
donatilan, her (¢9,9"),(9,9'")€G+G,bEB,vegeG
icin

a(gg") = a(g), B(gg") = B(g"),

9’9" = (99)g",

a(b) =p(b) =b,

9B(9) =g =a(9)g,

her g € Gicina(g™) = B(9), B(g™") = a(9)

ozelliklerini saglayan (G,B,a,f,¢) beslisine Lie
grupoidi denir, burada ters eleman g~! € G icin
9 '9=809), 99 =a(9) seklindedir. B
katmaninin elemanlar1 nesneler, G'nin elemanlar ise
oklar, ya da morfizmalar olarak anilir. B tabani
iizerindeki boyle bir G Lie grupoidi g 3 B, ya da
kisaca G ile gosterilir.

Ornek 2.1: M bir katman ve G bir Lie grubu olsun.
M X G - M tirevlenebilir sag etkisini géz oniinde
bulunduralim. Bu etki sayesinde M X G = M olarak
gosterecegimiz bir Lie grupoidi yapisi elde edilir. Bu
grupoidine M uzerinde etki Lie grupoidi denir.
Kaynak ve hedef fonksiyonlari ile gomme fonksiyonu

aMxG— M, a(m,g):=m,
B:MXxXG—M, B(mg):=mg,
eM—>MXG, e(m): = (m,e).

ile verilir. Kismi ¢carpim ise, mg = m’ oldugunda,
(m,g) - (m',g"):= (m, g9 (7
ile yazilir [11].

Ornek 2.2: M katmani lizerinde kartezyen carpim
uzayitM X M, M tizerinde bir Lie grupoidi yapisiyla
donatilabilir ve bu olusan Lie grupoidi, M X M 3 M
ikili grupoidi olarak adlandirilir. ikili grupoidinin
kaynak ve hedef fonksiyonlari ile ggmme fonksiyonu
su sekildedir:

aMxXM—M,
B:MXM— M,
eM—>MXxXM,

a(m,m’):=m,
B(m,m"N:=m’,

e(m):= (m,m).
Kismi ¢arpimi m’ = n ise,

(m,m’) - (n,n): = (m,n) (8)
seklindedir [11].

Ornek 2.3: Yine, M bir katman ve G bir Lie grubu
icin, M uzerinde Uglii Kartezyen c¢arpim uzay1 M X
G X M bir Lie grupoidi yapist olarak diisiiniilebilir.
Bu grupoide ise asikar grupoidi ad1 verilir ve M X G X
M 3 M notasyonu ile gosterilir. Bu Lie grupoidinin
kaynak, hedef ve gomme fonksiyonlari
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a:MxGxXM— M, a(m,g,m):=m,
BMXGXM—M, B(mgm):=m,
eM —>MXxGXM, ¢(m)=m:=(m,em),

seklinde olup kismi ¢arpim ise, m" = n oldugunda,

(m,g,m) - (n,g',n'):= (m,gg’,n) 9)
olacaktir [11].

Lie cebiroidi: Bir M katmani {izerinde bir A Lie
cebiroidi bir 7 _4: A = M vektor demeti olup lizerinde
her X,Y €eI'(A), ve M ilizerinde tanimli her f
fonksiyonu icin

(X, fY]a = fIX, Y] + Lo (Y (10)

esitligini saglayan ve ¢apa adi verilen biray,:A —
TM doénistimt vardir. Burada gerceve islemi [o,¢] 4
kesitler wuzay1 I'(A) Tlzerinde (iki-lineer, anti-
simetrik, ve Jacobi 06zdesligini saglayan) bir Lie
gercevesi olup, L, , x)(f) ile f fonksiyonunun a4 (X)
vektori dogrultusundaki yonli tlirevini
gosterilmektedir. Capa fonksiyonunun Kkesitler
uzayina kisitlanmasi a 4:T'(A) = I'(TM) bir C*(M)-
modiil homomorfizmasidir. Yani, her X, Y € I'(A) i¢in

aq([X,Y].0) = [aq(X), aq (V)] (11)

esitligi vardir. Bir Lie cebiroidi (A, 74, M, a4, [*,*]4)
beslisi ile belirlenir [6, 12-14].

M iizerinde bir yerel koordinat sistemi (x!), A
lizerinde bir yerel koordinat sistemi (x,y%) olsun.
Bunlara paralel olarak A’'nin kesit uzayi I'(A) icin
(eq) baz takimini segelim.

Bu durumda sirasiyla ¢apa dontisiimii a 4'nin matris
gosterimini ve Lie cebiroidi c¢ergevesi i¢in yapi
sabitlerini su sekilde elde ederiz:

;i 0
aq(eq) = (acﬂ)érﬁ' [eq e[;’]c/l = C;/ﬁey- (12)

Bir Lie grupoidinin Lie cebiroidi: Nasil tiirev
alinarak bir Lie grubuna karsi gelen bir Lie cebiri var
ise, bir Lie grupoidine karsi gelen Lie cebiroidi de
mevcuttur. Simdi bu durumu [14-17] kaynaklari
1518inda inceleyelim. (G, B, @, B, ¢) bir Lie grupoidi
olsun. Kaynak fonksiyonu a:G—>B ve ge€g
noktasinda tanjanti Tya:TyG - Ty(gyB olsun. G Lie
grupoidi ile iliskilendirilen Lie cebiroidi iplikleri

ApG: = kerTy ) a, 13)

seklindedir. Bu sayede (AG,t,B) vektor demeti
tanimlanir. Bir baska deyisle AG, G tlizerinde a: G = B
fonksiyonuna gore alinan dikey demetine karsilik
gelir. 7: AG — B vektor demetinin Kkesitlerini X €
['(AG) ile gosterelim. Capa fonksiyonu a:AG — TB
ise

a(X(b)) =Tz ° X(b) (14)

ile verilir, burada TB:T;G — T,B ile f: G — B hedef
fonksiyonunun b = £(b) € G noktasindaki tanjantidir.
AG — B kesitleri lzerindeki Lie c¢ergevesi [o,¢] 45,
grupoidi iizerindeki sol (veya sag) vektor alanlarinin
Jacobi-Lie cercevesi yardimiyla tanimlanir. Bir X €
I'(AG) icin, ona karsilik gelen bir sol degismez vektor
alam X € ['(TG) vardir ve

X(9): = TesX (B(9)) (15)

ile tanimlanir. Bu sayede Lie ¢erceve islemi, X,Y €
I'(AQG) kesitleri igin

[X, Y]46(b): = [X,¥1(D) (16)

seklinde yazilir, burada sag tarafta verilen Jacobi-Lie
cerceve islemidir. Ote yandan bir X € I'(AG) icin, ona
karsilik gelen bir sag degismez vektdér alani Xe
[(Tg) ise

X(9):= Tty ° Tagpinv(X(a(g)),  (17)

ile tanimlanir, burada inv: § — § tersine cevirme ve
Tos: Tayd = Ty§ ise e(a(g) =a(g)eg
noktasinda g € G ile verilen sag oOtelemenin
tanjantidir. Cerceve islemi X, Y € I'(AG) kesitleri i¢in

[X,Y]ag = —[X, Y], (18)
seklinde yazilir [11].

Ornek 2.4: Tanjant demetini, (TM, 7,,, M) {icliisiinii,
disiinelim. Bu demet Jacobi-Lie c¢ergevesi ile
donaltilmis ve ¢apa fonksiyonu idyy olarak
diistintldigiinde bir Lie cebiroidi yapisina kavusur.
Tanjant demeti, Ornek (2.2) ile verilen M x M =3 M
ikili Lie grupoidinin cebiroidi olarak disiiniilebilir
[11].

Ornek 2.5: Bir Lie grubu G, {p} ile gdsterecegimiz tek
bir nokta iizerinde Lie grupoidi yapisina sahip olacagi
aciktir. Bu grupoidi 6zelinde her elemanin bir biri ile
carpilabildigine dikkat edelim. G = {p} grupoidine
karsi gelen Lie cebiroidi ise g Lie cebirinin aynm tek
nokta tizerindeki demet yapisidir. Lie cebir ¢ergevesi
Lie cebiroidi g¢ercevesi olacak, capa fonksiyonu ise
(tek nokta M = {p} katmaninin tanjant demeti TM =
0, olacagindan) sifir fonksiyonu olacaktir.

Bir baska Ornegimize ge¢meden once bir g Lie
cebirinin sol etkisinin nasil verildigine bakalim. g bir
sonlu boyutlu reel bir Lie cebir olsun ve ®:g —
['(TM) ile tanimlanan g Lie cebirinin M katmani
tizerindeki bir sol etkisi, her &, ¢ € g icin,

O([$,6lg) = [®(), P(¢)] (19)

0zelligini saglayan bir R-lineer fonksiyondur, burada
sag taraftaki cerceve, Jacobi-Lie ¢ercevesidir [18].
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Ornek 2.6: Bir g Lie cebirinin bir sol etkisine olanak
taniyan bir M katmam alalim. Lie ¢erceve islemini
koruyan  boyle bir g-TI'(TM),&~ Xy lineer
fonksiyon vardir. Birinci bilesene gore izdiisiim olan
asikar demet M X g - M lizerinde me M ve £ Eg
icin, a:M xg—TM, a(m,§) :=X;(m) ve cerceve
islemi

[t V] ey (M) = [u(m), v(m)]
+ Ly V) M) = L)) (20)

seklinde verilir. Burada u,v: M — g fonksiyonlar ile
(M x g) asikar demetinin Kkesitleri, Ly(w) ile X €
['(TM) vektér alan1 boyunca bir Lie cebir degerli
w:M — g fonksiyonunun Lie tirevi ve [,]; ile g
lizerindeki Lie cerceve islemi gosterilmistir. Bu Lie
cebiroidine etki Lie cebiroidi veya doniistim Lie
cebiroidi denir. Bu Lie cebiroidi Ornek (2.1) ile verilen
M Xx G =3 M etki Lie grupoidine karsi gelen Lie
cebiroididir [11].

2.2 Lie cebiroidi iizerindeki Lagrange dinamigi

Bu bolimde ise [5]1 takip ederek, Lie cebiroidi
iizerindeki Lagrange mekaniginin Lie cebiroidinin duali
yardimryla nasil tanimlandigini yazalim. Oncelikle; A
bir Lie cebiroidi, A" da onun duali (vektor demeti olarak
duali) olsun. Yukarida, A Lie cebiroidinin yerel
koordinat takimmm (x%,y%*) diye yazmistik. Bu
durumda, dual vektor demeti A™* lizerindeki bir yerel
koordinat takimini da (x!, u,) diye gosterelim.

Ote yandan, a4:A — TM ¢apa fonksiyonunun da
katilimiyla

i 0
aq(ea) = (@i lewes] = Clge,  (21)
ax B

esitliklerinden dogan (@& Cpg € C* (M)
foksiyonlarim  da  hatirlayahm.  Ispati  igin
okuyucularimizi [5] nolu calismaya

yonlendirecegimiz asagidaki ilke teoremimizi verelim

Teorem 2.1: A bir Lie cebiroidi olmak tizere, dual
vektor demeti A lizerinde dogal bir Poisson yapisi
vardir. Bu yapt Denklem (21)’de verilen yerel
koordinatlar cinsinden

{xi,x/} =0,
{#{x'/‘ﬁ} = C;/BHY'
{x'ue} = (an)a (22)

ile verilir.
Bir L € C®(A) Lagrange fonksiyonunun (yerel

koordinat takimi ile L(x%,y%)) belirledigi enerji
fonksiyonunu

Ei=2yo— (23)

ve Legendre donlisiimiing,

A, @y (ua=5z) (29
tanimlayalim. Eger Lagrange fonksiyonu (regiiler)
diizgiin ise, yani Legendre doniisimi (yerel) bir
difeomorfizma ise, A" lizerindeki Poisson yapisini
A’ya ¢cekmek miimkiindiir. A lizerinde bu sekilde
elde edilen Poisson yapisina Lagrange-Poisson yapisi
denilir, ve Poisson ¢ergevesi

{x\,x7} =0,
(2, 2y oy o
aya’ ayB) T “aB ayv’
oL i
{2} = (@b (25)

ile belirlidir.

Iste A lzerinde,
fonksiyonunun
denklemleri de,
cercevesi marifetiyle

secilen L € C”(A) Lagrange
tanimladigi Euler-Lagrange
yukaridaki  Lagrange-Poisson

d

d i 3 a
—={@LE),  S-=(%E) (26)

ile verilir. Bunlardan ilkini kullanarak
d i . . IL
d_):: = {xl,EL} = {xl’ay_uya - L}

= @)y (27)

ikincisini kullanarak ise,

JaL
dt (63/‘1) {6y“ ! L}

oL oL
dt (aya) = ( cﬂ)a dxl + Czlx,ﬁ ayY yﬂ (28)

buluruz [5, 6, 19]. Buldugumuz bu sonug Lie cebiroidi
iizerindeki hareket denklemleridir. Bu sonucu
asagidaki teoremde not edelim.

Teorem 2.2: Lie cebiroidi iizerinde Euler-Lagrange
denklemleri mevcuttur. Denklem (21)'de verilen
yerel koordinatlar cinsinden

dxt i

— = (@)ay®,

JaL

dt (ay_“) = ( "q)a dxt +

seklinde bulunur.

JaL
Cap oy Y” (29)

Ornek 2.7: (M X g) etki Lie cebiroidi icin Lagrange
dinamigini yazalim. Etki Lie cebiroidinin ¢apa
fonksiyonunun, m € M ve £ € g igin,
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a:Mxg—->TM, a(m,§):=X:;(m)

seklinde oldugunu Ornek 2.6’dan hatirlayalim. g Lie
cebirinin bazlarm {e,} ile ve M katmaninin
koordinatlarin1 ise (x!) ile gosterirsek & = &%e,
olarak yazabiliriz. Simdi bu notasyonlar ile

[P s T M, ‘
am(§) = (@m)e(§*) = (Xe(m))* (30)

am : TmM - a’,
A (@) = (am)a@ie” (1

fonksiyonlarini  yazalim. Burada (a,,),, matris
gosterimi ve {e?}, {e,}'nmin dual bazidir. (M X g) Lie
cebiroidinin kesitlerinin bazlarini

€M — MXxg, e,(m):=(m,e,)

ile ifade edebiliriz. Boylece etki Lie cebiroidinin
cerceve islemi
202 3y 0 = (e 241,)
= (m,c}ze,)

seklinde ifade edilebilir, yine burada c;/ﬁ, g Lie
cebirinin yap1 sabitidir.

Bu Dbilgiler 1siginda (M x g) etki Lie cebiroidi
tizerindeki Euler-Lagrange denklemleri,

Xt = alEr = (Xg(m))
A(oL) _ i 0L v Ol gp
dt (asa) = Qa i + Cap asyf (32)

seklinde olur. Koordinatlar olmadan ifade etmek
istersek, bu durumda Euler-Lagrange denklemleri

d (5L « (6L « (6L

(G0 = an (5r) — adi (39) (33)
seklinde hesaplanir ve burada 6L/d6m e T'M ,
6L/5¢ € g* ile verilir.

3. Lie Cebiroidleri Uzerindeki Eslenmis Lagrange
Dinamigi

3.1. Eslenmis Lie grupoidi

Eslenmis Lie grupoidinden bahsetmeden dnce Lie
grupoidi etkilerini verelim. G, B tabani tizerinde bir
Lie grupoidi ve f:P — B de bir P katmanindan
grupoidinin tabani B’ye diizgiin bir fonksiyon olsun.
Kismi ¢arpim uzayi

PxG:={p g9) € PxGIf(p) = a(g)}, (34)

icin, bir

<«xPxG—P, (g Py (35)
diizgiin fonksiyonu her (p,g) € PG, (g9,9") € G %G,
vep € Pigin

flp<9)=B9)
(r<g9)=9 =r<(99)
p<f=n

ozellikleri sagliyorsa bu fonksiyona G'nin f iizerine
(sag) etkisi denir. Bir Lie grupoidinin bir diizgiin
fonksiyon {iizerine sol etkisi de benzer sekilde
tanimlanir, [12, 20].

Boylelikle, bir Lie grupoidinin bir baska Lie grupoidi
lizerine etkisini tanimlamaya hazirz. G, B tabani
iizerinde bir Lie grupoidi, H de bir C tabani iizerinde
baska bir Lie grupoidi olsun. Simdi #’'nin G’ye sol
etkisi H'nin a: G — B hedefi lzerine sol etkisi, G'nin
H ’'ye sag etkisi de G 'nin f:H — C hedef
fonksiyonuna sag etkisi olarak tanimlanir, [20, 21].

Simdi [13, 20] takip ederek daha 6nce Lie gruplar i¢in
[22, 23]'da verilmis olan eslenmis Lie gruplar
teorisinin Lie grupoidi karsiigini oOzetleyecegiz.
Baslangi¢c olarak, G =3 B ve H 3 B aym1 bir B tabani
iizerinde iki Lie grupoidi olsunlar, H de G lzerine
soldan

>:HxG—G  (hg)-heyg (36)
ile etki etsin, yani her (h,g") € H = G, (h',h) € H * I,
ve h € H igin

ath) =a(h>g),

(Whyeg' =h'e (heg)

herhangi bir h € # igina(h) = g' = g’
olsun. Ayni sekilde G de H tlizerine sagdan

<H*xG—>H, (hg)~h<ayg (37)

ile etki etsin, yani her (h,g") € % * G, (g9',9) € G *G,
ve g' € G icin

B9 =Bh =g,

h<(gg) =(th=g)=yg

h<B(g)=h

saglansin. Tiim bunlara ilave olarak, eger her (h, g") €
H*G,(9,9) €G*G,ve(h',h) € H *H igin

Bheg)=ah=g)

he(gg)=(heg)(h<g)eg),

(Wh)y<g = <(he=g))(h=g)
saglanirsa (G, H)'ye eslenmis Lie grupoidi ¢ifti denilir.

Bu durumda
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GRH =G+«H
={(g,h) € GXH|B(9) = a(h)}, (38)

olmak tlizere kismi carpim uzayi

(G ¥ H) (G xH)
={((g, 1), (g" k")) € (G x H) x (G = H):
B = a(g"}, (39)

tizerinde tanimlanan

(GHH)*(GXRH) > (GxH), (40)
((g. 1), (g", ) » (g(h = g"), (h < gHR")

marifetiyle bir Lie grupoidi olur. Bu Lie grupoidi ise
eslenmis Lie grupoidi olarak anilir. Eslenmis Lie
grupoidi G @ H’'nin kaynak ve hedef fonksiyonlari
sirasiyla

a:GxH — B,
B:GxH — B,

(g:h) = a(g),
(g.h) = B(h),

olarak tanimlanir. Gomme fonksiyonu ise

e&B—GuH, bw (b b) (41)

olarak verilir.

Eslenmis Lie grupoidi G » H ile kendisini olusturan
G ve H Lie grupoidleri arasindaki iliski [20, Teo.
2.10]'de verilmis olup, burada asagidaki dnermede
hatirlatilmaktadir.

Teorem 3.1: (G, H) Lie grupoidi ¢iftinin bir eslenmis
Lie grupoidi ¢ifti olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar

e G * H katmaninin bir Lie grupoidi yapisina
sahip olmas;,

eg v (g,B(9)) ile verilen G - G * H fonksiyonu
ile h = (a(h),h) seklinde tanmmlanan H — G *
H fonksiyonunun Lie groupoidi
homomorfizmalar: olmalari,

ecarpma fonksiyonu ((g,8(9)), (a(h),h)) =
(g, h) € G * H'nin bir difeomorfizma olmasidir.

Ornek 3.2: Bir etki grupoidi G:= M x Gve bir ikili
grupoidi H: = M X M verilsin. Asagidaki kiimeyi goz
oniine alalim.

HxG=(MxM)*MxG) (42)
={(m' ' m;m,g) € (M x M) x (M x G)}

G =MXG grupoidinin H =M X M flizerine sol
etkisi

(M XM)*(MXG)— (M XG),
(m',m) & (m, g):= (m',g) (43)

ve sag etkisi

AMXM)*(MXG)— (MxXM),
(m',m) < (m, g):= (m'g, mg) (44)

(1)-(ix) ile verilen kosullar1 saglar. Boylece kiime

G+H =(MxG)*(Mx M) (45)
={(m,g;mg,m") € (M X G) X (M x M)}

M baz katmani iizerinde bir eslenmis Lie grupoidi
GXH =(MxXG) X (M X M) olur. Kaynak ve hedef
fonksiyonlari ile gomme fonksiyonu

a:MxG)yx (MXM)— M,
(m,g;mg,m’) » m, (46)

B:(M X G) ™ (Mx M) — M,
(m,g;mg,m') »m/, (47)

eM—> (MXxG)x (MxM),
m e (m,e;m,m) (48)

olarak verilir. Ayrica, carpim uzayi lizerinde

(M xG) x (M x M)
* (M xG)m (MxM))
= {(m, g; mg,m"), (m', h; m'h,n):
m',m,n € Mve g,h € G}

kismi ¢arpimy,

(m,g;mg,m') « (m', h; m"h,n)
= (m, 9)((mg,m") & (m', W));

((mg,m") < (m',h))(M'h,n))
= ((m, g)(mg, h); (mgh, m'h)(m’h, )
= (m, gh; mgh,n)

olur. Buna gore 6rnegin tersini alma islemi
(mg;imgm)~™" =g ng,m).  (49)
olarak yazilir [11, 13].

Eslenmis Lie gupoidi (M X G) @ (M x M), asikar
grupoidi M X G X M ile iliskisi

P:MXGXM— (MXG)x (MxM),
(m,g,n) » (m,g;mg,n), (50)

seklinde tanimlanir [13].
3.2. Eslenmis Lie cebiroidi

[13, 24, 25]’den bir Lie cebiroidinin bir vektér demeti
iizerine olan etkisini hatirlayalim. Bu amagla,
(A, T4,M,a, [*°],4) bir Lie cebiroid, ve (E,m, M) de
ayni M tabam iizerinde bir vektdor demeti olsun.
(A, T4, M)'nin (E,m, M)'ye sol etkisi her X, X € T'(A),
Y eT'(E),ve f € C*(M)igin
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prx(Y) = fpx(Y),
px(fY) = fpx(Y) + (a,(X)f)Y,
Pix,z1..Y) = px(pz(Y)) — pz(px(Y)),

ozelliklerini saglayan iki-lineer bir

p:T(A) XT(E) — T'(E),
X,5) = px(s) = p(X,s) (51)

fonksiyonu olarak tanimlanir. Bir Lie cebiroidinin bir
vektor demeti lizerine sag etkisi de benzer sekilde
tanimlanir.

A ve B ayn1 bir M katman {izerinde iki Lie cebiroidi
olsunlar. Eger vektoér demeti direkt toplami A @ B
de ayn1 M katmani tizerinde bir Lie cebiroidi oluyorsa
ve A ile B de direk toplam Lie cebiroidi A @ B’nin
Lie alt-cebiroidi oluyorsa, bu (A, B) giftine eslenmis
Lie cebiroidi ¢ifti denir, [13].

Teorem 3.2: Ayni M katmani iizerinde tanimh
(Cﬂ' T:/Z'M' Az, [.'.]:ﬂ) ve (B' (%:3 M' asp, [°'°]B) Lie
cebiroidlerinin birbirleri izerine olan

p:T(B) X T(A) - ['(A),
p":T(A) x T(B) - ['(B), (52)

etkileri her X, X € I'(A), ve her Y, ¥ € I'(B) i¢cin

cpy[X,X]y = [pY(X)'XJﬂ + [X, py (X))
—Pprx(v) (X) + pplX(Y) (X);

e p'x[Y. Y]z =[p',(V),V]p + [Y:P'X(Y)]B +
0 oy ) + 050 (V)

¢ [ag(Y), aq(X)] = aq(py (X)) — ag(p’x(V)),

sartlarini saglarsa direkt toplam vektér demeti A x
B:= A @ B iizerinde bir Lie cebiroidi yapisi tanimli
olur.

Bu Lie cebiroidinin kesitler uzayindaki Lie ¢ercevesi
her X € T'(A) ve her Y € I'(B) icin

[V, X]oe = p(Y, X) = p'(X, ) (53)

ile belirlidir. iste béyle (A, B) Lie cebiroidi ciftine
eslenmis Lie cebiroidi cifti, Lie cebiroidi yapisini haiz
vektor demeti A x B'ye de eslenmis Lie cebiroidi
denir.

Eslenmis Lie cebiroidi ¢iftinin yerel koordinatlardaki
ifadelerini  belirtelim. (A, 74, M, a4, [*°]4) Ve
(B,t5,M,ag,[*°]g), aym bir M katmani {izerinde
tanimh iki Lie cebiroidi olsunlar. Yukarida verilmis
olan gosterilimleri takip ederek; M iizerinde bir yerel
koordinat sistemimi yine (x%) ile, 4’nin kesitler uzayi
['(A)'nin izdistimsel C*(M)-modiil tabanini {e,} ile,
ve benzer sekilde B’nin kesitler uzayr I'(B) 'nin
izdisiimsel C*(M) -modill tabanimm da {f,} ile
gosterelim. Boylece, (a,4)k, (az)k, Cf,, Coy € C* (M)
olmak iizere

leg. eyl = Cpyea

(/b falz = Cpafa (54)

0
aq(eq) = (aq)a ﬁ,
;0

az(fo) = (az)aq Py

olup A iizerinde bir yerel koordinat sistemi (x¢, y%)
ile, B iizerinde bir yerel koordinat sistemi ise (xi,z“)
ile gosterilebilir. Simdi (yine ayni M katmani
iizerindeki) eslenmis Lie cebiroidi A ™ B'yi de (A X
B, Tosy M, Ay, [*,%]) beslisi ile gosterelim. Boylece,

e, ET(A) — (e,,0) €ET(A x B),
fa €T(B) = (0, fa) € T(A % B) (55)

15181nda, eslenmis Lie cebiroidinin kesitler uzayi
['(A = B) igin

{€a fa}: = {(€a, 0), (0, fo) } (56)

bazina variriz. Bununla birlikte, A > B lizerinde bir
yerel koordinat sistemini de (x!,y*):= (x!, y%, z%)
olarak dusiinebiliriz. Burada, 37" hem y%, hem de z%
yerini tutmaktadir. Daha a¢ik bir soyleyisle, k ile
gosterilen etiketler a ile gosterilenler {zerinde
degerler aldiklarinda y%:=y%*, a ile gosterilenler
tizerinde degerler aldiklarinda ise y%:= z% kabul
edilmektedir. Bu sade gosterilisi kullanarak, eslenmis
Lie cebiroidi A4 > B’nin kesitler uzayi I'(«A » B)'nin
bazin kisaca {€,}, yanieé,:= e, ve é;:= f,, seklinde
disiinebiliriz. Dahasi, bodylece, A X B iizerindeki
¢apa fonksiyonunu da basitcge

_ ~j 0
aa(8) = - (57)

olarak ifade edebiliriz. Burada da, @:= (ay)}, ve
d.: = (ap)y, anlamina gelmektedir. Ote yandan, bu iki
Lie cebiroidinin birbirleri lizerine olan etkilerini de

>:T(B) X I'(A) — T'(A),
(fd'ey) P fg & €y = ngea (58)

<:T(B) x ['(A) - I'(B),
Jwe) » fa<e=Cofa (59)

ile gosterelim. Boylece, I'(A ™ B) lizerindeki ¢erceve
islemi

[far ey]m = [(0, fa), (ey' O)]M
=(fa> €y, fa < ey) = (ngea' ngfa)'
[(eﬁ' 0), (ey’ 0] = C/?y(ea’ 0),
[€0, 1), (0, fa)]sa = Cpa(0, fa)

ile tam olarak belirlenir.

Ornek 3.3: Bir g Lie cebirinin bir sol etkisine olanak
tantyan bir M katmam alalim. M X g bir etki Lie
cebiroidi olmak tizere, TM = (M X g) bir eslenmis Lie
cebiroidi olusturur [13]. BuTM ™ (M X g) eslenmis
Lie cebiroidinin capa fonksiyonu
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Ay =TM x (M X g) > TM, (60)
a(X +u)=Ildry(X) +a(m) =X+X,

izdiisim fonksiyonu olarak tanimlanir ve buradaki
a(u) ile ifade edilen Ornek 2.6 ile verilen capa
fonksiyonudur. X,Y € I'(TM) kesitleri ileu,v:M — g
fonksiyonlar1 icin, TM = (M X g) Lie cebiroidinin
kesitleri tizerinde

X +uY+v], (61)
= [X, Y] + [w, v](mxg + Lx(v) — Ly (W)

seklinde gerceve islemi tanimlanir ve burada Lx(v)
ile X € I'(TM) vektér alani boyunca bir Lie cebir
degerli v: M — g fonksiyonunun Lie tiirevini ifade
etmektedir [26]. Eslenmis Lie cebiroidini olusturan
Lie cebiroidlerinin karsilikli etkilerini

>:T(M X g) X T'(TM) - T'(TM),
wY)rucY=0 (63)

<:T(M X g) XT'(TM) > T(M X g),
WwY)ru<sY=—-L,(u) (64)

olarak hesaplariz.

Eslenmis Lie grupoidinin Lie cebiroidi: (G
H,B,a, B, €) bir eslenmis Lie grupoidi olsun. Kaynak
fonksiyonu a:G>xH - B ve (g h)eEGNH
noktasinda tanjanti T(g pya@: Tg p) (G ™ H) = Togn)B
olsun. G x #H Lie grupoidi ile iliskilendirilen Lie
cebiroidi iplikleri

"q'b(g X j‘[) = kerTg(b)a, (65)

seklindedir. (A(G x H), 1, B) vektdor demeti olarak
tanimlanir. Bir baska deyisle A(G x H), G ¥ H
izerinde a:G ¥ H — B fonksiyonuna gore alinan
dikey demetine karsiik gelir. 7: A(G x H) - B
vektdor demetinin kesitlerini X € I'(A(G ™ H)) ile
gosterelim. Capa fonksiyonu a: A(G x H) — TB ise

a(X(b)) = T,58 ° X(b) (66)

ile verilir, burada T 5B:T5)(G % H) - TpB ile
B:G x H — B hedef fonksiyonunun (b,b) = (b) €
G X H noktasindaki tanjantidir. A(G ¥ H) > B
kesitleri lizerindeki Lie c¢ercevesi [o,¢]q(Gns) »
grupoidi tizerindeki sol (veya sag) vektor alanlarinin
Jacobi-Lie c¢ercevesi yardimiyla tanimlanir. A(G X
H) demetinin kesiti X € T'(A(G x H)) icin, karsilik
gelen bir sol degismez vektor alam X € I'(T(A(G ™
H))) vardir ve

X(9.0):= T sy tamX B, 1) (67)

ile tamimlanir. Bu sayede Lie ¢ergeve islemi, X,Y €
['(A(G ® H)) kesitleri

[X, Y]agoazey(B): = [X, Y1(b, b) (68)

seklinde yazilir, burada sag tarafta verilen Jacobi-Lie
cerceve islemidir. Ote yandan bir X € T'(A(G X H))
icin, ona karsilik gelen bir sag degismez vektor alan

X eT(T(A(G ™ H))) ise

X(g,h) = —T(am)‘am))r(g’h) o
T (atghyatgnyinv (X (@(g, b))

ile tanimlanir, burada inv:G x H — G X H tersine
cevirme ve Tam)r(g‘h): Tam)g X H - T(g,h)g x H
ise e(a(g, h)) = (a(g, h), a(g, h)) noktasinda (g, h) €
G x H ile verilen sag 6telemenin tanjantidir. Cergeve
islemi X,Y € T'(A(G ™ H)) kesitleri i¢in

P ——

[X, Yagws = —[X, 7], (70)

seklinde yazilir, daha fazla ayrinti icin bakimz [11].
Biitiin bu hesaplar sonucunda asagidaki teorem,
Teorem 3.2’nin sonucu olarak gelecektir.

Teorem 3.3: A(G x H) ile gésterdigimiz eslenmis Lie
grupoidi G W H ye karsi gelen Lie cebiroidi, G Lie
groupoidine kars1 gelen AG Lie cebiroidi ve H Lie
groupoidine karsi gelen AH Lie cebiroidinin eslenmesi
ile esyapilidir:

A(G M H) = AG x AH. (71)

3.3. Eslenmis Lie cebiroidi iizerindeki Lagrange
dinamigi

A ™ B lzerinde bir yerel koordinat sistemini de yine
(4L, 7%):= (x,y%,2z%) olarak  diisiinelim  ve
yukaridakine benzer bir yol izleyerek eslenmis Lie
cebiroidi A x B iizerinde verilen bir Lagrange
fonksiyonu L € C*(A »x B) 'nin lrettigi Euler-
Lagrange denklemleri Teorem 2.2’nin bir 6zel
durumu olarak

dxt

~i =k
at_ o
d a 6ky’ ad
d (0L _ ~; oL s =1 0L
a(—ayk)—akw”kzy 3

seklinde elde edilir. Simdi yap1 eslenmis Lie
cebiroidinin sabitleri C}j; yerine Denklem (54), (58)
ve (59)'de hesap ettigimiz yap1 sabitleri ve etkileri
belirleyen etki sabitlerini, capa fonksiyonu a
yerinede Denklem (54)’teki yerel gosterimleri alalim.
Tim bu o6zel gosterimleri denklem sistemimizde
yerine yerlestirerek hesap sonucunda eslenmis Euler-
Lagrange denklemlerini elde ederiz. Asagidaki
teorem bu hesabin sonucudur.

Teorem 3.4: A X B eslenmis Lie cebiroidi iizerindeki
eslenmis Euler-Lagrange denklemleri Denklem (54),
(58) ve (59) 'daki yerel gésterimler isiginda

dx! — i, i ja
ar (ac/l)a y©+ (aB)a Z
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ALY gy by cay 0L
dt (63/3) - (a‘ﬂ)ﬁ axt + Cﬁyy aya
a _d JaL a .d JaL
+Cﬁdz W+Cﬁdz aZ_a'

d (0LY _ i OL a .d 9L
dt (62”) - (aB)b axt + deZ az4%

oL oL
+C,f‘yy7’ 6y—a + C;,lyyy az_"' (72)
olarak elde edilir.

(72) ile verilen denklem takiminin ikinci satirina
yogunlasalim. Sag tarafindaki ilk iki terim
A lzerindeki Euler-Lagrange denklemini verir,
l¢glincli terim B ’'nin A 'ya sol etkisinden gelen
terimdir ve dordiincii terim ise A ’'nin B'ye sag
etkisinden gelen terimdir. Ugiincii satira baktigimizda
ise, benzer sekilde, sag taraftaki ilk iki terim
B lizerindeki Euler-Lagrange denklemini verir,
tclincli terim B ’nin A 'ya sol etkisinden gelen
terimdir ve dordiincii terim ise A’'nin B 'ye sag
etkisinden gelen terimdir.

Son olarak iki a¢ik problem belirleyerek makalemizi
noktalayalim. Yiiksek mertebeden Euler-Lagrange
denklemlerinin Lie cebiroidleri iizerindeki analizi
[27] nolu ¢alismada ele alinmistir. [28] nolu ¢alisma
ise yiliksek mertebeden Lagrange sistemleri icin
eslenme problemini Lie cebirleri izerinde ¢alismistir.
Bir ac¢ik problem olarak Lie cebiroidleri iizerinde
yluksek mertebeden Lagrange sistemlerinin eslenme
problemini verebiliriz. Ileriki calismalarimizda bu
konuya deginmeyi planlamaktayiz. Hamilton
sistemlerinin Lie cebirlerin duali lizerinde eslenme
problemi [29] nolu ¢alismamizda vermistik. Bu
¢alismanin daha genel bir ifadesi Lie cebiroidlerinin
duali iizerinde miimkiindir. Bir diger agik problem
olarak da ileriki ¢alismalarimizi bu noktay: tartismayi
planlamaktayiz.
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