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Ozet: Bir A modiiliiniin §-radikali A nin direkt toplam terimi olacak sekilde bir §-
tiimleyene sahipse Aya @-§-radikal timlenmis modiill denir. Eger A nin §-
radikalini iceren her alt modiili A nin direkt toplam terimi olacak sekilde bir §-
tiimleyene sahip ise Aya giicli @-5-radikal tiimlenmis modiil adi verilir. Bu
calismada tanimlanan bu modillerin temel 06zellikleri arastirilmis, halka
karakterizasyonlar1 incelenmistir. Ozel olarak R ayrik degerlendirme halkasi
tizerinde Rad(A) < A kosulunu gercekleyen bir A modiiliniin gii¢li- § -radikal
tlimlenmis olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul P, R nin maximal ideali; K, R nin
kesir cismi ve Q = K/R olmak flizere A =R* @ K¥ @ Q% @ Bp(1,2,...n) olacak
sekilde x, y, z,n € N mevcuttur olmasi ile verilir.

Two New Genaralizations of Strongly Direct Radical Supplemented Modules
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Radical supplemented module,
Strongly @-§-radical,
Supplemented module,
6-Small submodule

Abstract: A module A is called @-6-radical supplemented if §(A) has a §-
supplement in A that is a direct summand of A. A module 4 is called strongly é-6-
radical supplemented if every submodule of A containing §(A) has a §-supplement
in A that is a direct summand of A. In this paper we investigate basic properties of
these modules and obtain a characterization for §-semiperfect rings. In particular,
a module A with Rad(A) «< A over a discrete valuating ring R, is strongly @-5-
radical supplemented if A =R* @ K¥ @ Q* & Bp(1,2,....n) for x,y,z,n € N and

the maximal ideal P of R where K is the quotient field of R and Q = K/R.

1. Giris

Bu calismada R ile birlesmeli ve birimli halkalar; A ile
de tniter R-modiiller gosterilecektir. Ayrica “B <
A, B 2 Ave A K B” notasyonlar ile sirasiyla B nin, A
nin “alt modiili, biiyiik alt modili ve kiiciik alt
modili” oldugu ifade edilecektirr A nin B alt
modiliiniin, 4 nin sifir alt modiili haricindeki alt
modiilleri ile arakesiti sifirdan farkl ise B ye A nin
biiyiik alt modiilii denir. Diger taraftan A nin her C 6z
alt modili i¢in B + C # A oluyorsa B ye A nin kii¢iik
alt modiilii denir. A nin tiim kiiciik alt modillerinin
toplam1 “Rad(A)” ile gosterilir. B < AigcinB+C = A
kosulunu gercekleyen A nin alt modiillerinden
minimal olam C ise, C ye B nin A da bir tiimleyeni
denir. Bu ise B4+ (C =4 ve BNC < A olmasina
esdegerdir. A modiiliiniin her alt modili tiimleyene
sahipse A ya tiimlenmis modiil denir [1].

Zoschinger timlenmis modiilleri zayiflatarak radikal
timlenmis modiilleri su sekilde tanimlamistir [2, 3]:
Rad(A) < A, Ada tuimleyene sahip ise Aya radikal
tiimlenmis modiil denir. 1990 yilinda Muhammed ve
Miiller ise tiimlenmis modiilleri kuvvetlendirerek, her
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alt modiilii direkt toplam terimi olacak sekilde
tiimleyene sahip modiilleri @ -tiimlenmis modiiller
olarak karakterize etmistir [4].

Bir A modilt icin Z(A) = {a € A| Ann(a) < R} ile
tanimli olmak tzere, Z(A) = Aise Aya tekil modiil;
Z(A) = 0ise Aya tekil olmayan modiil denir. Zhou
kiiciik alt modiillerin genellemesi olan §-kii¢iik alt

modiilleri su sekilde tanimlamistir [5]: g tekil olacak

sekilde A nin her C 6z alt modiilti igcin B + C = Aise B
ye A nin §-kiictik alt modiiliidiir denir ve "B <5 A" ile
gosterilir. A nin tiimé-kii¢iik alt modiillerinin toplami
6(A) ile gosterilir. Ayrica Rad(A) < §(A) oldugu
aciktir. 6-radikali kendisine esit modiillere §-radikal
modiil denir [6]. Bundan yola ¢ikarak Kosan bir
modilin §-tiimleyen alt modiillerini tanimlayarak
her alt modiliiniin § -tlimleyeni mevcut olan
modiilleri §-tiimlenmis modiil olarak tanimlamistir
[7]. Yani her B<AighB+C=A4, Bn
C s C olacak sekilde C < A varsa A4 ya §-tiimlenmis
modil denir. Ayrica, her alt modiili direkt toplam
terimi olacak sekilde §-tiimleyene sahip modiller @-
§-tiimlenmis modiil olarak tanimlanmistir [8].
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Biiyiikasik ve Tiirkmen radikali iceren her alt modiilii
timleyene sahip modiilleri gii¢lii radikal tiimlenmis
modiil olarak tanimlamislardir [9]. Nisanci1 Tiirkmen
ve Pancar sirasiyla radikali, direkt toplam terimi
olacak sekilde tiimleyene sahip modiilleri @-radikal
tiimlenmis modiiller; radikali iceren her alt modiili
direkt toplam terimi olacak sekilde tiimleyene sahip
modilleri giiclii @-radikal tiimlenmis modiiller olarak
tanimlamiglardir, [10]. Eryilmaz 8-radikali igeren her
alt modiilii (zayif) 8- tiimleyene sahip modiilleri gii¢lii
genellestirilmis (zayif) § -tiimlenmis modiil olarak
tanimlamustir, [11].

Bu calismada ise §-radikali ve §-radikali iceren her
alt modili direkt toplam terimi olacak sekilde §-
timleyen sahip olan modiller tanimlanmistir.
Bdylece Nisanci Tirkmen ve Pancar tarafindan
tanitilan modillerin yeni bir genellemesi elde
edilmistir. Bu modiiller arasindaki kapsama iliskin 6z
oldugunu gosteren orneklemelere yer verilmistir.
Sonlu sayida (gigli) @ - § -radikal timlenmis
modiliin toplaminin da (giligli) @ - § - radikal
tlimlenmis oldugu gosterilmistir. Giiclii @-6- radikal
tiimlenmis modillerin alt modillerinin ve faktor
modiillerinin sinifinin hangi sartlarda korundugu
irdelenmistir. Ozel olarak elde edilen diger énemli
bulgularin bir siralamasini su sekilde sunabiliriz.
Direkt toplam terimi 6zelligine sahip bir A modili
giiclii @-5-radikal tiimlenmis ise A dual sonlu @-6-
tlimlenmis modildiir. Direkt toplam terimi 6zelligine
sahip bir R halkasinin §-yarimiikemmel olmas1 i¢in
gerekli ve yeterli kosul her sonlu iiretilmis serbest R-
modiiliin giiclii @-6§-radikal tiimlenmis olmasidir.
Ayrica lokal Dedekind bdlgesi iizerindeki bir A
modiiliiniin giicli @-6-radikal tiimlenmis olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul P, R nin maximal ideali; K, R
nin kesir cismi ve Q = K/R olmak {izereA = R* @
KY @ Q% @ Bp(1,2,...n) olacak sekilde x,y,z,n €N
mevcut olmasidir.

2. Materyal ve Metot

Bu kisimda c¢alismamizin temelini teskil eden
tanimlar1 kurgulamamizi saglayan temel kavramlara
ve yer aldig1 kaynaklara yer verilmistir.

Tanim 1: A bir modiil olsun. A nin radikali olan
Rad(A) alt modiliini iceren her alt modil A da
timleyene sahip ise A ya giiclii tiimlenmis modiil
denir ve kisaca “srs-modiil” seklinde kisaltilir [9].

Tanim 2: Bir A modiliiniin radikali (radikalini
kapsayan her alt modiilii) A da direkt toplam terimi
olacak sekilde tiimleyene sahip ise A ya (giiclii) @-
radikal tiimlenmis modiil denir [10].

Glgclii @ -radikal tiimlenmis modiller igin ilgili
kaynakta @-srs-modiil kisaltmasi kullanilmistir.

Tanim 3: Bir A modiliiniin §- radikalinin her alt
modili A da §- tiimleyene sahip ise A ya giiclii

genellestirilmis §-tiimlenmis modiil denir ve kisaca “6-
SGS modiil” ile gosterilir [11].

Tanim 4: A bir modiil olsun. §(4), A modiiliinde
direkt toplam terimi olacak sekilde bir tiimleyene
sahip ise A modiiliine @-§-radikal tiimlenmis modiil
denir.

Tanim 5: Bir A modiiliniin §(A) alt modilini
kapsayan her alt modiilii A da direkt toplam terimi
olacak sekilde §-tiimleyene sahip ise, A ya gicli @©-5-
radikal tiimlenmis modiil denir.

3. Bulgular

Onerme 1: Her §-radikal modiil (giiclii) @-5-radikal
tiimlenmistir.

ispat: A bir §-radikal bir modiil olsun. Bu durumda
A =6(A) dir ve acgik olarak 0 <A ,6(A) nin A da
direkt toplam terimi olacak sekilde bir § -
timleyenidir. Dolayisiyla 4, @-6- radikal tiimlenmis
moduldiir. Diger taraftan §(4) = A yani 6(4) alt
modilini igeren A dan farkl bir alt modiil yoktur.
{0} da A nin direkt toplam terimi olacak sekilde &-
tiimleyeni oldugundan A gigli @ - § -radikal
tlimlenmistir.

Onerme 2: A bir modiil olsun. Ps(4) =Z{B <
A| 8(B) = B} < A (giiclii) @-5-radikal tiimlenmistir.

Ispat: Ps (4), Amin en biiyiik §-radikal alt modiilii
olacagindan Onerme 1 geregi iddia aciktir.

Yardimci Teorem 3: A (gigli) @ - § -radikal
tiimlenmis modiil olsun. Bu takdirde A4, §-radikal
direkt toplam terimine sahiptir.

ispat: A (giiclii) @-6-radikal tiimlenmis modiil olsun.
Bu takdirde §(A) + B = A4,5(A) N B = §(B) K5 Bve
A =B @ B' olacak sekilde B < A mevcuttur. Bu
durumda 6(4) = 6§(B) @ 6(B") olup A =6(A) + B =
[6(B) ® 6(B')]+ B =B ® §(B’) esitliginin her iki
tarafimin B’ ile arakesiti alimirsa B’ = §(B’) elde
edilir.

Onerme 4: 4, P; (A) = 0 kosulunu gercekleyen bir
modil olsun. Eger A (giiclii) @-6-radikal tlimlenmis
ise, §(A) K5 A dir.

Ispat : A (giiclii) @-5-radikal tiimlenmis oldugundan
S5(A)+B=4,6(A)nB=68(B)<sB ve A=B®B
olacak sekilde B,B' < Avardir. Yardimc1 Teorem 3
den &(B')=B' <A ve Ps(4A)=0 oldugundan
6(BY=B"=0 olup A=B elde edilir. Buradan
6(A) K5 A olur.

Onerme 5: A, 5(A) < A kosulunu gercekleyen bir
modiil olsun. Bu takdirde A @-§-radikal tiimlenmis
modiildiir.

Ispat: §(4) + B = A olacak sekilde herhangi bir B <
A i¢in § (A) K A oldugundan B = A dir. Ayrica
S(ANB=68A)NA=5A) KA ve A=

128



E. Oztiirk Sézen / Giiglii Direkt Radikal Tiimlenmis Modiillerin ki Yeni Genellestirmesi

A ®0 oldugundan A & - § -radikal tiimlenmis
modiildiir.

Sonu¢ 6: Her 6 -esatomik modiil @ -6 - radikal
tliimlenmistir.

Teorem 7: A A,, .., A, (gicli) @ - § - radikal
timlenmis modiil ise 4; @ A,® ... BA,, (gigli) H-6-
radikal tlimlenmis modiildiir.

Ispat: n = 2 icin iddiamin dogrulugunu géstermek
yeterlidir. A; ve A, §-radikal tiimlenmis modiiller
olmak tzere A = A; DA, olsun. Buradan A = §(4) +
A; + A,yazilabilir. O halde, {0} alt modila &(A) +
A, + A, nin A da asikar 6 -tlimleyenidir. 4, N
(6(A) + A,) < Ajalt modiiltii¢in A, N (6(4) +4,) =
4, N [(5(141 )+ 6(142)) +A4; =4, n(6(A) +4A) =
(6(A2) + A1) NA; =68(4;) + (AL N Ay) = 6(42)
olup A, @-4- radikal tiimlenmis oldugundan §(4,) +
B =A,, 6(A,)NB K s B ve A, = B®B' olacak
sekilde B,B'< A, vardir. O halde B,4,n
(6(A) + A;) in A, de direkt toplam terimi olacak
sekilde § -tiimleyenidir. O halde B+ 0 = B,§(4) +
A,in A da §-tiimleyeni olur. Simdi de benzer yolla
A; N (8(A) + B) in A; de direkt toplam terimi olacak
sekilde bir § -timleyeninin varligini gosterelim.
Burada AN(BA)+B)=A4,n(6(A) +6(4,) +
B) =8(A) +[A; n(8(4;) + B)] = 6(A) + [A1n
A,]=8(4) ve A @ - & -radikal tiimlenmis
oldugundan bir C < A;i¢in 4; = 6(4,) +C, 6(4,) N
C KsCveA; =C+C' dir. O haldeC,A; n (6(A) +
Y) nin A, de direkt toplam terimi olacak sekilde bir §-
timleyenidir. Sonu¢ olarak B + C, 6(A) nin A dad-
tlimleyenidir. Ayrica A=A,0A, =
(COC)D(BDYB') = (COB)D(C'®B’') oldugundan
C + B,Ada bir direkt toplam terimidir. Buradan 4,
@-6-radikal tiimlenmistir.

Simdi de A; ve 4, giicli @ -6 -radikal tiimlenmis
modiller iken direkt toplamlarmin da gigli @- 6-
radikal tiimlenmis oldugunu gosterelim. A = A; @A,
ve B, A modiiliiniin § (4) alt modiiliint kapsayan keyfi
bir alt modiili olsun. Bu durumda A = 4; + A, + B
yazilabilir. O halde 4, +A4,+B , {0} - 6 -
timleyenine  sahiptir. §(4,) < 6(A) <B<B+
A,ved(A,) <A, olup 6(4,) <A, Nn(B+A4,) dir
Hipotez geregince A, gii¢lii @-§-radikal tiimlenmis
modiil oldugundan 4, N (B + A4,) < 4,,A,de direkt
toplam terimi olacak sekilde bir C §-tiimleyenine
sahiptir. Sonu¢ olarak ¢ B+ A4; icin ,A da
& —tiimleyendir. Diger taraftan §(4;) < 8(4A) <B <
B+ C ve §(4,) < A; oldugundan §(4,) <A, n(B +
C) dir. Hipotez geregi A; giicli §-radikal tiimlenmis
oldugundan A, N (B + C), A;de direkt toplam terimi
olacak sekilde bir D §-tiimleyenine sahiptir. Sonug
olarak D + C,L nin A da direkt toplam terimi olacak
sekilde bir §-tiimleyenidir. O halde A gii¢li P-4 -
radikal tlimlenmis moddldiir.

Yardimc1 Teorem 8: 4 bir modil B,C < A olsun.
C K s Ave B + C, A da bir §-tiimleyene sahip ise B, A
da bir §-tiimleyene sahiptir.

Ispat: X,B + C nin A da bir §-tiimleyeni olsun. Bu
durumda (B+C)+X=Ave (B+C)NX K5 X dir.
Buradan (B+X)+C =4 ve C <5A oldugundan
AC' < C projektif yar1 basit alt modild igin
(B+X)®C'=A dir. O halde, B+(XPC)=A4
oldugu agiktir BN (X @ C") K5 X D C' oldugunu
gosterelim. BNX®C)Y=BnX<(B+0C)Nn
X K5 X < X®C' oldugundan BN (X P C') < XBC'
bulunur. Sonug¢ olarak, X@ C’', A da B nin bir
§ —tiimleyenir.

@ - § -timlenmis her modil giicli @ - § -radikal
tiimlenmistir. Onerme 9 ve Onerme 10 da 6zel sartlar
altinda tersinin de dogrulanabilecegini gérmekteyiz.

Onerme 9: A direkt toplam terimi 6zelligine sahip
gicli @ - § -radikal tiimlenmis modil olsun.
6 (A) Kg Aise A bir @-§-tiimlenmis modiildiir.

Ispat: B < A olsun. B < B + §(A) < A ve A giigli @-
6 - radikal timlenmis modil oldugundan, A =
(B+6(A)+U,(B+6A)NUKsUveA=UDU'
olacak sekilde U, U’ < M vardir. Buradan Yardimci
Teorem 8 geregi projektif yari basit bir P’ < §(A) i¢in
U@ P', Bnin A da bir §-timleyenidir. Ayrica A =
UBU ve A=UPB+P)=B+U)PP ve A
direkt toplam terimi ozelligine sahip oldugundan
U @ P’, A nin direkt toplam terimidir. Sonug olarak A
bir @-4- timlenmis modildiir.

Onerme 10: A giiclii @-6-radikal tiimlenmis modiil
olsun. §(A) < A ise A @-§-tiimlenmis modiildir.

Ispat: B <A keyfi olsun. B<B+6(A) <A ve A
giiclii @-6-radikal timlenmis modiil oldugundan A =
(B+68(A)+U,(B+5ANNUKsUveA=UDU’
olacak sekilde U,U’ vardir. A= (B +U) + §(A4) ve
6(A) < A oldugundan A = B + U olur. Diger taraftan,
BNU < (B+6(4)) NU Kg U oldugundan U, B nin A
da direkt toplam terimi olacak sekilde §-tiimleyeni
olur. Sonug olarak A @-§-tlimlenmis modiildiir.

Sonug¢ 11: 4, §-esatomik modiil olsun. A modiiliiniin
giiclii @-6-radikal tiimlenmis olmas i¢in gerekli ve
yeterli kosul A nin @-§-tlimlenmis olmasidir.

Onerme 12: A parcalanamaz ve §(4) # A kosulunu
gercekleyen giiclii @ -6 -radikal tiimlenmis modiil
olsun. Bu takdirde §(4) <5 A dir.

ispat: A giicli @ - 6 -radikal tiimlenmis modiil
oldugundan 6(4A)+B =4, §(A)NB KsgB ve A=
B @ B' olacak sekilde B,B' < A vardir. Ayrica A
parcalanamaz oldugundan B=0veyaB=A
olmaldir. B = 0 ise §(A) = A geliskisi elde edilir. Bu
durumda B=A olmalidir. 6(4)n
B s Bigin §(B) <g B olup §(4) <5 A bulunur.

Asagidaki onerme gliclii @-6-radikal tiimlenmis bir
modiliin faktér modiliiniin de belli sartlar altinda
giicli @ - 6 -radikal tiimlenmis modil oldugunu
gosterir.
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Onerme 13: A giiclii @-6-radikal tiimlenmis modiil
olsun. B < A karakteristik alt modil ise g bolim
modiili giiclii @-§-radikal tlimlenmistir.

Ispat: B < A karakteristik alt modili ve % < g

faktor modili; 6(%) < %olacak sekilde herhangi bir
alt modiili olsun. a: 4 — gdogal epimorfizmasi i¢in
a(6(4)) = W% < 5(2) < % oldugundan §(4A) <N
oldugu kolayca goriliir. A gigli @ - § -radikal
tliimlenmis oldugundan A=N+S, NNS K5 S ve
A =5 @ S’ olacak sekilde S, S’ < A vardir. Buna gore
S, N nin A da §-tiimleyeni oldugundan HTB, % nin % de

§ -tlimleyeni olur. Ayrica A=S@®S' ve B<A

karakteristik alt modiil oldugundan B=(SnB)&
(S’ n B) olur. Buradan == SO;BG) ﬂ oldugunu
gosterelim. A=S®S’=>A—S+S’ >S=224
s'+B

—— oldugu agiktir. B = (SnB) & (S"nB) oldugu

g0z oniine alinarak
S+B _ S'+B _ s+[(SnB)+(s'nB)] _ s'+[(snB)+(S'nB)]
B B B B
S+(s'nB) _ s'+(snB) __ [(S+(S'nB)nS'1+(snB) _
B
[(s'nB)+(sns")]+(snB) _ (snB)+(s'nB)

B B
S+B A A .. , . .
= <¢ . olup . giiclii @-6-radikal tlimlenmistir.

=0 oldugundan

Sonu(,‘ 14: A giicli @-6-radikal tiimlenmis modiil ise
5@ )yarl basittir.

ispat: 5(A) < A karakteristik alt modiil oldugundan
acikga gorilir.

Onerme 15: A bir modil olsun. Bu takdirde

§(Ps(A)) = Ps(A) dur.

ispat: 6(P5 (A)) < Ps(A) oldugu agiktir. Tersine a €

Ps(A) olsun. Ps(A) =) wn<a N oldugundan a =
8(N)=N

ki, + ki, +--+k; olacak sekilde kij € Nl-]. (=
1,2,...,n) vardir. Nl-]. = 5(Ni,-) oldugundan kl-]. €
é‘(Nl-j) icin Rki,- Lg Nij dir. Buradan [5] (Lemma 1.2)
geregi  Ra <5 Ny + Ny, +--+ N, <Ps(A) olup
Ra <5 Ps(A) = a € §(Ps(A)) elde edilir. Bu ise
Ps(A) < 6(P5(A)) olmasi1 demektir. Sonug¢ olarak
6(P5(A)) = P5(A) olup Ps(A), A nin en biiyik § -
radikal alt modiilidiir.

Onerme 16: 4 @-6-radikal tiimlenmis modiil ise
@-6-radikal timlenmistir.

Ps(4)

Ispat: :4 —
a(6(4)) = 6(
5(

dogal homomorfizmas1 igin

8(A)+Ps(4) _ 8(4)
Ps(a)  PsA) —

icin 6(A) < N ve

A
P 5(4)

oA )) olacaglndan
4

A N
8 <
Pa(A))dlr 6 (Ps(A)) P5(A) _ Pé-(A)

A @-§-radikal tiimlenmis oldugundan 6(4) + N = A4,

S(A)NN K5 N ve A N @ N’ dir. Bu durumda
N+Pg(4) 5(4)

Paa) ’ Pa(d) nin — (A) de bir § — tiimleyeni olur.
A N+Pg(4) N +P5(A) N+Pg(4)
A,yrlca’ Pa(A)’_ Ps(A) Ps(A) Ps(4) n
N'+P5(A) _ (NON)+Ps(A) N+Ps(4) A
Pald) Pal) = 0 olup e’ Pald (A) nin bir
direkt toplam terimidir. Sonug olarak 69 6-

radikal tlimlenmistir.

C')nerme 17: A giigli @-5-radikal tiimlenmis modiil
ve — pr0]ekt1f olsun. Bu takdirde 6(A4) nin @-6-

tumlenm1$ olmasi icin gerekli ve yeterli kosul A nin
@-6-tlimlenmis olmasidir.

ispat: (=): i) projekif oldugundan 0 — §(A4) —»

A— ﬁ — O kisa tam dizisi parc¢alanabilirdir [1].

Bu durumda A = §(4) EB )yazﬂlr Dolayisiyla B =

6(A) kosulunu saglayan B < A alt modili icin 4 =

6(A) @ B yazilir. A giigli @ -6 -radikal tiimlenmis

modil oldugundan Sonu¢ 14 geregi ﬁ—B
yaribasittir. Dolayisiyla B, @ - § -timlenmistir.

Hipotezden § (4) @-6-tiimlenmis oldugundan, sonlu
toplamlari olan 4 da @-6-tiimlenmis modiildiir [8].

(&): A @-5- timlenmis modiil olsun. §(4) < A bir
direkt toplam terimi ve karakteristik alt modiilii
oldugundan [12] (Teorem 2.9) geregi iddia agiktir.

Onerme 18 ve Teorem 21 de (gii¢lii) @-5-radikal
tlimlenmis bir modiiliin belli 6zellikli alt modiillerinin
de (giicli) @ - 6§ -radikal tiimlenmis olabilecegi
gosterilecektir.

Onerme 18: A giiclii @-6-radikal tiimlenmis modiil
ve C, A nin dual sonlu karakteristik alt modili olsun.
Eger C <g A ise C gliclii @-J-tiimlenmis moduldiir.

Ispat: L,C modiilinin §(C) <L olacak sekilde
herhangi bir alt modiilii olsun. C < A dual sonlu ve
direkt toplam terimi oldugundan A = C@®U olacak
sekilde sonlu iretilmis U <A vardir. U sonlu
iiretilmis oldugundan 6(U) <5 U [13]. Ayrica A =
C @ U oldugundan §(A) = 6(C)DSU) olup §(C) <
L=8C)+8WU)<L+68U)=68A)<L+68U)<
A olur. Buradan hipotez geregi A gii¢clii @-J-radikal
timlenmis modiil oldugundan (L +8(U)) + N = 4,
(L+8(U)NN KsNveA=N@N' olacak sekilde
N,N' <A vardir. (L+N)+5WU) =4 ,
S(U) K5 AisedY < §(U) projektif yar1 basit alt
modili icin(L+N)PY=A=>L+(NPY)=4A>
[L+(N®Y)]NC=4ANnC=>L+[(YON)NC] =
CoL+[(YNnOBINNC)]=L+(NnC)=C dir
(Ciinkil Y <6(U)<U veY<USYNC<UNC=

YNC=0) Buradan LN(CNN)=LNN<(L+
SUNDNNKLsN=>LN(CNN)KsA dir. C<A
karakteristik alt modiilii oldugundan € = (C N N) @
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(CnC") dir. Ayrica, Ln(CNN)<A bir 6§ -
timleyen, LN (CNN)<CNN<A ve CNN<gA
oldugundan LN (CNN) K5 C NN olur. O halde C
glclii @-6- radikal timlenmistir.

Sonug 19: A giiclii @-§-radikal timlenmis ve §(4), A
nin dual sonlu ve direkt toplam terimi olacak sekilde
bir alt modiili olsun. Bu takdirde §(A4) gii¢lii @-6-
radikal timlenmis olur.

Yardimcr Teorem 20: A bir modiil ve §(A) < B <A
olsun. B <g A = §(A) = §(B) dir.

Ispat: B <g; A= A = B®B' olacak sekilde 3B’ < A
vardir. Bu durumda 6(4) = §(B)®6(B') olup §(4) N
B =[8(B)®S(B)]NB = 6(A) = 6(B)®[S(B') N B]
elde edilirr Buradan 6(B))NB<B'NnB=0>=
(6(B')NB) =0= §(A) = §(B) bulunur.

Hatirlatmak gerekirse bir A modili, 4 = 4, + A4,
kosulunu saglayan A;, 4, <g A icin A;NA, <g A
oluyorsa A modiili (D3) 6zelligini sagliyor denir.

Teorem 21: A (D;) kosulunu gergekleyen giicli P-6-
radikal tiimlenmis modil ve B, A modiiliiniin §(4) <
B olacak sekilde bir alt modiilii olsun. B <g Aise B
giiclii @-6-radikal tiimlenmistir.

Ispat: §(B) < L < B olacak sekilde herhangi bir alt
modil olsun. §(4) <B ve B <g A ise Yardima
Teorem 20 geregi §(A) = §(B) olup 6(4) < L olur. A
giiclii @-4§-radikal tiimlenmis oldugundan, A =L +
N,LNN «Ks NveA =N @ N'olacak sekilde N,N' <
Avardir. A =L+ N i¢cin modiiler kuraldan B =A4nN
B=(L+N)nB=L+ (NnB) dir. Ayrica A=B+
N,B <g A ve N <g A olup A (D;) ozelligine sahip
oldugundan BN N <g A dir. Bu durumda birX < A4
icinA=BNN)®Xdir.Ln(BANN)<LNN <Kz N
oldugundan LN (BNN) Ks A dir. Ayrica BN
N <g Aodugundan L Nn (B N N) Ks BN N dir. Sonug
olarak BN N, L nin B de bir §-tiimleyenidir. Ayrica,
Modiiler kural geregi B<Aigcin A=(BNN)DX
iken B=(BNN)® (BNX) olup BNN <g A dir.
Dolayisiyla B giigli @ - § -radikal tiimlenmis
modiildiir.

Teorem 22: A parcalanamaz modiil olsun. 4 gii¢lii
@-6-radikal tiimlenmis modiil ise §(4) = Aya da 4
6-lokaldir.

ispat: Kabul edelim ki §(4) # A olsun. Bu takdirde%

tekil olacak sekilde 3C < A maksimal alt moduli
vardir. A giiclii @ -4 -radikal tiimlenmis modil ve
6(A) < Coldugundan A =C+ N,CNN KgNved=
N @ N’ olacak sekilde N,N'<A vardir. C<A
maximal ve N, C nin A da §-tiimleyeni oldugundan
[14] (Lemma 2.22) geregi N §-lokal ya da projektif
yar1 basittir. A par¢calanamaz modiil oldugundan A =
N@N' icin N=0veyaN=A dirr N=0=>A4A=C
bulunur ki bu durum C nin maksimalligi ile ¢elisir. O

halde N = A olmalidir. Bu durumda A §-lokal ya da
projektif yar1 basittir. 6(4) # A oldugundan A
projektif yar1 basit olamaz. A §-lokaldir.

Onerme 23: A direkt toplam terimi 6zelligine sahip
bir modiil olsun. A giicli @ -6 -radikal tiimlenmis
modiil ise A @-5-dual sonlu timlenmistir.

ispat: Teo 2.7 [12] geregi A modiilii DTT ézelligine
sahip oldugundan A nin her L maksimal alt
modiilliniin A da direkt toplam terimi olacak sekilde
bir § -tlimleyeninin varligim gostermek yeterlidir.
VL < A maksimal alt modili icin §(4) <L V
S(A)£L. 6(A)<LiseA gigli & - § -radikal
tlimlenmis modil oldugundan L, A da direkt toplam
terimi olacak sekilde bir § -tiimleyene sahiptir.
6(A) £ Lise3da € 6(A4) icin a¢ldirL<A
maksimal oldugundan L+Ra=A dir. ac€
&(A) oldugundan Ra <5 A olur. Bu durumda 3D <
Ra projektif yar1 basit alt modild icin L@ D =A4
olup D, L nin A da direkt toplam terimi olacak sekilde
§ -timleyenidir. Sonu¢ olarak A @ -6 -dual sonlu
tlimlenmistir.

Onerme 24: A bir modiil ve §(4) < A dual sonlu alt
modili olsun. A, @-§-dual sonlu timlenmis modiil
ise A giiclii @-6-radikal tiimlenmistir.

ispat: B, A 5(A)<B
gercekleyen keyfi bir alt modiili olsun.ﬁsonlu

modiliiniin kosulunu

As(a)
B/sca
Hipotez geregi A, @ - § -dual sonlu tiimlenmis
oldugundan B, A modiiliinde direkt toplam terimi
olacak sekilde §-timleyene sahiptir. Dolayisiyla A
giicli @-6-radikal tlimlenmistir.

iiretilmis oldugundan = gsonlu iiretilmis olur.

Onerme 23 ve Onerme 24 geregi asagidaki sonug
verilebilir.

Sonu¢ 25: Aes modil ve §(4) < A dual sonlu alt
modiili olsun. A modiiliiniin glgli @-46- radikal
tiimlenmis olmasi icin gerekli ve yeterli kosul A
modilinin @-6-dual sonlu tiimlenmis olmasidir.

Onerme 26: A parcalanamaz modiil olsun. Bu
takdirde A nin @-6- radikal tiimlenmis olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul 6(4) <5 A veya §(A) =4
olmasidir.

Ispat: A parcalanamaz modili @ - § -radikal
tiimlenmis olsun. Bu durumda §(4) + B = 4, 6(4) n
B Ks B ve A=B @ B’ olacak sekilde 3B,B' < A
vadir. A par¢alanamaz oldugundanB =0 V B =A
dirr. Eger B=0=>6§(4)=A dir. Eger B=
Aise 5(A)NB =8(B) =6(4A) Kg A dir. Tersine
6(A) = A olsun. Bu durumda A § -radikal modiil
olacagindan Onerme 1 geregi iddia agiktir. §(4) <5 A
olsun. Bu durumda §(4) + L = A olacak sekilde bir
L < Aigin hipotez geregi H ® L = A olacak sekilde
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projektif yar1 basit bir H < §(4) vardir. A
parcalanamaz oldugundan H =O0veya H = A dir.
H=0=L=A4,6(4A) nin Ada direkt toplam terimi
olacak sekilde §-tiimleyenidir. H = AiseL=0= A =
5(A) olup Onerme 1 geregi A, @ - § -radikal
tlimlenmistir.

Asagidaki onermede giiclii @-6-radikal tiimlenmis
modiillerin §-yar1 mikemmel halkalar tizerinde bir
karakterizasyonu verilmektedir.

Onerme 27: R direkt toplam terimi ézelligine sahip
bir halka olsun. R nin §-yar1 miikemmel halka olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul her sonlu iiretilmis
serbest R-modiiliiniin giiclii @-§-radikal tiimlenmis
olmasidir.

Ispat: (): I ={1,2,...,n} bir indis kiimesi ve F =
RW sonlu iiretilmis serbest R-modiil olsun. R, §-yar1
miikemmel oldugundan [8] (Lemma 3.5) geregi @-6-
timlenmistir. Dolayisiyla gR giicli @ - § -radikal
timlenmis modiildiir. Sonlu sayida gii¢li P-6-radikal
tlimlenmis modiiliin toplamida gii¢li @ -6 -radikal
timlenmis oldugundan F i¢in iddia dogrulanir.

(<): Her sonlu iiretilmis serbest R-modiil gii¢glii @-6-
radikal timlenmis olsun. Bu durumda
rR glicli @ -6 - radikal tiimlenmistir. gR sonlu
tiretilmis oldugundan §(R) <5 R olup Onerme 2
geregi gR @-6-timlemistir. [8] (Lemma 3.5) geregi
R §-yar1 miikemmel halkadir.

Gugcli @-radikal tiimlenmis her halka @-§-radikal
timlenmistir.  Asagida  tersinin  her  zaman
gerceklenemeyecegi bir 6rnekle dogrulanmaktadir.

Ornek: T =[[Z,,R =< ®2,Z,,1; > <R olsun R
regiiler olan ancak yar1 miikemmel olmayan bir halka
ornegidir. Bu durumda [15] (Cor. 2.4) geregiR
izerinde giicli @-radikal tiimlenmis olmayan sonlu
iretilmis serbest bir A modilli mevcuttur. Diger
yandan regiiler R halkas1 tzerindeki her serbest
modil regiler oldugundan gR regiilerdir [15].
Dolayisiyla direkt toplam terimi o6zelligine sahiptir.
Diger yandan gzR& - yar1 milkemmel halka
oldugundan Onerme 27 geregi A R-modiilii giiclii -
§-radikal timlenmistir.

R bir Dedekind Bélgesi ve D, R nin sifirdan farkli bir
ideali olsun. n € N olacak sekilde K;(1,2,..n)
notasyonu ile %, %, e) ;;n kopyalarinin direkt toplami

gosterilecektir.

Onerme 28: R ayrik degerlendirme halkasi ve 4,
RadA « A olacak sekilde bir R-modiil olsun.

1. A @-tiimlenmistir.

2. A giiclii @-radikal timlenmistir.
3. A giicli @-6-radikal timlenmistir.
4. A @-6-tiimlenmistir.

5.x,y,z ve n dogal sayilar olmak lizere A = R* @
KY @ Q @ Bp(1,2,...,n) seklindedir.

ispat: (1) = (2) = (3) tamimlar geregi aciktir.
(3) = (4) Onerme 10 dan aciktir. (4) = (5) = (1)
[12] (Teorem 5.4) den agiktir.

Ornek: z-modiill z modiiliiniin §-esatomik modiil
oldugu [16] (Example 2.19(3)) den goriilebilir. Ayrica
[16] (Lemma 2,3) geregi, §(z)< zoldugu da goz
oniine alimirsa Onerme 5 geregi z-modiil z nin @-6-
radikal tiimlenmis modiil oldugu dogrulanr. ilaveten,
bu 6rnegin Onerme 4 ii de somutlastirdig1 goriilebilir.

4. Tartisma ve Sonug¢

Bu ¢alismada kurgulanan tanimlarin 1s18inda, verilen
bir A modiili i¢in asagidaki diyagram elde edilir.
Giiclii @ -radikal tiimlenmis modil = gii¢li H-6-
radikal timlenmis modiill = @-§-radikal tiimlenmis
modiil P-srs-modillerin sinifi ile gii¢li P-J-radikal
tlimlenmis modiillerin sinifi arasindaki kapsamanin

6z olmasinin  vurgulanmasinin  yanisira ayrik
degerlendirme  halkasi  lizerinde Rad(4) K A
kosulunu gercekleyen M modiilleri i¢in bu
kavramlarin  denkliginin  gosterilmesi  oldukga
onemlidir.
TesekKkiir

Bu ¢alismanin gelistirilmesine ve degerlendirilmesine
katki saglayan degerli hakemlere tesekkiirii bir borg
biliriz.
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