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Elastik Zeminlere Oturan Plaklarin Sonlu Izgara
Yontemi ile Yaklasik Coziimii

A. Halim KARASIN*
Polat GULKAN**

oz

Elastik zemine oturan plaklara miithendislik mekaniginde genis bir uygulama alanina sahip
olmasi nedeniyle biiyiik ilgi gosterilmektedir. Birgok miihendislik yapilarinda yatay ve
dikey yiiklerin zemine aktarilmast 6nemli bir problem olarak karsimiza g¢ikmaktadir.
Genellestirilmis zeminlerde model plak ve zemin arasindaki temas noktasinda sadece
basing degil ayn1 zamanda yayli momentlerin de oldugu varsayilmaktadir. Bu ¢aligmada iki
parametreli elastik zeminlerle tasinan kiris elemanlart igin bilinen rijitlik matrisleri
gelistirilerek plaklarin 1zgara seklinde modellenmesi saglanmistir. Bu modelleme ile iki
parametreli zeminlere oturan plaklar i¢in bir sonlu 1zgara ¢6ziimii gelistirilmistir. Bu sayisal
metot ile zeminin siireksiz ve gelisigiizel degisimi gibi parametrik degisimlerin bulunmasi
halinde de uygulanabilir olmas1 6nemli bir avantajdir. Bu metot kullanilarak cesitli siir ve
yiikleme tiplerine sahip plak problemleri ¢éziimlerinde makul sonuglar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Elastik zemin, [zgara ile modelleme, Plak analizi

ABSTRACT
An Approximate Finite Grid Solution for Plates on Elastic Foundations

Plates on elastic foundations have received considerable attention due to their wide
applicability in engineering mechanics. In many engineering structures transmission of
vertical or horizontal forces to the foundation is a major challenge. As a first approach to
model it may be assumed that the foundation behaves elastically. For two parameter elastic
foundations the model assumes that at the point of contact between plate and foundation
there is not only pressure but also moments caused by interaction between the springs. In
this study, the exact stiffness matrix of the beam element on two-parameter elastic
foundation is extended to plates. Some examples of plates on two-parameter elastic
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foundation were solved by the finite grid solution. Comparison with known analytical
solutions and other numerical solutions yields accurate results.

Keywords: Elastic foundation, Grids, Plate analysis

1.GiRiS

Zemin yap1 iliskisi bir biitiin olarak birgok uygulamanin ilgisini olusturmaktadir. Birgok
miihendislik yapilarinda yatay ve dikey yiiklerin zemine aktarilmasi: dnemli bir problem
olarak karsilanmaktadir. Karmasik yapilarindan dolay1 zeminlere oturan plaklar i¢in uygun
bir analitik model bulmanin zorlugu nedeniyle bazi basitlestirilmis modeller gelistirilmistir.
[11, [2], [3] Ik olarak 1867°de Winkler zeminini elastik bir davrams gosterdigi
varsayimiyla modellemistir. Bu modelleme ¢okme ve basincin kiigiik ve birbirleriyle
orantili olmasi kosulu ile yiikiin kaldirilmasiyla elemanlarin orijinal hallerine donecegini
varsayar. Bu varsayimda zeminin tepki kuvvetleri her noktada tasidigi plagin ¢okmesiyle
orantili oldugu formiilasyona girmistir.

p(x,y)=kwx,y) (D

Bu formiilde p(x,y) zemine etkiyen basin¢, w(x,y) zemin ¢okme miktar1 (L), k; Winkler
parametresini (F/L°) ifade eder.

Daha gercekgei bir yaklasim ile 1940°ta Filonenko — Borodich tarafindan zeminin Winkler
modelinde temsil edildigi yaylarin uglart sabit bir ¢cekme T kuvvetine esit gergin elastik
membranlarla bagli oldugu farz edilmistir.

o’ w(x, o’ w(x,
p(x,y)=kpw(x,y)+T( Z(f Y, Sy, @)
X oy

Winklerin 6ngérdiigii zemin modellemesini 1946’da Hetenyi iki boyutlu kiris veya ii¢
boyutlu elastik plak problemlerine uygulanabilirligini saptamistir.

LW y)  0Tw(x,y)

o' w(x,
wxy) L)k yw(x,y)=q(x,y) 3)

ox? ox’oy? oy

D¢

Daha sonra 1954’te Pasternak ise yaylar arasinda bir kesme etkilesimi oldugunu farz
etmistir. Bu yaklagimla yaylarin iist uclart sadece diisey kesme deformasyonlarina direngli
sikistirllamayan bir tabaka ile baglandig1 varsayilmistir. Buna gore kg Pasternak ikinci
parametresi (F/L) olarak ifade edilmektedir.

o2 w(x, o2 w(x,
P )= k() kg (oae ) SO, )
ox oy

Genellestirilmis temel olarak 1964’te Kerr tarafindan adlandirilan baska bir modelde ise
zeminlerde model plak ve zemin arasindaki temas noktasinda sadece basing degil ayni
zamanda yayli momentlerin de oldugu varsayilmaktadir. Bu momentlerin déonme agist ile
ikinci zemin parametresi, &y, ile orantili oldugu kabul edilmektedir.

4446



A. Halim KARASIN, Polat GULKAN

0° , 0° .
px,y)=kw(x,y)+ky( ng ), Owny), 5)

Vz, w

Sekil 1. Plak ile iki parametreli zeminin temsili

Yukaridaki (2), (4) ve (5) no.lu denklemler ikinci parametreler disinda tamamen aynidir.
Ikinci parametrelerin sabit degerlerden olusmasindan dolay1 denklemlerin 6zellikleri
aynidir. Dolayisiyla ikinci parametreler (7, kg, k) yerine k, gosterimi daha uygun olacaktir.
Denklem (3)’te iki parametreli olarak gelistirilerek veya denge denklemlerinden Sekil 1°de
goriilen iki parametreli zemine oturan temsili bir plaginin ¢ézlimii kapali diferansiyel
denklemi soyle yazilabilir.

D(a4:v+2 824W2+a4:v)+k,w+k2(az—?}+azzv):q 6)
Ox Ox~“0y oy Ox oy

Bu denklemde;

w=w(x)y) : plak deplasmani

D=Et3/(12 (1- v?)): plak rijitlik modiilii

T : plak kaliligt

N : Poisson orani

E : Elastisite modiilii

q=qxy) : plaga etkiyen yayl yiik

k; : Winkler parametresi (F/L?)

ks : genel ikinci zemin parametresi (F/L)

4447



Elastik Zeminlere Oturan Plaklarin Sonlu Izgara Yontemi ile Yaklasik Coziimii

Denklem (6)’nin ¢dziimii igin belli yiik ve sinir sartlarina gore, sonlu elemanlar yontemi
(FEM), smir elemanlar yontemi (BEM), sonlu farklar yontemi (FDM) gibi sayisal
metotlardan faydalanilabilir. Bu c¢alismada iki parametreli ( k;, k; ) clastik zeminlerde
tagman kiris elemanlar icin daha once ¢ikartilan [4],[5] rijitlik matrisleri gelistirilerek
plaklarm 1zgara seklinde modellenmesi saglanmistir. Bu modelleme ile genellestirilmis
zeminlere oturan plaklar i¢in gelistirilmis bir sonlu 1zgara ¢oziimii gelistirilmistir. Bu
say1sal metot ile zeminin siireksiz ve gelisigiizel degisimi, plak kalmliginin degismesi gibi
parametrik degisimlerin bulunmasi halinde de uygulanabilir olmas1 6nemli bir avantajdir.

2. PLAKLARIN IZGARA ELEMANLARI OLARAK MODELLENMESi

Degisik yiik ve zemin sartlari igin bir veya iki parametreli (k;, k) elastik zeminlerde tasinan
kirisler i¢in bulunan rijitlik matrisini genellestirilmis zeminlere oturan plaklara uygulamasi
yapilmustir. Iki parametreli zeminlere oturan plaklarin kesin bir rijitlik matrisine sahip sonlu
serit elemanlarin olusturdugu bir 1zgara sistemi ile temsili varsayilmaktadir. Bu plaklarin,
miinferit pargaciklarla modellenmesi igin 1zgara benzetmesi yapilarak ayni diizlemde
bulunan Sekil 2’ de gosterildigi gibi dikdortgen plak geometrisini verecek sekilde
birbirleriyle kesisen iki paralel kiris grubuyla temsil edilmistir[6]. Bu varsayim sonucu
farkli geometrideki plaklarinda modellenebilmesi miimkiindiir.
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Sekil 2. Dikdortgen bir plagin birbirlerine dik iki kirig grubuyla izgara seklindeki
gosterimi ve diigiim noktalarindaki i¢ ve dig kuvvet ile deplasmanlar.
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Kiris elemanlarinin her biri tekil bir eleman seklinde ele alinmakta ve bunlarin rijitlik,
geometrik rijitlik ve kiitle matrisleri kapali ¢6ziim denklemleriyle ifade edilmektedir.
Miinferit olarak modellenen bir plagin Sekil 1° de gosterildigi gibi her ugta eksenel donme,
egilme ve diisey deplasman olmak iizere ii¢ serbestlik derecesine sahip kiris elemanlarinca
temsil edilmektedir. Kapali rijitlik matris katsayilar1 gerekli doniigiimlerle global eksen
takimlarma tasinmaktadir. Iki parametreli zeminlere oturan prizmatik elemanlar igin
rijitlik matrisi elde edilmistir. Benzer sekilde geometrik rijitlik ile kiitle matrisleri de
plaklarin burkulma ve serbest titresim problemlerini ¢ézmeye yonelik sonlu 1zgara
metoduna uyarlanmaistir.

3. SAYISAL UYGULAMALAR

Genellestirilmis, diger bir ifadeyle iki parametreli, zemine oturan plaklarin gelistirilen sonlu
1zgara ¢oziimiiniin gegerliliginin kontrolii i¢in literatiirde bulunan diger sayisal metotlar ile
kargilagtirmalar yapilmigtir. Bu amagla diisey yiikklere maruz dikdortgen plaklar ile
burkulma ve serbest titresim problemleri ele alinmustir.

3.1 iki parametreli zemine oturan basit mesnetli dikdortgen plaklarda egilme:

Kenarlar1 A =1 m, B = 0.5 m ve sabit kalinligr h = 0.05 m olan bir iki parametreli zemine
oturan dikdértgen bir plaga q = 6000 kN/m”lik yayl bir yiik uygulanmaktadir. Malzeme
ozellikleri; Plak Elastisite Modiilii E = 2.1x10E8 kN/m2, Poisson oran1 v = 0.3, ve zemin
Parametreleri k; = 6.48 x 10E4 kN/m3, k, = 2250.0 kN/m. Sekil 3’te Plagm ii¢ boyutlu
¢okme grafigi verilmistir. Sonuclarin EI-Zafrany ve Fadhil [7]’in Sinir Eleman Metoduyla
¢oziimiiyle kiyaslayabilmek igin wy= q(A.B)*/D ve My= q(A.B) olmak iizere w/w, ve M/M,
boyutsuz parametrelerin hesaplanmigtir. Sekil 4’te w/w, ve M/M, boyutsuz parametrelerin
uzun kenara paralel orta cksen ile degisimleri verilmistir. Bu sekilde yer alan sapma
miktarlar1 kabul edilebilir sinirlar igerisinde yer almakla birlikte her iki metodun da
yaklagik olmasindan dolayr mevcut ¢alismanm, sonlu 1zgara c¢oziimiiniin (FGM),
duyarliligini tam olarak yansitamamaktadir.

Sekil 3. Iki parametreli bir zemine oturan diizgiin yayil yiiklii dort kenari basit mesnetli
(SSSS) dikdéortgen plagin ii¢ boyutlu deformasyon egrisi
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Sekil 4. Iki parametreli zemine oturan diizgiin yayil yiiklii dort kenart basit mesnetli
dikdortgen plak (SSSS) igin deformasyon ve momentlerin sonlu sinir elemanlari metoduyla
kiyaslanmasi

3.2 Farkh degiskenlikteki iki parametreli zemine oturan Levy plaklarinda egilme
problemleri:

Green fonksiyonlar1 kullanilarak Lam ve Wang [8] tarafindan karsilikli iki kenar1 basit
mesnetli diger iki kenarin basit, ankastre veya serbest olan Levy plaklar1 i¢in kesin
¢oziimler gelistirilmistir. Bu kesin ¢ozlimlerin miihendis ve arastirmacilarin kullandig:
sayisal metotlarin gegerliligi i¢in kayda deger bir referans oldugu varsayilmustir.

ki parametreli bir zemine oturan sabit h kalmlikli, kenar uzunluklan L, ve Ly, elastisite
modiilii E, Poisson orani v olan ve sabit bir q yayili yiikiine maruz Levy plaklar ele
almmustir. Mevcut ¢aligmanin, Sonlu Izgara Cozliimiiniin (FGM), koniksel kesin ¢oziimlerle
(Ref. [8] ) kiyaslayabilmek i¢in w(0.5,0.5) plagin orta noktasindaki sehimi, M,(0.5,0.5)
plagin orta noktasindaki momenti, k; zeminin Inci parametresi, k, zeminin 2nci
yiikleri olmak {izere asagidaki alt1 ¢izgili notasyonlardan olusan boyutsuz parametreler
kulanilmustir.

4 2
w(0.5,0.5)% D kL, kL,
w= 4 R K= .=
q*L.**10 D D
M ,(0.5,0.5) M _(0.5,0.5
M= 0, M :"(—2)*102 (7
Y q*Lr * q*Lx
N.LJ N LS’ p*h*L *
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Karsilikli olarak k; ve k,’nin 0, 1, 3*ve 5* degerleri icin plagin orta noktasindaki boyutsuz
sehim degerleri hesaplanmistir. Bu degerler ile iki metodun kiyaslanmasi Levy plaginin
diger iki kenarmin serbest ve ankastre olmasi durumunda sirasiyla Sekil 5 ve 6’da
gosterilmistir.

0 0 1 81 625 0 I 8 625 0 1 81 625 Kk,
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Sekil 5. Iki parametreli bir zemine oturan diizgiin yayili yiiklii karsilikli iki kenari serbest iki
kenarin basit mesnetli Levy plagi (SFSF) icin sehim w parametresinin kiyaslanmasi

0 0 1 81 625 0 1 81 625 0 1 81 625 Kk,
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Sekil 6. Iki parametreli bir zemine oturan diizgiin yayili yiiklii karsilikli iki kenari ankastre
iki kenarin basit mesnetli Levy plagi (SCSC) igin sehim w parametresinin kiyaslanmast

Ay sekilde zemin parametreleri k; ve ko nin karsilikli olarak 0, 1, 3* ve 5* degerleri i¢in
plagin orta noktasindaki boyutsuz moment degerleri de hesaplanmistir. Bu degerler ile iki
metodun kiyaslamasi Levy plagimin diger iki kenarinin serbest ve ankastre olmasi
durumunda sirasiyla Sekil 7 ve 8’de gosterilmistir.
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Sekil 7. Iki parametreli bir zemine oturan yayil yiiklii karsilikly iki kenart serbest iki
kenarin basit mesnetli Levy plagi (SFSF) icin Moment M, parametresinin kiyaslanmasi
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Sekil 8. Iki parametreli bir zemine oturan yayili yiiklii karsilikli iki kenari ankastre iki
kenarin basit mesnetli Levy plagi (SCSC) i¢cin moment M, parametresinin kiyaslanmasi

Sekil 5, 6, 7 ve 8’de goriilecegi gibi 6zellikle ikinci parametrenin artirilmasi sonucu sehim
ve moment degerleri ¢cok kiiciik degerlere ulasmaktadir. Gerek sehim gerekse moment
parametrelerinin kiyaslanmasini yansitan sekillerde k; ve k, parametreleri degerlerinin
artmast hata oraninin azalmasi hatta referans degerleriyle ¢akismasi zeminin asir1 rijit bir
hal almasinin dogal bir sonucu olarak degerlendirilebilir.

3.3 Farkh degiskenlikteki iki parametreli zemine oturan Levy plaklarinda serbest
titresim ve burkulma problemleri:

Serbest titresim ve burkulma problemleri igin Lam ve Wang [8] tarafindan Levy plaklari
icin gelistirilen kesin ¢oztimleri ile kiyaslamalar yapilmistir. Dort kenar1 basit mesnetli bir
plak igin boyutsuz zemin parametreleri k; ve k,’nin karsilikli olarak 0, 100 ve 1000
degerleri i¢in plagin boyutsuz Inci frekans degerleri ®; hesaplanarak iki metodun
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kiyaslamas1 Sekil 9°da gosterilmistir. Ayni1 plak i¢in k; ve k,’nin karsilikli olarak 0 ve 100
degerleri icin plagin boyutsuz bir ve iki yonlii (inplane) yiikleme icin kritik burkulma
kuvveti P hesaplanarak iki metodun kiyaslamasiyla kabul edilebilir diisiik hata miktari
Sekil 10 ve 11°de gosterilmistir.

0 100 1000 0 100 1000 0 100 1000

AVAVE

—— Ref. [8]
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Sekil 9. Iki parametreli bir zemine oturan basit mesnetli (SSSS) kare bir plagin Inci
frekans w; parametrelerinin kiyaslanmast

0 0 100 100k,
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Sekil 10. Iki parametreli bir zemine oturan basit mesnetli (SSSS) kare bir plagin tek ve
iki yonlii basing altindaki kritik burkulma parametrelerinin kiyaslanmasi
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Sekil 11. Iki parametreli bir zemine oturan basit mesnetli (SSSS) kare bir plagin tek ve
iki yonlii basing altindaki kritik burkulma parametrelerinin kiyaslanmasi

4453



Elastik Zeminlere Oturan Plaklarin Sonlu Izgara Yontemi ile Yaklasik Coziimii

4. SONUC

Iki parametreli sabit veya degisken elastik zeminlere oturan farkli smnir sartlarina sahip
dikdortgen plaklar igin sonlu 1zgara ¢oziimiiniin, bir¢ok sayisal yontemler ile bulunan
sonuglarla yapilan kiyaslamalarda plak elemanmin 1zgara seklindeki seritlere
ayrilmasiyla olusan hatalarla birlikte kesin sonuglara yakin kabul edilebilir sonuglar
elde edilmistir. Ornekler statik, dinamik ve stabilite problemlerinden almmus
literatiirden bilinen sonuglarla karsilastirilmistir. Bu sayisal metot ile zeminin siireksiz
ve gelisigiizel degisimi, plak 6zelliklerinin yer yer degismesi, plakta bosluk olmasi veya
kalinliginin degismesi gibi parametrik degisimlerin bulunmasi halinde de uygulanabilir
olmast kayda deger bir avantajdir. Ayrica elastik zemine oturan plak analizinin
karmasik olusu, plak sinir sartlar1, yayili yiik ve tekil kuvvetlerin tatbik edilen noktalar
icin herhangi bir sinirlamanin olmayisi da bu metodun pratikligini ortaya koymaktadir.
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