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Elektronik Tablolar ile Kismi Diferansiyel Denklemlerin
Coziimii

Giinay OZMEN”

Oz

Bilimsel ve teknik problemlerin pek ¢ogunda karsilagilan "Kismi Diferansiyel
Denklemler"in "Sonlu Farklar" kullanilarak ¢oziimiinde ¢ogu kez ardigik yaklagim
yontemleri uygulanmaktadir. Bu ¢alismada, bu ardigik yaklagim diizenlerinin Elektronik
Tablolara nasil aktarilabilecegi gosterilmis ve Poisson denklemi ile ilgili sayisal drnekler
verilmistir. Elektronik Tablo yazilimlarinin dongiisel bagvuru ve yeniden hesaplama
olanaklarindan yararlanarak gelistirilen "Tek Tablolu" hesap diizeni, ardisik yaklasim
uygulamalarinin ¢ok daha pratik olarak yapilmasini saglamaktadir.

ABSTRACT
Partial Differential Equation Solutions

"Partial Differential Equations" which are encountered in many scientific and technical
problems, are solved by applying "Finite Difference" and "Successive Approximation"
techniques, in many cases. In this paper, Spreadsheet application of successive
approximation techniques is explained and numerical examples for Poisson's equation are
carried out. The "Single-Table" procedure, which is developed by utilising circular
reference and recalculation features of Spreadsheet software, facilitates more practical
application of successive approximation techniques.

1. GIiRiS

Gilinlimiizde, Elektronik Tablo (Spreadsheet) yazilimlari, bilgisayar kullaniminin en 6nemli
ogelerinden biri haline gelmistir. Ozellikle kisisel bilgisayar kullanicilar1 igin en popiiler
olan programlarin Elektronik Tablo yazilimlari oldugu sdylenebilir. Bu yazilimlar Genel
Amagh olduklan icin, Ekonomik Analizler'den Matris Hesaplari'ma yayillan genis bir
yelpazede kullanim olanag saglamaktadirlar ve bu sayede, tiim ¢alisanlar i¢in, giin gectikce
vazgecilmez bir yardimci haline gelmektedirler. Boylece, kisisel bilgisayar kullanicilari,
genis bir programlama bilgisine gerek duymadan, bilgisayar1 etkin bir bigimde
kullanabilmekte ve bazen profesyonel programcilara tas c¢ikartan sonuglar elde
edebilmektedirler.
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Elektronik Tablolar ile Kismi Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

Bilindigi gibi, gerek miihendislikte gerekse bilimsel arastirmalarda, trigonometrik veya
tistel fonksiyonlar iceren ¢oziimlerden matris yontemlerine kadar pek ¢ok uygulamada,
sayisal sonuglar tablo bigiminde hesap diizenleri ile elde edilmektedir. Bu nedenle, bu tiir
uygulamalarin hemen tiimiinde Elektronik Tablolar basar ile kullanilabilmektedir. Bilimsel
ve teknik uygulamalarda, 6zellikle lineer olmayan pek ¢ok problemin ¢oziimii, ardigik
yaklagim yontemleri ile elde edilmektedir. Cesitli yayinlarimizdaki ornekler arasinda da,
Ardisik Yaklasim uygulamalarina yer verilmis bulunmaktadir, [1], [2], [3], [4]. Ozellikle [4]
No.lu ¢alismada Ardisik Yaklasim uygulamalarinin Elektronik Tablolar yardimi ile nasil
yapildigt aciklanmis ve gelistirilen Tek Tablolu hesap diizeninin bazi 6rneklere uygulama
bicimi gdsterilmistir. Bu ¢aligmanin amaci, Kismi Diferansiyel Denklemlerin Sonlu Farklar
kullanilarak ¢6ziimiinde uygulanan Ardisik Yaklagim hesap diizeninin Elektronik Tablolar
iizerinde nasil gerceklestirildigini aciklamaktir. Benzer uygulamalar, ardisik yaklagim
gerektiren baska miihendislik problemleri icin de kolaylikla yapilabilmektedir.
Giliniimiizdeki Elektronik Tablo uygulamalarinda, hemen sadece Excel kullanildigi igin,
asagidaki agiklamalarda bu yazilimin 6zellikleri ile ilgili bilgiler verilecektir.

2. KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMLER

Bilindigi gibi, Akiskanlar Mekanigimden Termoelastisite'ye, Plak ve Kabuklar Teorisinden
Burulma Problemlerime kadar pek c¢ok miihendislik alaninda Kismi Diferansiyel
Denklemlerle karsilasiimaktadir. Bu denklemlerin ¢oziimiinde ¢ogu kez Sonlu Farklar
ideallestirmesi kullanilmaktadir, [5], [6]. Ozellikle giiniimiiz bilgisayar olanaklari gz
Oniinde tutulursa, Sonlu Farklar uygulamasi sonunda elde edilen lineer denklem takiminin
¢oziimii kolayca gergeklestirilen basit bir adim olarak ortaya cikar. Bu tiir problemlerin
¢Oziimiinde karsilasilan en zaman alic1 faktor ise, 6zellikle karmasik bigimli ortamlar igin,
ilgili denklem takiminin kurulmasidir. Elektronik Tablo uygulamalarinda ve 6zellikle Tek
Tablolu uygulamada ise, denklem takiminin kurulmasi ve ¢oziilmesi tek bir tablo tizerinde
yapilabilmektedir, [4]. Bunun i¢in, Elektronik Tablonun smirlarina simir kosullari, diger
hiicrelerine de ilgili sonlu farklar operatdriine kars: gelen formiillerin yazilmasi ve istenen
sayida Yeniden Hesaplama (Recalculation) yapilmasi yeterlidir. Bdylece, karmagik bigimli
ortamlar icin bile, denklem takimi ekran iizerinde ve gorsel olarak kurulup
c¢oziilebilmektedir. Bu tiir uygulamanin ilging bir yonii de, lineer olmayan problemlerin de
hemen hemen ayni1 kolaylikla ¢o6ziilebilmesidir.

3. SONLU FARKLAR DENKLEMLERININ TEK TABLOLU UYGULAMA IiLE
CcOZUMU

Elektronik Tablolarin Déngiisel Basvuru (Circular Reference) ve Yeniden Hesaplama
(Recalculation) o6zelliklerinden yararlanarak, Sonlu Farklar denklemlerinin kurulmasii ve
¢Ooziimiinii tek bir tabloda gergeklestirmek miimkiin olmaktadir. Bunun igin Once,
Elektronik Tablonun hiicrelerine ilgili Sonlu Farklar formiilleri ve simnirlarma da sinir
kosullar1 yazilir. Bu durumda, sinirlarin disinda kalan tiim hiicreler birbirine bagiml
formiiller igerirler. Boyle bir durum olustugu zaman, Excel ekraninda bir uyari belirir ve
kullaniciya baz1 segenekler sunulur. BU durumda kullanicinin Tools meniisiinden Options
komutunu segtikten sonra Calculation segenegini tiklamasi ve ekrana gelen Options ileti
kutusundaki /teration kutusunu segili duruma getirmesi gerekmektedir, Sekil 1.
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Ardisik yaklagimi bir adim daha siirdiirmek i¢in klavyedeki [F9] (Recalculation) tusuna bir
kez basmak yeterlidir. Bu tusa ardisik olarak basilip hesaplar istenildigi kadar yinelenebilir.
Ayrica, Options ileti kutusundaki Maximum Iterations yazi kutucuguna bir rakam yazilarak
da ardisik yaklasim sayisi saptanabilir. Bu durumda, 6rnegin bu say1 10 olarak segilirse,
[F9] tusuna her basista hesaplar 10 kez yinelenir, yani ardigik yaklasimin 10 adimi
gergeklestirilmis olur.

Options
Transitian | Custom Lists | Chart | Calar
W igw Edit | General

Calculation

' Automatic " Manual Calc How (F9) |
" sutomatic except tables W Recalculate before save
Calc Shest |

¥ Iteration
Maximum iterations: IlD Maiirmum change: ID.DDl

‘Wworkbook options

¥ Update remote references W Save external link values
I Precision as displayed ¥ accept labels in formulas

™ 1904 date system

K I Cancel |

Sekil 1: Ardisik Yaklasim Diizenleme Ileti Kutusu

Genel olarak, dongiisel basvuru uygulamalar1 Elektronik Tablolarin dogal hesap diizenine
aykiridir ve ekranda uyar1 goriinmesinin baslica nedeni de, kullanicin gereken 6nlemleri
almak ftizere uyarilmasidir. Bu nedenle, bu tiir uygulamalarda ¢ok dikkatli davranmak ve
olasi hatalara kars1 onlem almak gereklidir. Cesitli 6rnekler tizerinde yapilan incelemeler,
Diéngiisel Bagvuru uygulamalarinda, formiiller arasindaki bagimliliklarin, ele alinan
problemin tiirine gore, Zayif ya da Kuvvetli oldugunu gostermistir, [4]. Homojen
denklemlerde bu bagimlilik kuvvetli tiirdendir ve tehlikeli gibi goriinmektedir. Ancak bu
durumda bile, uygulamalarda herhangi bir sorun ortaya ¢ikmamasi i¢in gerekli onlemler
almabilmektedir, [4]. Asagida, ardigik yaklagim uygulamasmin nasil gergeklestirildigi,
secilen bir 6rnek tizerinde agiklanacaktir.

4. POISSON DENKLEMI

Pek ¢ok fizik ve miihendislik probleminde karsilasilan ve Poisson denklemi adi verilen
kismi diferansiyel denklem
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Elektronik Tablolar ile Kismi Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

Ay Iy
+2 ¥ = rex, 1
I f(xy) (1

bigimindedir. Bu denklemin sonlu farklar ile ¢6ziimii i¢in, her noktada

1
h_z(_4‘//i,j AV T W TV, W )= (xy) (2)

sonlu farklar denklemi yazilmaktadir, [5], [6]. Burada i ve j herhangi bir noktanin
konumunu gosteren satir ve kolon numaralari, 4 ise x ve y dogrultularinda ayni oldugu
varsayilan noktalar arasi uzakliktir. Bu denklemin hatasi 4° mertebesindedir. (2) denklemi
yerine

1
; ; ZZ[_ R f(x,y)+ @it it O+ ¢i+1,_/] 3)

kullanilabilir. Gorildigii gibi, bu denklem, her noktadaki degerin komsu 4 noktadaki
degerler cinsiden hesaplanabildigini gostermektedir ve denklem takiminin ardisik yaklasim
yontemleri ile ¢éziimil i¢in ¢ok uygun bir yapidadir. (2) denkleminin sol tarafindaki Sonlu
Farklar Operatérii, Sekil 2'de gosterildigi  gibi, molekil bigiminde de ifade
edilebilmektedir.

Sekil 2: Sonlu Farklar Operatorii Molekiilii

Yukarida belirtildigi gibi, Elektronik Tablo uygulamasinda, sinirlardaki hiicrelere smir
kosullari, diger tiim hiicrelere de, (3) denklemine kars1 gelen formiil yazilir. Daha sonra,
[F9] yeniden hesaplama tusuna yeteri kadar basarak sonug elde edilir.

4.1. Ornek 1

flk 6rnek olarak kare bir kesitin elastik burulmasi problemi ele almmstir. Bu durumda

Poisson denklemi
I’y Iy

0’&2 + @22

+2=0 4)
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bi¢imindedir,[7]. Smir kosullari, kesitin tim cevresinde =0 olarak belirlenmistir.

Karenin bir kenar1 a ile gosterildigine gore, boyutsuz degiskenler ve boyutsuz burulma
fonksiyonu

x
a a
1
o(em)=—y(xy) (6)
olarak tanimlanabilir. Poisson denkleminin yeni sekli
2 2
J 2+ J $ 120 )
dg= I

olur. Bu durumda (3) denklemine kars1 gelen sonlu farklar ifadesi de

1
Q.= Z(th R R R o R ¢i+1,‘/) ¥

olarak yazilabilir.Cézlimde karenin bir kenar1 8 pargaya boliinecek, yani A=1/8 alinacaktir.
Problemin Elektronik Tablo yardimi ile ¢6ziimii i¢in yapilan hazirliklar Cizelge 1 iizerinde
gosterilmistir.

Cizelge 1
a | B | ¢ | b | E | F | ®© H J
| 1 |KARE KESIT BURULMA RIJITLIGI
2
3] o 0 0 0 0 0 0 0 0
2] o 78 0
15 0 0
|61 0 0
|7 0 0
161 0 0
191 0 0
|10 0 0
1] o 0 0 0 0 0 0 0 0
| 12
| 13 4
| 14| | =(20000/64+B3+A4+B5+C4)/4 |
|15
| 16

Goruldigia gibi, dis ¢evreye karsi gelen hiicrelere simir kosullari (yani sifir), ¢éziim
bolgesinin sol iist kosesine (B4 hiicresine) de, (8) formiiliiniin Elektronik Tabloya
aktarilmig bi¢cimi yazilmigtir. Bu formiiliin ayrintis1 Cizelgenin igine yerlestirilmis olan
aciklama kutusunda gosterilmistir. Formiilde en yaygin Elektronik Tablo yazilimlarindan
biri olan Excel notasyonu kullanilmigtir. C6ziim sirasinda sayilarin ¢ok kiiciik olmamast
icin, formiildeki 2 sabiti yerine 2x10* alinnus bulunmaktadir. Elektronik Tablolardaki tiim
formiiller, kullanic1 tarafindan bilgisayar klavyesindeki oklar (veya mouse) ve cebrik
isaretler kullanilarak yapilan tanimlara gore Elektronik Tablo yazilimi tarafindan
iretilmektedir. Genel olarak sadece bir veya birka¢ hiicre icin iiretilen formiiller,
kopyalandiktan sonra gereken yerlere yapistirilir. Burada da B4 hiicresindeki formiiliin,
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Elektronik Tablolar ile Kismi Diferansiyel Denklemlerin Coziimii

Edit/Copy ve Edit/Paste komutlarin1 kullanilarak, tim ¢6ziim boélgesine yapistirilmasi
gerekir. Bu islemlerin sonucu Cizelge 2'de gosterilmistir.

Yukarida belirtildigi gibi, kopyalama/yapistirma iglemlerinden sonra gesitli hiicrelerdeki
formiiller bagimli konuma gelirler. Excel uygulamalarinda bagimli formiillerin bulunmasi
halinde, programin [feration (Ardisik Yaklagim) anahtarinin segili durumda olup
olmamasina bagli olarak, degisik sonuglar elde edilmektedir. Bagimli formiillerdeki
islemlerin yapilabilmesi icin, yukarida belirtildigi gibi, Tools meniisiinden Options
komutunu sectikten sonra Calculation segeneginin tiklanmasi ve ekrana gelen Options ileti
kutusundaki [teration kutusunun segili duruma getirmesi gerekmektedir. Ardisik yaklagimi
stirdiirmek ve kesin degerleri elde etmek icin, [F9] tusuna bir¢cok kez basmak gereklidir.
Cizelge 2’de goriilen degerler ilk birkag adima karsi gelen yaklasik degerlerdir. Bu ilk
asamada, yapistirma diizenine ve Maximum Iterations sayisina bagh olarak, degisik
degerler elde edilebilmektedir.

Cizelge 2
A [ B [ c [ o [ E [ F [ & [ H ]| o
| 1 _|KARE KESIT BURULMA RITTTLIGH
2

|3 © 0 0 0 0 0 0 0 0
4] o 291 442 520 549 536 467 311 0
5] o 443 698 836 889 864 742 479 0
|6 © 520 836 1011 1079 1047 892 566 0
7] o 549 889 1050 1154 1118 948 598 0
ERE 536 865 1047 1118 1081 917 579 0
ERE 467 743 892 948 917 781 499 0
|10 © 312 479 566 598 579 499 327 0
1] o 0 0 0 0 0 0 0 0
| 12 ]

| 13 ]

Yukarida belirtildigi gibi, Options ileti kutusundaki Maximum Iterations yazi kutucuguna
50, 100 gibi bilyiik bir rakam yazarak ardisik yaklasim sayisini yiikseltmek, islemleri
cabuklastirir. Ardisik yaklasimin sonuglanmasindan sonra elde edilen son degerler Cizelge
3'lin Ust boliimiinde goriilmektedir.

4.1.1. Burulma Rijitligi Hesabi
Kare kesitin burulma atalet momenti

I, =aa* )
olarak ifade edilebilir. Burada, a, katsayis1

a, =2[[ (& n)dé&dn (10)

olarak hesaplanmaktadir, [7]. Sonlu farklar kullanilarak elde edilen ¢dziimde, burulma
atalet momentini hesaplamak i¢in sayisal integral yontemlerinden birini kullanmak gerekir.
Uygulamada en ¢ok kullanilan yontemlerden biri olan Simpson Yonteminin 2 boyutlu
ortamdaki ifadesi

2
0 =23 Y50 an
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bi¢iminde yazilabilmektedir, [6]. Burada s, i ile gosterilen Simpson katsayilari Cizelge

3'iin 14.-22. satirlarinda gosterildigi gibidir.
Toplamu elde etmek i¢in, 6nce A25 hiicresine s, ;; ; ifadesine karsi gelen formiil yazilmig
ve kopyalandiktan sonra, 25.-33. satirlar ile A-I kolonlari arasma yapistirilmistir. «,

katsayisinin hesab1 135 hiicresi ile ilgili agiklama kutusunda gosterilmistir. Baslangigta 2
sabiti yerine 2x10* alinmis oldugundan

a,=0.1386

olarak elde edilmektedir. Kare kesit i¢in a, 'nin kesin degeri 0.1406 olarak verilmektedir,
[7]. Bu durumda 8x8 parca i¢in elde edilmis olan bu sonug -% 1.42 hatalidir.

Cizelge 3
a [ B [ ¢ | o | E F [ & [ H ] J
| 1 |KARE KESIT BURULMA RIJITLIGI
7
2] 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4] o 356 555 658 690 658 555 356 0
5] o 555 893 1075 1133 1075 893 555 0
6| o0 658 1075 1305 1378 1305 1075 658 0
7] o 690 1133 1378 1456 1378 1133 690 0
8] 0 658 1075 1305 1378 1305 1075 658 0
ERE 555 893 1075 1133 1075 893 555 0
10| o 356 555 658 690 658 555 356 0
1] o 0 0 0 0 0 0 0 0
| 12
| 13|
4] 1 4 2 4 2 4 2 4 1
[15] 4 16 8 16 8 16 8 16 4
16| 2 8 4 8 4 8 4 8 2
17 4 16 8 16 8 16 8 16 4
18] 2 8 4 8 4 8 4 8 2
18] 4 16 8 16 8 16 8 16 4
20| 2 8 4 8 4 8 4 8 2
121 4 16 8 16 8 16 8 16 4
122] 1 4 2 4 2 4 2 4 1
| 23|
24
35 0o | o 0 0 0 0 0 0 0
26 [0 5689 4439 | 10533 | 5524 10533 4439 5689 0
127 | o 4439 3573 8603 4531 8603 3573 4439 0
28] |0 10533 | 8603 | 20873 11020 20873 | 8603 | 10533 0
23] |0 5524 4531 | 11020 | 5823 11020 4531 5524 0
30 | o 10533 | 8603 | 20873 11020 20873 | 8603 10533 0
131 |0 4439 3573 8603 4531 8603 3573 4439 0
122 |0 5689 4439 | 10533 | 5524 10533 4439 5689 0
133 |0 0 0 0 0 0 0 0 0
| 34|
EE 1386
36 =A3*Al4|
| 37| r
E | =2/(9*64)*sUM(A25:133) |
39
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Elektronik Tablolar ile Kismi Diferansiyel Denklemlerin Coziimii
5. EK BILGILER

Bu bdliimde sonlu farklar uygulamasinin gelistirilmesi ve 6zel hallere uygulanmasi ile ilgili
bazi ek bilgiler verilecek ve drnek sonuglart irdelenecektir.

5.1. Richardson Ekstrapolasyonu

Yukarida belirtildigi gibi, (8) formiilii ile ifade edilen sonlu farklar operatoriiniin hata
mertebesi 47’ dir. Bu nedenle, 4 arahig: kiigiildiikge, yani parga sayisi arttikca, gegege daha
yakin sonuglar elde edilecegi agiktir. Tki farkli parca sayisi ile elde edilmis olan sonuglara
ekstrapolasyon uygulayarak da daha az hatali sonuclar elde edilebilmektedir. Cesitli
ekstrapolasyon formiilleri arasinda en kullanigh olanlardan biri, Richardson Ekstrapolasyon
formiiliidiir. Buna gore, n; ve n, parca sayilart i¢in elde edilmis olan 4; ve A, degerleri
kullanilarak daha az hatali olan 4; , degeri
nf A, - nlel

2 2
ny —m

Al,z = (12)

formiili ile elde edilebilmektedir, [6]. Yukaridaki 6rnek, sirasiyla, 4, 6, 8, 12 ve 16 parca
kullanilarak ¢oziilmiis ve Cizelge 4’te gosterilen degerler bulunmustur.

Cizelge 4
Parca o Ekstrapolasyon Sonucu
Sayis1 Deger Hata (%) Deger Hata (%)
4 0.1328 -5.55 - -
6 0.1371 -2.49 0.1405 -0.07
8 0.1386 -1.42 0.1405 -0.07
12 0.1397 -0.64 0.1406 -
16 0.1401 -0.36 0.1406 -

Her satirdaki ekstrapolasyon sonuglari, o satirda ve bir stteki satirda bulunan degerler
kullanilarak (12) formiiliiniin uygulanmasi ile elde edilmistir. Goriildiigii gibi, ¢ok az sayida
par¢a kullanilarak ekstrapolasyon uygulamas: ile elde edilen degerler bile hemen hemen
hatasizdir. Parga sayilari biraz arttirildiginda, kesin sonuglar bulunmustur.

5.2. N Operatorii

Sayisal uygulamalarda, Sekil 2'de gosterilen Laplace operatorii yerine, Sekil 3'te gosterilen

ve hata orant #* olan N Operatorii'ni kullanarak ¢ok daha gercege yakin sonuglar elde
etmek miimkiin olmaktadir, [6].
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Sekil 3: N Operatorii Molekiilii

Giinay OZMEN

Bu operatoriin yukarida verilen ornege uygulanmasi icin, Cizelge 1'de B4 hiicresi igin

verilmis olan formiil yerine

=(12000/64+4*(A4+C4+B3+B5)+A3+A5+C3+C5)/20

formiiliinii yazmak ve bu formiilii kopyalayip tiim ¢dziim bolgesine yapistirmak gereklidir.
Gorildigi gibi, bu formiil 6ncekine gore biraz daha uzundur. Ancak formiil sadece bir kez
yazilacagindan, yapilacak islemlerde 6nemli bir artis sd6z konusu olmamaktadir. Kare
kesitin burulma rijitligini elde etmek i¢cin Cizelge 3 tizerinde gosterilmis bulunan diger
islemlerde bir degisiklik yoktur. Bu islemlerden sonra

a, =0.1405

olarak elde edilmektedir. Bu degerin hatasi sadece % 0.07'dir. N Operatérii kullanilarak 4,
6, 8, 12 ve 16 parga i¢in elde edilen degerler ve hatalar1 Cizelge 5’te gosterilmistir.

Cizelge 5

Parca O

Sayist Deger Hata (%)
4 0.1399 -0.50
6 0.1404 -0.14
8 0.1405 -0.07
12 0.1406 -
16 0.1406 -

Goriildigi gibi, cok az parca kullanilmasi halinde bile, N Operatorii ile elde edilen degerler

hatasiz sayilabilecek niteliktedir.
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5.3. Simetrik Sistemler

Yukaridaki ornekte oldugu gibi, pek ¢ok kesitte bir (veya daha ¢ok) simetri ekseni
bulunmaktadir. Bu durumda hesaplari, kesitin yarist (veya dortte biri) i¢in yapmak
miimkiindiir. Bunun i¢in, simetri eksenleri boyunca yazilacak formiillerde simetri
ozelliklerini g6z oniine almak yeterlidir. Kare kesitin burulma rijitligini hesaplamak iizere,
simetri Ozelliklerini de g6z Oniine alarak hazirlanmis olan Elektronik Tablo formiilleri,
Cizelge 6’da gosterilmistir.

Cizelge 6

A 8 [ ¢ [ b [ E [ F [ 6 A ]
| 1 _[KARE KESIT BURULMA RITITLIGE
2
3| o 0 0 0 0
4] 0 [ 78 |——®|=(z0000/64+Ea+D4+ES+D43/4 |
5 i
(B 0D
7] o 75 [ 78 F——®|=(20000/64+EE+D7+EEHDTI4 |
g
9 |
| 10| [ =(20000/64+B6+A7+BEHCT) |
11
12
| 13

B4 hiicresine yazilacak formiilde bir degisiklik yoktur. Yani bu formiil, yukarida, Cizelge
1’de gosterildigi gibidir. B7 ve E4 hiicrelerine yazilan formiillerde, sirasiyla, yatay ve diisey
eksen boyunca simetri dzellikleri goz 6niine alinmis bulunmaktadir. E7 hiicresindeki formiil
de, her iki eksene gore simetri bulunduguna gore diizenlenmistir. Bu hiicrelere formiiller
yazildiktan sonra

B7 hiicresindeki formiil C7 ve D7 hiicrelerine,

E4 hiicresindeki formiil E5 ve E6 hiicrelerine,

B4 hiicresindeki formiil de, i¢ bolgedeki tiim diger hiicrelere
yapistirtlacaktir. Burulma rijitliginin hesabi i¢in yapilacak diger islemlerde 6nemli bir
iizerinde gosterilmistir.x
Cizelgede goriildiigli gibi, kesitin 4’1 ile hesap yapildig1 igin, son toplam elde edildikten
sonra sonug 4 ile ¢arpilmustir.
Yukaridaki ornekte, kdsegenler boyunca da simetri bulundugundan, hesaplar kesitin 1/8'i
icin yapmak da miimkiindiir. Ancak bu durumda bazi formiilleri kopyalayip kdsegen
boyunca yapistirmak gereklidir. Bu da Elektronik Tablo uygulamalari bakimidan g¢ok
pratik degildir. Bu nedenle sadece yatay ve diisey simetri eksenlerini kullanilmakla
yetinilmesi daha uygundur.
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Giinay OZMEN

Cizelge 7

A B c | o | E | F G H
1 |KARE KESIT BURULMA RIJITLIGI (1/4)
2
3 0 0 0 0 0
4 0 356 555 658 690
5 0 555 893 1075 1133
6 0 658 1075 1305 1378
7 0 690 1133 1378 1456
8
9 1 4 2 4 1
10 4 16 8 16 4
11 2 8 4 8 2
12 4 16 8 16 4
13 1 4 2 4 1
14
15 0 0 0 0 0
16 0 5689 4439 10533 2762
17 0 4439 3573 8603 2266
18 0 10533 8603 20873 5510
19 0 2762 2266 5510 1456
20
21
22
23
24 |=4%2/(9%64)*SUM(A15:E19) |
25

6. KALIN CiDARLI KESITLERIN BURULMA ATALET MOMENTLERI

Bilindigi gibi, "Ince Cidarli" agik ve kapali kesitlerin burulma rijitlikleri kolayca ve gergege
yakin olarak hesaplanabilmektedir. Digbiikkey c¢okgen kesitlerin burulma atalet
momentlerinin hesabi i¢in de
4
1=~ (13)

401,
yaklasik formiilii, pratik uygulamalar icin saglikli sonuclar vermektedir, [8]. Burada F'
kesit alanini, /, da polar atalet momentini gostermektedir.
Icbiikey boliimleri de bulunan "Kalin Cidarli" kesitlerin burulma atalet momentlerinin
hesabinda bu tiir yaklagik yontemlerin uygulanmasi, bazen %401 asan mertebede hatali
sonuclar verebilmektedir. Bu nedenle, bu tiir kesitlerin burulma atalet momentlerinin
hesabinda Poisson denkleminden yararlanmak daha dogru olur. Yukaridaki ornekte
gosterildigi gibi, Poisson denkleminin Sonlu Farklar yontemi ve Elektronik Tablolar
aracihig1 ile ¢oziilmesi oldukga kolay ve pratiktir. Ornek olarak ele alman ve KC1, KC2,
KC3 ve KC4 olarak adlandirilan 4 adet kalin cidarli kesit Sekil4’te gdsterilmistir.
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a/3 a/3 a/3
a/3 a/3
2a/3
D a/3 a/3
a/3 a/3 a/3
a/3 | a/3 | a/3 a/3 | a/3 | a/3 a/3 | a/3 | a/3
KC1 KC2 KC3 KC4

Sekil 4: Kalin Cidarli Kesit Ornekleri

Bilindigi gibi, igbiikey koselerde, kuramsal olarak, kayma gerilmeleri sonsuz olur, [8]. Bu
nedenle, Sekil 4’te gosterilen kesitlerin i¢ koselerinin yuvarlatilmig olduklar1 kabul
edilmistir. Burulma atalet momentinin degerine Onemli bir katkilar1 olmayan bu
yuvarlatmalar, sonlu fark diizeninde goz 6niine alinmayacaktir. Bu kesitlerin de burulma
atalet momentleri

I =aa" &)
olarak ifade edilebilmektedir. Asagida gosterilecegi gibi, Bu tip kesitler icin a, katsayilari

da kare kesitler i¢in uygulanan yonteme benzer bir yolla kolayca elde edilebilmektedir. Tek
degisiklik, ilgili sinir kosullarinin geometrik bigime uygun olarak yazilmasidir.

6.1. Ornek 2

Ikinci bir sayisal 6rnek olarak Sekil 4°te gosterilen KC1 tipi kesitin burulma atalet momenti
hesaplanacaktir. Kesit her iki yonde 12’ser pargaya boliinmiis ve iki simetri ekseninin
varlig1 nedeniyle, kesitin ¥’ kullanilmistir. Simetri 6zelliklerini ve smir kosullarint géz
Oniline alarak hazirlanmig olan Elektronik Tablo formiilleri, Cizelge 8’de gosterilmistir.
Coziim bolgesinin sol list kdsesine (B4 hiicresine), (8) formiiliiniin #=1/12 degerine kars1
gelen bigimi yazilmistir. Burada da 2 sabiti yerine 2x10* alinmis bulunmaktadir. B9 ve G4
hiicrelerine yazilan formiillerde, sirastyla, yatay ve diisey eksen boyunca simetri 6zellikleri
g0z Oniine alinmig bulunmaktadir.
Tlgili hiicrelere formiiller yazildiktan sonra

B9 hiicresindeki formiil C9 ve D9 hiicrelerine,

G4 hiicresindeki formil G5 ve G6 hiicrelerine,

B4 hiicresindeki formiil de, i¢ bolgedeki tiim diger hiicrelere
yapistirilacaktir. Burulma rijitliginin hesabi igin yapilacak diger islemlerde 6nemli bir
iizerinde gosterilmistir. Gortildiigii gibi bu kesit i¢in

a, =0.0343
olarak elde edilmektedir. Bu degerin hatas1 -% 5.26'dur.
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Giinay OZMEN

Cizelge 8
A | B | ¢ | o | E | F | & | H | |
| 1 |KUTU KESIT BURULMA RITITLIGI
|12
N 0 0 0 0 0 0
O
!5 0
16 0
7] © 0 0 0
e 0 0
la| o 35 0
|10
11 r
|12 | [=(20000/144+B8+A9+B3+C9)/4]
BEN
|14
| 15 | lp [=(20000/144+B3 +A4+B5+C4)/4|
|18
117 y
|18 |=(20000/144+G3 +F4 +G5+F4)/4]
| 18]
Cizelge 9
A | B [ ¢ [ b [ E  F [ 6 [ H [ |
| 1 |KUTUKESIT BURULMA RITITLIGE
2
ERE 0 0 0 0 0 0
4| 0 132 195 217 219 217 216
5] o 195 290 316 303 293 290
B 217 316 316 245 224 219
7| o 219 303 245 0 0 0
e | o0 27 293 224 0
EN 216 290 219 0
| 10
11 1 4 2 4 2 ] 1
12| 4 16 8 16 8 16 4
|13 2 8 2 8 2 8 2
(14| 4 16 8 16 8 16 4
15| 2 8 ] 8 2 ] 1
16| 4 16 8 16 4
17 1 4 2 4 1
| 18
19| o 0 0 0 0 0 0
20 o 2112 1556 3475 1752 3467 862
EI 1556 550 2530 606 2346 580
I 3475 2530 5050 1964 3588 878
23] 0 1752 | 1213 1964 0 0 0
24| 0 3467 2346 3588 0
S 862 550 878 0
| 26
| 27 | 343
| 28
| 29 r
| 30| [=4*2/(9%144)*SUM(A19:G25) |
31
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6.2. N Operatorii Uygulamasi

Sekil 4’te gosterilen kalin cidarli kesit tiplerinin burulma rijitlikleri, kesitler her iki yonde
12°ser parcaya boliniip N Operatorii kullanilarak hesaplanmistir. Elde edilen a,
katsayilarinin degerleri, Cizelge 10'da gdsterilmistir.

Cizelge 10
Kesit Kesin Hata
Tipi a, Deger (%)
KCl1 0.0355 0.0362 -1.93
KC2 0.0295 0.0305 -3.28
KC3 0.0275 0.0279 -1.43
KC4 0.0196 0.0200 -2.00

Kesin degerler, 4 par¢a boylarn kiigiiltiilerek hesaplanan sonuglara, 4. Mertebeden
Richardson ekstrapolasyonu uygulanmasi ile elde edilmis bulunmaktadir, [6].

7. DIGER UYGULAMALAR

Bilindigi gibi, Kismi Diferansiyel Denklem uygulamalarinin kapsami ¢ok genistir.
Ozellikle Poisson denkleminin homojen bi¢imi olan Laplace diferansiyel denklemi, pek ¢ok
fizik ve miihendislik probleminde ortaya c¢ikmaktadir. Elektronik Tablolar araciligi ile
Sonlu Farklar uygulamalari, bunlarin hemen tiimiinde kolayca ve basar1 ile
kullanilabilmektedir. Elektronik Tablolarin IF, MAX, MIN, VLOOKUP v.b.
fonksiyonlarini kullanarak, dogrusal olmayan problemlerin ¢oziimleri de oldukg¢a kolay bir
bi¢cimde gergeklestirilebilir. Ancak bu konularin ayrintilart bu ¢alismanin kapsami disinda
birakilmustir.
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