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Elastik Zemine Oturan Plaklar icin Parametreler

Ayse DALOGLU"

0z

Bu calismada, elastik zemine oturan plaklarin analizinde kullanilmak iizere boyutsuz
parametreler tanimlanmistir. Elastik zemine oturan, tekil yiikke maruz plak problemini
Winkler modeliyle ¢6zmek i¢in gerekli olan esdeger zemin modiiliinii, %, elde etmek lizere
bir yontem gelistirilmistir. Tekil yiikiin merkezde, kdsede ve kenar ortasinda etkimesi
halleri incelenmistir. Caligmada sabit bir poisson orani kullanilmis ve elastik zemin i¢in bu
deger vi=0.25 alinmistir. Winkler modelinde kullanilacak olan zemin modiiliiniin elde
edilmesi i¢in grafikler sunulmustur. Yapinin ve zeminin 6zellikleri ve yiikleme durumu
bilindigi anda zemin modiilii sunulan grafikler yardimiyla belirlenebilecektir. Sayisal
ornekler verilerek yontemin uygulanabilirligi gosterilmis ve Vlasov yonteminden elde
edilen sonugclarla karsilastirmalar yapilmistir.

Anahtar sozcikler: Elastik zemin, Zemin modiilii, Winkler modeli, Vlasov modeli, Zemin
parametreleri.

ABSTRACT
Parameters for Plates on Elastic Foundations

In this study, a nondimensional analysis of parameters has been performed for the analysis
of a plate on an elastic foundation. An attempt is made to develop a method to evaluate the
modulus of subgrade reaction, £, to be used in the Winkler model for the analysis of plates
subjected to a concentrated load. The concentrated load can be placed at the center, at the
corner, or at the midpoint of the edge of the rectangular plate. This numerical effort is
made for a constant value of Poisson’s ratio for the soil, vi=0.25. Equations and graphs are
provided from which a value of & can be computed as soon as the complete geometry and
the properties of the overall system are known. Numerical examples were solved to verify
the applicability of the method and the results obtained were compared with those obtained
from the modified Vlasov method.

Keywords: Elastic foundation, modulus of subgrade reaction, Winkler model, Vlasov
model, Parameters of foundation.
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Elastik Zemine Oturan Plaklar I¢cin Parametreler
1. GIiRiS

Elastik zemine oturan kirig ve plak problemlerinin ¢6ziimiinde matematiksel formiilasyonu
kolaylagtirmak i¢in degisik kabuller yapilmaktadir. Winkler modelinde zeminin birbirine
komsu olan noktalarinda her hangi bir etkilesimin s6z konusu olmadigi kabul edilmektedir.
Diger bir ifadeyle, zemin aralarinda etkilesim olmayan bir seri yaylarla temsil edilmektedir.
Winkler modelinde yapilan ve gergek¢i olmayan bu kabule ragmen, s6z konusu ydntem
uygulamadaki basitligi nedeniyle hala kullanilmaktadir. Yo6ntemi kullanmadaki esas sorun,
zemin modili olarak tanimlanan yay katsayisinin, &, ampirik bagintilardan elde
edilmesidir. Ayni zamanda model her ne kadar tekil yiik durumunda tatminkar sonug verse
de yayili yiik durumunda gergek¢i olmayan sonuglara gotiirmektedir. Bununla birlikte
zemin modili A'nin dogru degerini bilmeden hesaplanan yer degistirmelerde, egilme
momentlerinde ve kesme kuvvetlerinde yapilan hata oranini da hesaplamak miimkiin
olmamaktadir.

Bu caligmada elastik zemine oturan plaklarin analizi i¢in boyutsuz parametreler elde
edilmeye calisilmigtir. Bu amagla, tekil yiikle yiikli elastik zemine oturan plaklarin
analizini Winkler yontemiyle gergeklestirmek i¢in gerekli olan zemin modiilii £’y1 elde
etmek igin bir metot gelistirilmistir. Tekil yiikiin plagin merkezinde, kosesinde ve
kenarinda etkimesi durumlart incelenmistir. Bu sayisal ¢alisma zemin Poisson oraninin
sabit bir degeri i¢in yapilmis ve v,=0.25 alinmistir. Elastik zemine oturan plak probleminin
geometrisi ve malzeme Ozellikleri bilinmesi halinde, zemin modiilii #’nin hesaplanmasinda
kullanilan grafikler ve denklemler sunulmustur. Son olarak sayisal ornekler verilmis ve
kargilagtirmalar yapilmistir.

2. iKi PARAMETELI MODEL

DV*w=2V2w+kw=gq (1)

seklinde yazilabilir [1]. Burada ¢ plak {izerindeki yayili yiikii, £ zemin modiiliinii, 2¢ ise
Winkler modelinde ihmal edilen yaylar arasindaki kesme deformasyonunu temsil eden
zemin parametresini gostermektedir. Diger bir ifadeyle 2¢ sifira esit alindiginda Winkler
modeline ait denklem elde edilmektedir. Bu iki zemin parametresini hesaplayabilmek i¢in
Vlasov ve Leont’ev elastik zemin derinligince diisey deplasman profilini temsil eden diger
bir parametre, vy, tanimlamiglardir [1]. Bu yaklagimin avantaji zemin modiilii £ ile yaylar
arast etkilesimi temsil eden 2¢'nin zemin ve plagin geometrisi ve malzeme &zelliklerine
bagl olarak hesaplanmasidir.

Diizlem sekil degistirme durumu olan elastik zemine oturan plak probleminin ¢6ziimii i¢in,
zeminin her hangi bir noktasindaki deplasman Vlasov ve Leont’ev tarafindan asagidaki gibi
tanimlanmistir [1 ].

u(x,y,z)=0

_ 2
W(x: Vs Z) - W()C, y)¢(Z)
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burada ¢z) zemin yiizeyinden kaya tabakaya dogru yer degistirmenin degisimini
gostermektedir ve asagidaki gibi ifade edilmektedir.

z
inh y(1- —
sinh y( H)

#(z) = W (€))

e

(ljz - " > @)
") 2-vy) oot (x, y)dvdy

Yukaridaki ifadelerde H zemin derinligi ve v; poisson oranidir. yise yukarida tanimlandig
iizere plak ve elastik zeminin yer degistirmesine baghdir [2, 3, 4]. (1) denklemindeki, &k ve

2,

2
kzlj[ (I_VS)ES (ﬂj dz (5)
o(+vy)d-2vy)\ dz
_H Es 2
2=y ©

olarak verilebilir, burada E zeminin elastisite modiiliinii gostermektedir.
3. BOYUTSUZ DENKLEMLER

Kalinlig1 sabit olan bir plak i¢in karakteristik uzunluk olarak yeni bir parametre, r,
tanimlanabilir.

r=4 DH ™
ES
Buna gore plagin koordinat eksenleri ve yer degistirmesi boyutsuz olarak
X z w
x=2, y=2, z==, =2 )
r r r r

seklinde yazilabilir. Bu esitlikler (1) ile verilen denklemde yerine yazilirsa, alan denklemi
VAW -20V2W+K W =0 )
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olarak yazilabilir [5]. Burada K,, Vlasov modeli i¢in boyutsuz zemin modiilii, 27 ise yaylar
arasi etkilesimi temsil eden boyutsuz parametrelerdir:

o 200
K,=—, 2T= (10)
D D
Boyutsuz diizgiin yayili yiik terimi ise
3
qr
=1— 11
0 5 )

seklinde yazilabilir.  (9) denkleminde V* ve V’ sirasiyla biharmonik ve Laplace
operatdrleridir ve tiirevlerin yeni koordinat sistemine, X ve Y, gore alinmas1 gerekmektedir.
Yukaridaki denklemlerde kisa kenar1 2a, uzun kenart 2b olan dikddrtgen plagin boyutlar
isleme girmemektedir. Plagin boyutlarin1 da isleme katmak icin yeni bir boyutsuz
parametre, 2a/r, tanimlanabilir.

4. SAYISAL MODELLEME

Burada agiklanan, elastik zemine oturan plak problemini ¢ézmek iizere sonlu farklar veya
sonlu elemanlar modellerinden biri kullanilabilir. Yeterli eleman sayist kullanildig: siirece
her iki yontemin de ayni sonucu verecegi asikardir. Bu calismada sonlu elemanlar yontemi
tercih edilmistir.

4.1. Sonlu Elemanlar Modeli

Sonlu elemanlar modelinde plagi temsil eden eleman rijitlik matrisi, [k,], yaninda
zemindeki eksenel deformasyonlari temsil eden rijitlik matrisi, [k;], ve zemindeki kesme
deformasyonlarini temsil eden [k, matrisleri elde edilmistir [3]. Standart sonlu elemanlar
modelleme iglemlerini takip ederek eleman rijitlik matrislerini toplamak suretiyle global
rijitlik matrisi elde edilir. [K], global rijitlik matrisini gostermek iizere asagidaki ifade
yazilabilir.

[x]= fllf([kp]"_[kk]"'[kh ]) (12)

i=1

Burada ne sonlu eleman modellemesindeki toplam plak eleman sayisin1 gostermektedir.
Sonug denklem sistemi asagidaki gibi yazilabilir.

[KKw}=1{F} (13)

Bu ifadede {W} ve {F} sirasiyla global deplasman ve yiik vektorleridir. (13) denklemini
cozebilmek icin sinir sartlarini uygulamak gerekmektedir. Sinir sarti olarak plagin
etrafindaki elastik zeminin plak kenarlarina olan etkisi dikkate alinmaktadir [4, 5]. Bu
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amagla, plagi cevreleyen zeminin etkisi esdeger reaksiyon kuvvetleri olarak hesaplanmis ve
plak kenarlarina etkittirilmistir [6].

4.2. Winkler Modeli icin Boyutsuz Zemin Modiilii K,,’nin Elde Edilisi

Vlasov modelindeki boyutsuz zemin parametresi K,’den Winkler modelinde kullanilan olan
boyutsuz zemin modilii K,’nin elde edilisi asagidaki sekilde ozetlenebilir. Plagin
deplasmanlar1 Vlasov modeliyle elde edilerek (10) denklemi yardimiyla zemin modiilii X,
ve yiik altindaki maksimum deplasman hesaplanmistir. Elde edilen K, degeri kullanilarak
ayn1 plagimm Winkler yontemiyle analizi yapilmis ve yiik altindaki maksimum deplasman
degeri hesaplanmistir. Her iki yontemden elde edilen maksimum deplasman degerlerinin
orant belirlenmis ve Vlasov modelinden elde edilen zemin modili K, bu degerle
carpilmistir.  Yeni bulunan deger kullanilarak plak Winkler modeli ile yeniden analiz
edilmistir. Bu adimda elde edilen yer degistirme degeri Vlasov modeliyle elde edilen
degere daha yakin olacaktir. Maksimum yer degistirmeler arasindaki oran bir kez daha
hesaplanarak zemin modiilii K, yeni oranla garpilmistir. Ayni isleme Vlasov ve Winkler
modellerinden elde edilen maksimum yer degistirme degerleri arasindaki fark sifira
yaklagana kadar devam edilmistir [7].

Boyutsuz Winkler zemini modiilii K,,’nin H/r orani ile degisimi ti¢ farkli yiikleme durumu
icin Sekil 1 de verilmektedir. Herhangi bir elastik zemine oturan plak problemine ait
degeri (7) denklemiyle hesaplanir. H/r orani belirlenip yiikleme durumuna gére Winkler
modelinde kullanilabilecek olan boyutsuz zemin modiild, K, Sekil 1’deki ilgili egriden
okunur veya asagidaki bagintilar yardimiyla hesaplanabilir.

2
Ky, =0.7409+ 0.2997[£j + 0.0471(£j , (14)
r r
H 0y
Ky, =-0.2232 +1.6875[—j +0.1 152(-} ) 15)
r r
H HY
Ky, =-24425+ 5.1822(—j + 0.2718(—j : (16)
r r

K, degeri tekil yiik plagin merkezinde ise (14) denklemi kullanilarak, yiik plagin kenar
ortasinda ise (15) denklemi yardimiyla ve yiik plagin kosesinde ise (16) denklemi ile
hesaplanir. Daha sonra Winkler yonteminde kullanilacak zemin modiili

K,,D
k== (17)
r

ifadesi ile belirlenir. Elde edilen & degeri kullanilarak elastik zemine oturan plagin
deplasmanlar1 ve i¢ kuvvetleri Winkler yontemi ile ve pratik agidan yeterli hassasiyetle
hesaplanabilir. Bdylece hem zeminin hem de plagin geometrisi ve malzeme &zellikleri
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hesaba katilmig olur. Ancak elde edilen sonuglarin Vlasov metoduyla elde edilecek
degerleri tamamen yansitmayacagina dikkat etmek gerekir [5].

80

/
/

70 ~

P plak merkezinde /
60 — = = = P plak kenar ortasinda :
= = P plak kdsesinde ./

/
50 - /
/
S 40 - /
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/ p
20 '/ —
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Sekil 1. Boyutsuz Winkler zemini modiiliiniin H/r orani ile degisimi.

5. SAYISAL ORNEKLER

Sayisal orneklerle hem Sekil 1’de verilen egrilerin nasil kullanilacagi gosterilmeye
calistlmis hem de elde edilen sonuglar Vlasov modelinden elde edilenlerle
kargilagtirilmistir. Sekil 2°de goriilen plak ti¢ farkli yiikleme durumu igin ¢oziilmiistiir.

10m x 10m lik plak 2.1x10" kN/m’ lik elastisite modiilii ve 0.15 lik Poisson oranina
sahiptir. Zeminin elastisite modiilii ise 9101 kN/m’ dir. Tekil yiikiin siddeti 250 N ve
zemin derinligi H = 9.144 m alinmistir. Zemin ve plaga ait degerler yerine konuldugunda r
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degeri 2.368 m, H/r orani ise 3.86 olarak elde edilmistir. Tekil yiikiin plak merkezinden
etkimesi durumunda boyutsuz Winkler zemini modilii K, , ilgili egriden veya (14)
denkleminden 2.6 olarak hesaplanmistir. Buna baglh olarak £, degeri elde edilmis ve plak
Winkler yontemi ile analiz edilmistir. Hesaplanan yer degistirme ve egilme momenti
degerleri Vlasov metoduyla elde edilenlerle karsilastirilmak iizere AB akst boyunca
cizilmistir, Sekil 3.

.............................................................. —p 10 m

v
10 m
Ay Ay
'D
P:
A PoX N
B." > 10m

'8eccceccccee

@)

B
le 10m N

I~ gl

=
8

Sekil 2. Yiikleme durumlar: ve grafiklerde kullanilan dogrultular.

Daha sonra ayni plak Sekil 2 de goriildiigii tizere yiikiin kenar ortasinda etkimesi hali i¢in
¢cOziilmiistiir. Bu durumda K, degeri ilgili egri veya (15) ifadesi yardimiyla 6.064 olarak
elde edilmistir. Buna gore Winkler yontemiyle analizde kullanilacak olan AN/m’
boyutundaki zemin modiilii (17) denklemi yardimiyla hesaplanmistir. Hem Vlasov
metoduyla hem de Winkler metoduyla elde edilen yer degistirme ve egilme momenti
degerleri iki aks boyunca Sekil 4 ve 5’te verilmektedir.
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~ r’r 1"
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N
=
-2.71 i L ' Pmcrw———— " !
25 5.0 7.5 10.0

Egilme momenti
Sekil 3. Tekil yiik plak merkezinde, dogrultu AB (Sekil 2).

Son olarak tekil yiikiin kdsede etkimesi hali icin K,, degeri 21.61 olarak elde edilmis ve
buna bagli olarak £, (16) denklemi yardimiyla hesaplanmistir. Bu yiikleme durumu i¢in yer
degistirme ve egilme momenti degerleri Sekil 6’da verilmektedir.

5.1. Sonuclarm Degerlendirilmesi

Hem Vlasov hem de Winkler modelinden elde edilen sonuglar Sekil 3, 4, 5 ve 6’da
verilmektedir. Sonuglar birbirine olduk¢a yakindir. Tekil yiikk durumunda Winkler
modelinin ger¢ek¢i zemin modiilii kullanildiginda oldukea iyi sonu¢ verdigi soylenebilir.
Grafiklerden de goriildiigli gibi iki metotla elde edilen sonuglar arasinda bir miktar fark
vardir. Bunun nedeni Winkler modelinde ihmal edilen yaylar arasi1 kesme etkisidir. Her iki
yontemle elde edilen maksimum yer degistirmenin ayni olmasina ragmen, yiikiin kenarda
ve kosede etkimesi hallerinde egilme momentlerinde % 25’e varan hatalar gozlenmektedir.
Bunun nedeni yer degistirmenin agiklik boyunca degisiminden ziyade sadece maksimum
yer degistirmenin iist iiste diisiiriilmeye c¢alisilmasindandir.
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—_ 00 2.5 5.0 7.5 10.0
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Egilme momenti

Sekil 4. Tekil yiik plak kenar ortasinda, dogrultu AB (Sekil 2).

7 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
= T T T
B Yer degistirme ---- Vlasov
__ Winkler
1 oo 55 5.0 7.5 10.0
w I w

Egilme momenti

Sekil 5. Tekil yiik plak kenar ortasinda, dogrultu CD (Sekil 2).
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7.5 10.0
h 1
—
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5 __ Winkler
4.1 2.5 5.0 7.5 10.0
~ = -
&
é 9.5 5
= Egilme momenti
-23.0

Sekil 6. Tekil yiik plak késesinde, dogrultu AB (Sekil 2).

5.2. Hata Analizi

Egilme momentinin maksimum degerinde yapilabilecek olan hatanin dagilimini géstermek
iizere hata analizi gergeklestirilmistir.  Vlasov modeli kullanilarak degisik zemin
derinlikleri i¢in plagin egilme momentleri hesaplanmistir. Ayni islemler Sekil 1°deki
egriler yardimiyla Winkler yontemi kullanilarak da gergeklestirilmistir. ki ¢oziim
arasindaki hata miktarmin H/r ile degisimi ¢izilmis ve Sekil 7°de sunulmustur. Kenar
ortasindan yiiklii plagin egilme momentinde yapilabilecek hata H/r’nin kiigiik degerleri i¢in
cok kiigiik olmaktadir, fakat H/r’nin bilyiik degerleri i¢in hata miktar1 da artmaktadir.
Koseden yiiklenmis plak i¢in hata %25 civarindadir.

=
o
Ll

Hata =|
(%) a —

l —— e ——

=
g’ 4
P plak merkezinde
S 1 F plak kenar ortasida
P plak kégesinde
L=
=
P . . , H/r

.o 2o “.0 o a.a 10,4 2.0

Sekil 7. Egilme momentindeki hata miktarmin H/r orani ile degisimi .
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6. SONUCLAR

Winkler yonteminde kullanilan zemin modiiliinii elde etmek i¢in boyutsuz parametrik bir
calisma gerceklestirilmistir. Bu amagla grafikler sunulmus ve denklemler 6nerilmistir.
Tekil yik durumunda, zemin modiili dogru hesaplandigi o6l¢iide Winkler modelinin
tatminkar sonug verecegi goriilmektedir. Onerilen yéntem pratik miihendislik problemleri
i¢in yeterli dogrulukta sonug verebilmektedir.

SEMBOLLER

D : Plagin egilme rijitligi

E;, v, :Zeminin elastisite modiilii ve Poisson orani
H : Zemin derinligi

k : Zemin modiili

r : Plagin karakteristik uzunlugu

2t : Zemindeki kesme deformasyonunu temsil eden parametre
K,, : Vlasov modeli i¢in boyutsuz zemin modiili
K, : Winkler modeli i¢in boyutsuz zemin modiilii
/K] : Sistem rijitlik matrisi

{W}, {F}: Global deplasman ve yiik vektorleri

V# V? : Biharmonik ve Laplace operatorleri
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