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Arastirma Makalesi

Kesirli Mertebe ikinci Cesit Volterra Denklemi Icin Cauchy
Problemi

Giilizar Alisoyl'* , Gozde Arslantas1

! Matematik Béliimii, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Tekirdag Namuk Kemal Universitesi, Tekirdag, Tiirkiye

Ozet: Kesirli mertebe matematik analizde farkli tiirev tamimlarmin varhgi, degisik fen ve miihendislik problemlerinin tanimlanma
bicimine uygun olarak en iyi ¢Oziimiiniin elde edilmesine olanak saglamaktadir. Bu nedenle, matematiksel modelleme
problemlerinde kesirli mertebe diferintegral denklemlerin kullanimma olan ilgi giderek artmaktadir. Bu ¢aligmada, siirekli ve
integrallenebilir fonksiyonlarin B_(p, 8)*(< r >)(G, s)-Dzhabrailov-Alisoy uzayinda, G € R olmak tizere, Dyy(x) = f[x,y(x)] —
kesirli mertebeden diferansiyel denklemler igin bir Cauchy tipi problem incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Cauchy problemi, Dzhabrailov-Alisoy fonksiyonlar uzay, Kesirli mertebe diferansiyel denklem, Riemann-
Liouville tiirev ve integrali

Cauchy Problem for Fractional Order Second Type Volterra Equation

Abstract: The presence of different definitions of derivatives in the mathematical analysis of fractional order allows you to get the
best solution in accordance with the definition of various scientific and technical problems. Therefore, interest in the use of
fractional-order differential equations in problems of mathematical modeling is progressively increasing. In this study, in the
continuous and integrable space of functions B_(p, 8)"(< r >) (G, s) -Dzhabrailov-Alisoy, we study a Cauchy-type problem for
DYy(x) = f[x,y(x)] —differential equations of fractional orderona G c R

Keywords: Cauchy problem, Dzhabrailov-Alisoy functions space, Fractional order differential equation, Riemann-Liouville
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1. Giris

Kesirli mertebeden tiirev operatorii altinda y (x) bilinmeyen
fonksiyonunun bulundugu denklemlere genellikle kesirli
mertebeden adi diferansiyel denklemler denir [1-5]. Genel
durumda kesirli mertebe diferansiyel denklemler (KMDD)
Riemann-Liouville, Griinwald - Letnikov, Marshaud, Caputo,
Erdelyi-Kober, vb. yaklagimlariyla ifade olunabilir.

Matematiksel analizin bir kolu olan kesirli tiirev ve
integral, teknolojinin hizli gelisimine bagli olarak genis
kullanim spektrumuna sahiptir. Adindan da anlagilacag: iizere
kesirli diferansiyel hesap, tiirev ve integralin tam say1
olmayan (keyfi) mertebelere genisletilmis seklidir [1-9].
Kesirli-mertebe integral-diferansiyel (diferintegral)
operatorleri veya kesirli hesab: kullanan matematiksel
analizin ii¢ ylizyilldan fazla bir gegmise sahiptir. Kesirli-
mertebe tiirevlere iligkin ilk yaklasim J.Bernoulli ve
G.Leibniz’in ¢alismalarinda bulunur[5-9]. Bernoulli ve
Leibniz’in yami1 sira Fourier, Abel, Liouville, Riemann,
Heaviside, Laplace, Lagrange, Euler, Griinwald, Hardy,
Sigmund, Courant ve Leitnikov gibi {inlii birgok matematikgi
de bu konu iizerinde ¢ok 6nemli ¢aligmalar yapmustir[8-13].

Kesirli-mertebe matematiksel analize ilisgkin Ref[2-11]" da
¢ok sayida milkemmel degerlendirme ¢alismalart yer
almaktadir.

Kesirli mertebe analizin klasik analizden en onemli farki,
klasik analizde oldugu gibi tek bir tirev taniminin
olmayisidir. Dolayisiyla, kesirli mertebe analizdeki farkli
tiirev tanimlarmin varligt ve problemin tanimlanma bi¢imine
en uygun olaninin kullanilmasi, problemin en iyi ¢dziimiiniin
elde edilmesine olanak saglamaktadir. Kesirli mertebe
analizde agirlikli olarak kullanilan tiirev tanimlari, Riemann-
Liouville, Griinwald - Letnikov ve Caputo kesirli tiirev
tamimlaridir.  Hatirlayalm ki,  periyodik  sinyallerin
incelenmesinde Fourier kesirli tlirev tanimi daha iyi sonuglar
verir [ 3]. Bu tanimlar arasinda belirli kosullarda gegisler
olmasina ragmen, tanimlar ve tanimlarin fiziksel yorumlar
belirli farkliliga sahiptirler.

Giiniimiiz kosullarinda S.G. Samko, A.A. Kilbas, O.l.
Marichev, M. Al-Bassam, R. Bagley, Y.A. Brychkov,
L.M.B.C. Campos, R. Gorenflo, J.M.C. Joshi, S. Kalla, E.R.
Love, M. Mikolas, K. Nishimoto, S. Owa, A.P. Prudnikov, B.
Ro, H.M. Srivastava, A.M. Nahushev, R. Nigmatulin,
Uchaykin, Chen
gibi bilim insanlari tarafindan kesirli hesap ve uygulamalart
konusunda teferruatli bilgiler igeren cok sayida yaymlar
yapilmis ve dinamik bir bicimde yeni uygulamalar igeren
degisik yayinlar yapilmaktadir [3-14].

Bagka bir degisle su anda, kesirli matematik hem teorik
hem de pratik wuygulanma agisindan hizli gelisme
stirecindedir [6,7,11-14].

2. Problemin tanimlanmasi

Siirekli ve integrallenebilir fonksiyonlar uzayinda reel
eksenin sonlu arahiginda kesirli mertebe diferansiyel
denklemler i¢in Cauchy tipi problemin ¢dziimiiniin varligi ve
tekligi problemine bakalim. Bu amagla oncelikli olarak,
kesirli mertebe diferansiyel denklemlerle ikinci ¢esit Volterra
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integral denklemi arasindaki iliskiyi belirleyelim.

Varsayalim ki, a > 0 ve x > a olmak iizere

(D& y) () = flx,y(x)] (1a)
denkleminin
(D&*y)(a*) = by; by € Rk =1,2,...,n (1b)

kosulunu saglayan ¢6zlimiiniin belirlenmesi isteniyor.

a+1legera ¢ N

Burada, n = {a, eger a €N

Ayrica (Dgfky) (a*) - ifadesi limitin a noktasinin sag
komsulugunda (a, a + €) alindigini gostermektedir. Bir baska
ifadeyle

(Dg*y)(@) = Jim (Dg7*y) () 1< k<n-1
{ (DE™y)(@") = lim (I5") (), a#n @
(D%y)(@*) = y(a), a=n

Burada I7+- kesirli Riemann- Liouville sag integrali olup,

1 X
(G =105 f GO f (tt))l_a dt,x>a @3)

bigiminde belirlenir.

Ozel durumda @« =n €N igin (la) ve (1b) ifadeleri ile

tanimlanan problem siradan bir Cauchy problemine doniisiir,

yani

{ y® ) = flx,y(0)] @
y®™K(a) =b,, b,€R, k=1n

Bu nedenle (1a) ve (1b) ifadeleri ile tanimlanan problem de
(4) problemine benzer olarak bir Cauchy problemidir.
Diferansiyel denklemin mertebesi olan a- parametresinin
0 < a <1 araliginda olmasi durumunda (la), (1b) ve (2)
ifadeleri ile tanimlanan Cauchy problemi
{(D§‘+y) ) = flx,y(x)] )

Li=b, beR

bi¢ciminde olacaktir. Eger (5) ifadesi ile tanimlanan Cauchy
problemi agirlik problemi bi¢iminde diizenlenirse, o halde

{ (DF+y) () = flx, y(x)]

lim (x —a)"*y(x) = ¢, ceER ®)
x—a

yazilabilir.

(6) ifadesi ile tanimlanan kesirli mertebe Cauchy probleminin
¢Ozlimiinii elde etmek icin 6ncelikli olarak, problemi asagida
(7) ifadesi ile tanimlanan
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— N bj a-j
y(x)_]Z=1r(a_j+1)(x—a) ]
flt,y(@©] @

r(a)f(x—t)lad'”“

ikinci ¢esit nonlineer Volterra denkleminin ¢6ziimiine
indirgememiz ve sonraki asamada ise tanimladigimiz Cauchy
probleminin B33~ (G,s) - Dzhabrailov-Alisoy uzaymnda tek
bir global ¢6ziiminin olmasmi  saglayan kosullart
belirlememiz gerekmektedir.

Bu amagla oncelikli olarak B<r>(G s) uzayma iliskin bazi

tanimlari verelim [15].

Her k = 1,2,---,s i¢in bilesen vektorleri i, = (0,1,-+,ny)
degerlerini almak tizere i = (iy,---,is) €Q olsun. O
takdirde, Q kiimesinin eleman sayis1 asagidaki ifade ile
belirlenecektir.

mesQ = 10l = [ [ +n ®)
k=1
Oyle ki
n+1 eger s=1
ot = { efer s=n ©

genel durumda ise Q kiimesinin eleman say1si
(n+1) <1Q| < 2™ olacaktur.

Varsayalim ki, r = (ry,-,15) tim k=1,2,-,s igin
bilesenleri 1, = (rk_l,--',rk_nk) olan pozitif bir vektordiir.
Bagka bir deyisle tim (k =1,2,-+,5;j=1,2,---1n;) 1i¢in
0<ay;=nm;—[r] <1 ve mn,;>0. Her bir r=
(ry,-+,75) pozitif vektdriine karsihik, i € Q olmak iizere,
ri= (rlil, ---,rsis) vektorlerinin - bir kiimesi olusturulur.
Olusturulmus bu vektorler kiimesi i¢cin agagidaki 6nermeler
gecerlidir. Vk € supp(iy, -+, i) igin iy, # 0 yani

=(0,-+,0,73,, 0,-+,0) ve

ii) vk € {1,2,-,s}\ supp(iy, -, is) igin ise, ix = 0 yani
2 = (0,+-,0) olacaktir.

Bu varsayimlar dogrultusunda, 1 < p < 6 < oo olmak iizere
f fonksiyonu i¢in agagidaki norm dogrudur [15-18].

sz, 5 = Ity < (10
i=(iy,15)€EQ '

Tamim 1. G € R™ bolgesinde Sobolev anlaminda tim i € Q
i¢in genellestirilmis D™ ' f € L,(G) tiirevleri mevcut ve (10)
ifadesiyle tanimlanan norma sahip sonlu Olgiilebilir
fonksiyonlar kiimesine, By~ (G,s) fonksiyon uzay: denir.
Bu uzay s=1 ve 6 =oco durumunda bilinen Nikolsky
uzayma ves =1 ve 1<6 <oo durumunda ise Besov
uzayma doniismektedir [16]. By~ (G, s) fonksiyon uzay tam
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normlu uzaydir [15-19]. Bu fonksiyon uzayinda r vektorii
lzerine tanimlanmig belirli kosullarda belirli G c R™ =
Ry, X -+ X Ry,

bolgeler smifi i¢in  Byy (G,s) < L,(G) oldugu dikkate
alinirsa [14-16], (6) ifadesi ile tanimlanan problem igin

a € R, a > 0 olmak iizere
L%(a,b):= {y € L(a,b): DZ+y € L(a, b)}

yazilabilir. Burada L(a,b):= L;(a,b)- sonlu [a,b] € R
araliginda integrallenebilir fonksiyonlarin uzaymi temsil
eder.

<T>(G S) [N
L(a, b) varsayiminda (la) ve (1b) ifadeleri ile tanimlanmis
Cauchy probleminin, (7) ifadesi ile tanimlanan nonlineer
ikinci gesit Volterra denklemine esdeger oldugunu
gostermemiz ~ gerekiyor. Bu amacgla Oncelikli olarak
Ref.[4,10,15] verilen temel bilgiler dogrultusunda asagidaki
teoremi ispatlayalim.

Boylece keyfi y(x) € G c R igin f[x,y] €

Teorem 1. Varsayalim ki @« > 0, n = —[—a] olsun. G- R’ de
actk kiime ve f:(a,b]XxG— R olsun. Oyle ki, Vy€
Gicin flx,y] € By (G,s) & L(a,b). Eger x>a olmak
iizere y(x) € By~ (G,s) < L(a,b) fonksiyonu

 Nadj . 1 (xflty®lde
x—a) +l"(a)fa x-i@

yx) =

n i
=1 r(a-j+1)

ikinci ¢esit Volterra denklemini sagliyorsa, o halde y(x)
fonksiyonu hemen her yerde

D:+y) x) =flx,y®)], a>0 (11a)
Ve

(D& *y)(a*) = by, by €Rk=1,2,...,n
— [ (11b)

ifadelerini de saglar.
Ispat: Oncelikle teoremin gereklilik sartmi ispatlayalim. Bu

nedenle y(x) € B3 (G,s) & L(a,b) fonksiyonunun (11a)

ve (11b) ifadelerini sagladigim varsayalim. f[x,y] €
By5 (G,s) & L(a,b) oldugu igin (11a) ifadesi [a, b] kapah

araliginda hemen her yerde (D%,y)(x) € B<r>(G s) ©

L(a,b) kesirli mertebe tiirevinin oldugunu ifade eder. Bu
durumda, kesirli mertebe tiirev kavramindan harecketle

n

(D)) = () () @,n = ~[~al (122)

(1)) = y() (12b)
yazabiliriz ve dolayisiyla

(I%y) () = I3+(Dgvy) ()

Ote yandan (D%,y)(x) € B<r>(G s) & L(a, b) oldugu igin,
(I'7%y)(x) € AC™a,b] yazabiliriz. Bu demektir ki,
y(x) € Ly(a, b) fonksiyonu integrallenebilir kesirli mertebe
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tireve sahiptir. Boylece kesirli mertebe tirev ve kesirli
mertebe integralin karsilikli ters operatorler oldugu dikkate
alinirsa, o halde

a pa En Yn aj)(a)
I"+D7+ = — _ — a
( at”a y)(x) y(x) 4 l—.(a i+ 1) (X a) (13)

Yn-a(®) = (Ig= “y) (%)

yazabiliriz. Ayrica

n-j

WP = () ey = 05Ty

esitligi dikkate alinirsa asagidaki ifadeyi elde ederiz

(Ig+Dg+y) (x) = y(x)

(D N (a*) i
F(a j+ 1)( -
( i (14)
bj(x —a)*~
=y - Z Fla—j+1)

Simdi ise IS+ operatdrii ile (D y)(x) = f[x, y(x)] esitliginin
her iki tarafina uygulayalim. O halde;

(Ig+Dg+y) (X) = Ig+ f[t: Y(t)] (X)

ifadesini elde ederiz. Eger bu ifade (14) denkleminde dikkate
alinirsa

n b (x — )
1%£[t, y (D] (%) = y(x) — Z i (x — a)
j

M CESEEY (15)

sonucuna ulagiriz. Elde edilen bu denklemde kesirli mertebe
integral ifadesi yerine yazilarak (15) ifadesi yeniden
diizenlenirse ikinci gesit Volterra denklemini elde ederiz. Yani

< b;(x — a)*~

YO =2 T+ D
j=1

1 [ Ity (16)
F(a) (x —t)t-a dt, x

>a

bdylece Teorem 1 ‘in gereklilik kosulu ispatlanmis oldu.

Yeterlilik Kkosulu: Varsayalim ki y(x) EB<T>(G s)o

L(a,b) hemen her yerde ikinci g¢esit Volterra denklemini
sagliyor, yani

- b; o
y(x) = ;F@z——j-l-l)(x_ a)*)

t,y(t)]dt (17)
F(oc)f(x—t)1 ¥
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bu ifadenin her iki tarafina D+ kesirli mertebe diferansiyel
operatdrii uygulayalim. O halde asagidaki esitligi elde ederiz;

b; (D% (t — a)* ) (x)
(DEy) ) = ) —E——
]Z; Fla—j+1) (18)

+ (D&% AL y(©1 () )

Daha 6nce de ispatladigimiz gibi
rl+a-j)
ra-,n

oldugu dikkate alinarak ve j=1,2,...,

(Dt — )" (x) = (x—a)7

[a] + 1 igin

1
r@-j
ifadesi sifir olacagindan

(D w(t—a)*” ])(X) =0 olur. (18) esitligi yeniden
diizenlenirse

(Dg4y) () = (DG AL YOI ) (19)

denklemini elde ederiz. Ote yandan

flt,y(D] € By~ (G,s) < L(a,b) oldugu icin (Df+y)(x) =
f[x,y(x)] olacaktir. Elde ettigimiz bu ifade (11a) ifadesi ile
aynidir.

Simdi ise (11b) ifadesinin dogrulugunu gosterelim. Bu
amagcla (7) ifadesi ile tanimlanan esitligin her iki tarafina
k=1,2,...,n olmak iizere Dg‘:k kesirli mertebe tiirev

operatorii uygulayalim.

b;(DE*(t — a)* ) (x)
sz+ky)( ) — J\Za i
]Z; MMa—j+1) 20)

+ (D& 1A y(9]()

bu ifadede bazi 6zel durumlara bakalim: 1<k<n-1
olsun. O halde
_ ) r1+a-—j) .
a-Kkpry a—j —__~ = _ \k—j
(Da+ (t—a) )(x) O x—a)
r1+a—-j) Ko
AT SR S
= (k—i! x—a) Jk>j—1
0, k<j—1
elde ederiz. Dolayistyla,
o by (x = a)F (x)
(DE6 = ) T
= 4 (1)

+ (P& I8 L y (91 ()

olur. Ote yandan 1<k<n-—1 ve a>0 icin a —k >0
olacagindan

(PEMIE A y (01 () = 15t y (0] = 1561, y (0]

ve
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. bj(x — a)k-

j
(D5 ) x) = T I3+ f[x, y (]

j=1

Bu denklem agik bigimde ifade edilirse o halde

b (x — a)k)

a—-k _
(PF5)60 = 2, =451

j=1

1 22
+ =y | vl @2)

— k14t

Eger (22) ifadesinde x — +a iken limit degerine gegilirse
k=1,2,...,n— 1 olmak lizere

by = (Dg‘fky)(a+)

kosulunu elde ederiz. Ayrica k =n igin (20) ifadesinden
hareketle

& by (x — a)

oo (23)

+ (D& L y(©] ()

(DE"Y)®) =

denklemini elde ederiz.

Simdi ise n = —[—a],a > 0ve a — (a —n) = n > 0 olmak
lizere « — n > 0 durumuna bakalim;

a-n _ o bj (x—a)™
(OEI0= 2=

1 24
taoo f flt y(O1(x (24)

a

— )" 1at

Eger bu ifadede a # n olmak ilizere x — +a iken limite
gegilirse, b, = (DS "y)(@Dvea=n i¢in b, =y(a)
sonucuna ulagiriz. Boylece teoremin yeterlilik kosulu
ispatlanmistir.

Sonug: 0 < @ < 1, G- R’ de agik kiime ve f: (a,b] X G » R
olsun. Ayrica Vy € G igin f[x,y] € B;§>(G,s) S L(a,b)
olsun. Eger y(x) € By (G,s) < L(a,b) fonksiyonu x > a

olmak tizere,

Cbx—a) 1 ([ y@de
YOS T @) oo

ikinci gesit Volterra denklemini sagliyorsa y(x) fonksiyonu
hemen her yerde

(D&y) () = flx,y(0],0 < a < 1 (25)

(Ii+*y)(@*) =b, bER (26)
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ifadelerini saglar.

Boylece, kesirli mertebe diferansiyel denklemler ile ikinci
cesit Volterra integral denklemi arasindaki iligkiyi
belirledikten sonra, kesirli mertebe diferansiyel denklemler
icin Cauchy bigimli problemin ¢dzlimiiniin varlig1 ve tekligi
durumunu ele alalim. Anlagilacagi lizere burada

(D&4y)(x) = flx,y®], a>0

diferansiyel denkleminin k =1,2,..., n=—[—a] olmak
lizere

(Dgfky)(aJr) = bk' bk eER
kosulunu saglayan ¢6ziimiiniin

L%a,b) = {y € L(a,b): DS+y € By (G,s) < L(a, b)}

a+

uzayinda var olmast ve bu ¢Oziimin tek olmasi
incelenecektir.

Teorem 2. Varsayalim ki @ > 0, n = —[—a] ve G- kiimesi
R’ de agik bir kiimedir. f: (a,b] X G - R olsun. Oyle ki
Vy € G i¢in f[x,y] € Byp (G,s) < L(a,b) ve A> 0 ve X
degiskeninden bagimsiz bir sabit olmak tizere Vy,,y, € G €

C,Vx € (a, b] i¢in

Iflx,y1] = f[x, y21l < Aly; =yl

Lipschitz kosulu saglaniyorsa L%(a, b) uzayinda

(D%y)(x) = flx,y®], a>0

kesirli mertebe diferansiyel denkleminin k=1,2,..., n=
—[—a] olmak iizere

(D& y)@") = by, be€R,
kosulunu saglayan ¢6ziimii var ve bu ¢oziim tektir.

Ispat: Bu durumda ¢oziimiin varligni ve tekligini
ispatlamak i¢in, Teorem 1’¢ istinaden y(x) € Byp”(G,s)
fonksiyonunun (7) ifadesi ile tamimladigimiz nonlineer
Volterra integral denkleminin tek ¢6ziimii oldugunu
gostermek yeterlidir. Bu nedenle oncelikli olarak [a,b]
araliginda Volterra denkleminin ¢dziimiine bakalim. (7)
ifadesi ile tanimlanan denklemin keyfi [a,x;] € [a, b], a <
x; < b araligi {izerinde bir anlama sahip olmasindan
hareketle, x; degerini 6yle segelim ki;

(x — )

—<1
Na+1)

esitsizligi saglanmig olsun. Daha sonra ise y(x) € L(a, x;)
fonksiyonunun (7) iadesi ile tanimlanan denklemin [a, x;]
araligindaki tek ¢oziimii oldugunu gosterelim. Bu amagla
L(a,x;) wuzayr igin (sikisgtirma haritalama olarak ta
adlandirilan) Banach  hareketsiz nokta teoreminden

yararlanalm. By~ (G,s) < L(a,x;) uzay! tam metrik uzay
oldugu icin
X
40 = lyy —yoll = [ DO

G-’
a

Volterra denklemini y(x) = (Ty)(x) bigiminde yazarsak,
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t,y(t)]dt @7
(T =70 + 1 ] 1Ly oL
ifadesini elde ederiz. Burada YO(X)zzlllr(a]—J—;Jrn(x_

a)*I dir.

Banach sabit nokta teoremini uygulayabilmemiz i¢in asagida
verilen iki durumu ispatlamamiz gerekiyor;

i)Eger y(x) € L(a,x,) ise 0 halde (Ty)(x) € L(a,x;1)

iVvy,,y, € L(a, xq) icin agagidaki esitsizlik saglanmug

olsun

ITy, — Ty, ”B;'(?(G,S)L» L(a,xq)

< wllys =y, ||B§,§>(G,s)«—> L(axy) (28)

Burada w = 4 %=
r'(a+1)

Oncelikle y, (%) € L(a, x;) oldugunu gosterelim;

X1 n b Xq
= —] — a—j
[ ucotax ]Z_lr(a—jﬂ)f(" @) dx

n (x — @)* I+t |

Z (a—J+1) a—j+1 @ (29)
n

by

) (v a—j+1 <
NCESERI A ®

1l
ey

a+1<j,j=12,...,n=—[-a]

Teoremin sartma gore f[x,y] € B, 4(G,s) < L(a, b) oldugu
i¢in b = x; alinirsa ve g(t) = f[t, y(t)] alinirsa daha énce
tanimlanan bilgilere gore

« f t,y(0)]de
laf = F(a) mpSTeT

€ L(a,x;)

ve sonug olarak (Ty)(x) € By~ (G,s) < L(a,x;) olacaktir.
Simdi ise L(a, x;)- uzayinda (Ty)(x) normuna bakalim ;

1Ty, — Ty2||B;2>(G's)L> L(axy) — ” (YO(X) +

1 xfltys(9ldr)
e Ja (x—t)l—a)

1 xflty,(O]dt
(vo00 + 5 o BT

Byg (G.5)> L(ax) (30)

= 1% flx, y1 ()] = 1% %, y, R

Byg (G,9)> L(a,x,)

< 1% (flx, y1 ()] — £,y GOD|

Byg (6,9)> L(ax;)

Riemann- Liouville kesirli integral operatoriiniin smirl
olmasindan hareketle
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1Ty, — Ty ”B;’;(G 5)< L(axy)

(X1 a)“ I
Fla+ 1) "1 (31)

— Yallps> 6,590 Laxy)

<A

elde ettigimiz bu sonug (27) ifadesinin dogrulugunu gosterir.
-
I'(a+1)
esitsizliginin dogru olmasi durumunda Banach sabit nokta
teoremine istinaden [a,x;] araliginda Volterra denkleminin

y*(x) € Byg (G,s) & L(a,b)L(a,x;) ¢oziimii var ve bu
¢oziim tektir. Banach sabit nokta teoremine gore y*(x)
¢oziimii (T™y,")(x) yakinsak dizisinin limitidir. Yani

<1

X, degerinin segimine bagli olarak w = A4

nlliL’IgOHTmyo* _ y*||B;g>(G,s)'—>L(a,x1) =0 (32)

Burada Vo' € Byg (G,s) < L(a,b) olan keyfi bir
fonksiyondur. 3k: b, # 0, 0 zaman y,*(x) = yo(x) oldugu
kabul edilebilir . Burada y,(x) = " (x —a)e
dir.

1=1p(a— ]+1)

x flty(D]dt
(TN = yo() + 5 [0 [ 2 e

oldugundan (T™y,*) (x) dizisi

Ote yandan

t, T 1yo* (¢)]dt
(x— )i«

(™56 = o) + 73 f

m = 1,2,... Recurrent formiilii ile belirlenir. Eger y,,(x) =
(T™yy*)(x) isaretlemesi yapilirsa

fIt, ym—1 (x)]dt
—pia (33)

ym(x) = yo(x)+r( )f

m=1,2,.. ve limy_,|lvm — y*IIB;?(G’S)L,L(a’xl) =0 elde
ederiz.

Daha sonra [x;,x,] araligini ele alalim. Oyle ki h; >0
olmak {izere, x, =x; +hy <b olsun. Eger Volterra
denklemini

= b; o
yx) ZJZ—F(O(—j+1) (x —a)eJ

L xf[t,y(t)]dt
M@ ) G=nt (34)
1 X1f[t,y(t)]dt

dogrulayan y(x) fonksiyonunun [a, x;] araliginda tek oldugu
dikkate alinirsa yukaridaki denklem asagidaki gibi ifade
edilebilir;
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1 [fley(®ldt
Y00 = () + s [ XS (35)

Burada;

AN b; wei, 1 [ iyl
ym(x)—;m(x_“) ) G-ore

ifadesi ile tamimlanan fonksiyonun bilinen fonksiyon
oldugunu hatirlayalim. Boylece yukarida kullandigimiz
benzer yorum ve yaklagimlarla, Volterra denkleminin [xq, x,]
aralignda y*(x) € By (G,s) & L(x;,%,) tek ¢dziimiiniin
oldugu gosterilir. Sonraki agsamada, h, > 0 olmak iizere
X3 =X, +h, <b igin belirledigimiz [x,,x3] araliginda
Volterra denkleminin tek ¢6ziimiiniin oldugu gosterilir. Eger
bu islemi tekrarlarsak y*(x) € B;?(G, s) © L(a,b)
fonksiyonunun [a,b] araliginda Volterra denkleminin tek
¢oziim oldugu sonucuna ulasiriz. Bir bagka deyisle
y(x) = y*(x) € By (G,s) < L(a,b) fonksiyonunun (1.1)
ve (1.2) ifadeleriyle tanimlanan Cauchy probleminin ¢6ziimii
oldugu ispatlanmis olur.
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