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Özet: Kesirli mertebe matematik analizde farklı türev tanımlarının varlığı, değişik fen ve mühendislik problemlerinin tanımlanma 

biçimine uygun olarak en iyi çözümünün elde edilmesine olanak sağlamaktadır. Bu nedenle, matematiksel modelleme 

problemlerinde kesirli mertebe diferintegral denklemlerin kullanımına olan ilgi giderek artmaktadır. Bu çalışmada, sürekli ve 

integrallenebilir fonksiyonların 𝐵_(𝑝, 𝜃)^(< 𝑟 >)(𝐺, 𝑠)-Dzhabrailov-Alisoy uzayında, 𝐺 ⊂ ℝ olmak üzere,  𝐷𝑎
𝜈𝑦(𝑥) = 𝑓[𝑥, 𝑦(𝑥)] −  

kesirli mertebeden diferansiyel denklemler için bir Cauchy tipi problem incelenmiştir. 

Anahtar kelimeler: Cauchy problemi, Dzhabrailov-Alisoy fonksiyonlar uzayı, Kesirli mertebe  diferansiyel denklem, Riemann-

Liouville türev ve integrali 

Cauchy Problem for Fractional Order Second Type Volterra Equation 

Abstract: The presence of different definitions of derivatives in the mathematical analysis of fractional order allows you to get the 

best solution in accordance with the definition of various scientific and technical problems. Therefore, interest in the use of 

fractional-order differential equations in problems of mathematical modeling is progressively increasing.  In this study, in the 

continuous and integrable space of functions 𝐵_(𝑝, 𝜃)^(< 𝑟 >) (𝐺, 𝑠) -Dzhabrailov-Alisoy, we study a Cauchy-type problem for 

𝐷𝑎
𝜈𝑦(𝑥) = 𝑓[𝑥, 𝑦(𝑥)] −differential equations of fractional order on a 𝐺 ⊂ ℝ 
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1. Giriş 

Kesirli mertebeden türev operatörü altında y (x)  bilinmeyen 

fonksiyonunun bulunduğu denklemlere genellikle kesirli 

mertebeden adi diferansiyel denklemler denir [1-5]. Genel 

durumda kesirli mertebe diferansiyel denklemler (KMDD) 

Riemann-Liouville, Grünwald - Letnikov, Marshaud, Caputo, 

Erdelyi-Kober, vb. yaklaşımlarıyla ifade olunabilir. 

    Matematiksel analizin bir kolu olan kesirli türev ve 

integral, teknolojinin hızlı gelişimine bağlı olarak geniş 

kullanım spektrumuna sahiptir. Adından da anlaşılacağı üzere 

kesirli diferansiyel hesap, türev ve integralin tam sayı 

olmayan (keyfi) mertebelere genişletilmiş şeklidir [1-9]. 

Kesirli-mertebe integral-diferansiyel (diferintegral) 

operatörleri veya kesirli hesabı kullanan matematiksel 

analizin üç yüzyıldan fazla bir geçmişe sahiptir. Kesirli-

mertebe türevlere ilişkin ilk yaklaşım J.Bernoulli ve 

G.Leibniz’in çalışmalarında bulunur[5-9]. Bernoulli ve 

Leibniz’in yanı sıra Fourier, Abel, Liouville, Riemann, 

Heaviside, Laplace, Lagrange, Euler, Grünwald, Hardy, 

Sigmund, Courant ve Leitnikov gibi ünlü birçok matematikçi 

de bu konu üzerinde çok önemli çalışmalar yapmıştır[8-13]. 

Kesirli-mertebe matematiksel analize ilişkin Ref.[2-11]’ da 

çok sayıda mükemmel değerlendirme çalışmaları yer 

almaktadır.  

Kesirli mertebe analizin klasik analizden en önemli farkı, 

klasik analizde olduğu gibi tek bir türev tanımının 

olmayışıdır. Dolayısıyla, kesirli mertebe analizdeki farklı 

türev tanımlarının varlığı ve problemin tanımlanma biçimine 

en uygun olanının kullanılması, problemin en iyi çözümünün 

elde edilmesine olanak sağlamaktadır. Kesirli mertebe 

analizde ağırlıklı olarak kullanılan türev tanımları,  Riemann-

Liouville, Grünwald - Letnikov ve Caputo kesirli türev 

tanımlarıdır. Hatırlayalım ki, periyodik sinyallerin 

incelenmesinde Fourier kesirli türev tanımı daha iyi sonuçlar 

verir [ 3]. Bu tanımlar arasında belirli koşullarda geçişler 

olmasına rağmen, tanımlar ve tanımların fiziksel yorumları 

belirli farklılığa sahiptirler. 

   Günümüz koşullarında S.G. Samko, A.A. Kilbas, O.I. 

Marichev, M. Al-Bassam, R. Bagley, Y.A. Brychkov, 

L.M.B.C. Campos, R. Gorenflo, J.M.C. Joshi, S. Kalla, E.R. 

Love, M. Mikolas, K. Nishimoto, S. Owa, A.P. Prudnikov, B. 

Ro, H.M. Srivastava, A.M. Nahushev, R. Nigmatulin, 

Uchaykin, Chen  

gibi bilim insanları tarafından  kesirli hesap ve uygulamaları 

konusunda teferruatlı bilgiler içeren çok sayıda yayınlar 

yapılmış ve dinamik bir biçimde  yeni uygulamalar içeren  

değişik yayınlar yapılmaktadır [3-14].  

   Başka bir değişle şu anda, kesirli matematik hem teorik 

hem de pratik uygulanma açısından hızlı gelişme 

sürecindedir [6,7,11-14]. 

2. Problemin tanımlanması  

Sürekli ve integrallenebilir fonksiyonlar uzayında reel 

eksenin sonlu aralığında kesirli mertebe diferansiyel 

denklemler için Cauchy tipi problemin çözümünün varlığı ve 

tekliği problemine bakalım. Bu amaçla öncelikli olarak, 

kesirli mertebe diferansiyel denklemlerle ikinci çeşit Volterra 

integral denklemi arasındaki ilişkiyi belirleyelim. 

     Varsayalım ki,  𝛼 > 0 ve 𝑥 > 𝑎 olmak üzere 

(𝐷𝑎+
𝛼 𝑦)(𝑥) = 𝑓[𝑥, 𝑦(𝑥)] (1a) 

denkleminin  

(𝐷𝑎+
𝛼−𝑘𝑦)(𝑎+) = 𝑏𝑘;  𝑏𝑘 ∈ ℝ, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 (1b) 

koşulunu sağlayan çözümünün belirlenmesi isteniyor. 

 Burada,     𝑛 = {
𝛼 + 1, 𝑒ğ𝑒𝑟 𝛼 ∉ ℕ
𝛼,        𝑒ğ𝑒𝑟 𝛼 ∈ ℕ

                 

Ayrıca (𝐷𝑎+
𝛼−𝑘𝑦)(𝑎+) - ifadesi limitin 𝑎 noktasının sağ 

komşuluğunda (𝑎, 𝑎 + 𝜀) alındığını göstermektedir. Bir başka 

ifadeyle 

(𝐷𝑎+
𝛼−𝑘𝑦)(𝑎+) = lim

𝑥→𝑎+
(𝐷𝑎+

𝛼−𝑘𝑦)(𝑥) 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1 

(2) 

{
(𝐷𝑎+

𝛼−𝑛𝑦)(𝑎+) = lim
𝑥→𝑎+

(𝐼𝑎+
𝛼−𝑛𝑦)(𝑥) ,        𝛼 ≠ 𝑛

(𝐷𝑎+
0 𝑦)(𝑎+) = 𝑦(𝑎),                                         𝛼 = 𝑛

 

Burada 𝐼𝑎+
𝛼 - kesirli Riemann- Liouville sağ integrali olup, 

(𝐼𝑎+
𝛼 𝑦)(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫

𝑦(𝑡)

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼
𝑑𝑡

𝑥

𝑎

, 𝑥 > 𝑎 (3) 

biçiminde belirlenir. 

Özel durumda 𝛼 = 𝑛 ∈ ℕ  için (1a) ve (1b) ifadeleri ile 

tanımlanan problem sıradan bir Cauchy problemine dönüşür, 

yani 

{
𝑦(𝑛)(𝑥) = 𝑓[𝑥, 𝑦(𝑥)]

𝑦(𝑛−𝑘)(𝑎) = 𝑏𝑘 ,     𝑏𝑘 ∈ ℝ, 𝑘 = 1, 𝑛 
 (4) 

Bu nedenle (1a) ve (1b) ifadeleri ile tanımlanan problem de 

(4) problemine benzer olarak bir Cauchy problemidir. 

Diferansiyel denklemin mertebesi olan 𝛼- parametresinin 

0 < 𝛼 < 1 aralığında olması durumunda (1a), (1b) ve (2) 

ifadeleri ile tanımlanan Cauchy problemi 

{
(Da+

𝛼 y)(x) = f[x, y(x)]

Ia+
1−𝛼 = b, b ∈ ℝ

 (5) 

biçiminde olacaktır. Eğer (5) ifadesi ile tanımlanan Cauchy 

problemi ağırlık problemi biçiminde düzenlenirse, o halde 

{ 
(Da+

𝛼 y)(x) = f[x, y(x)]                       

lim
𝑥→𝑎+

(𝑥 − 𝑎)1−𝛼𝑦(𝑥) = c, c ∈ ℝ (6) 

yazılabilir. 

(6) ifadesi ile tanımlanan kesirli mertebe Cauchy probleminin 

çözümünü elde etmek için öncelikli olarak, problemi aşağıda 

(7) ifadesi ile tanımlanan  
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𝑦(𝑥) =∑
𝑏𝑗

Γ(𝛼 − 𝑗 + 1)
(𝑥 − 𝑎)𝛼−𝑗

𝑛

𝑗=1

+
1

Γ(𝛼)
∫
𝑓[𝑡, 𝑦(𝑡)]

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼
𝑑𝑡, 𝑥 > 𝑎

𝑥

𝑎

 

(7) 

ikinci çeşit nonlineer Volterra denkleminin çözümüne 

indirgememiz ve sonraki aşamada ise tanımladığımız Cauchy 

probleminin 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠) - Dzhabrailov-Alisoy uzayında tek 

bir global çözümünün olmasını sağlayan koşulları 

belirlememiz gerekmektedir. 

Bu amaçla öncelikli olarak  Bp,θ
<r>(G, s) uzayına ilişkin bazı 

tanımları verelim [15]. 

Her 𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑠 için bileşen vektörleri 𝑖𝑘 = (0,1,⋯ , 𝑛𝑘)  

değerlerini almak üzere 𝑖 = (𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑠) ∈ 𝑄  olsun. O 

takdirde, 𝑄  kümesinin eleman sayısı aşağıdaki ifade ile 

belirlenecektir. 

𝑚𝑒𝑠𝑄 = |𝑄| =∏(1 + 𝑛𝑘)

𝑠

𝑘=1

 (8) 

Öyle ki 

|𝒬| = {
n + 1     eğer s = 1

2n         eğer s = n
 (9) 

genel durumda ise 𝑄 kümesinin eleman sayısı  

 (𝑛 + 1) ≤ |𝑄| ≤ 2𝑛 olacaktır. 

Varsayalım ki, 𝑟 = (𝑟1, ⋯ , 𝑟𝑠) tüm 𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑠 için 

bileşenleri  𝑟𝑘 = (𝑟𝑘,1, ⋯ , 𝑟𝑘,𝑛𝑘)  olan pozitif bir vektördür. 

Başka bir deyişle tüm (𝑘 = 1,2,⋯ , 𝑠 ; 𝑗 = 1,2,⋯𝑛𝑘)  için 

0 ≤ 𝛼𝑘,𝑗 = 𝑟𝑘,𝑗 − [𝑟𝑘,𝑗] < 1 ve 𝑟𝑘,𝑗 > 0. Her bir 𝑟 =

(𝑟1, ⋯ , 𝑟𝑠) pozitif vektörüne karşılık, 𝑖 ∈ 𝑄 olmak üzere, 

𝑟𝑖 = (𝑟1
𝑖1 ,⋯ , 𝑟𝑠

𝑖𝑠) vektörlerinin bir kümesi oluşturulur. 

Oluşturulmuş bu vektörler kümesi için aşağıdaki önermeler 

geçerlidir. ∀𝑘 ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑖1, ⋯ , 𝑖𝑠) için 𝑖𝑘 ≠ 0  yani  

i)  𝑟𝑘
𝑖𝑘 = (0,⋯ ,0, 𝑟𝑘,𝑖𝑘 , 0,⋯ ,0)  ve 

ii) ∀k ∈ {1,2,⋯ , s} ∖ supp(i1, ⋯ , is) için ise, 𝑖𝑘 = 0 yani   

𝑟𝑘
0 = (0,⋯ ,0) olacaktır. 

Bu varsayımlar doğrultusunda, 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝜃 < ∞  olmak üzere 

𝑓 fonksiyonu için aşağıdaki norm doğrudur [15-18]. 

‖𝑓‖𝐵 (𝐺,   𝑠)𝑝,𝜃
<𝑟> = ∑ ‖𝑓‖

ℒ (𝐺,𝑠)𝑝,𝜃
<𝑟𝑖>

𝑖=(𝑖1,⋯,𝑖𝑠)∈𝒬

< ∞ (10) 

Tanım 1. 𝐺 ∈ ℝ𝑛 bölgesinde Sobolev anlamında tüm 𝑖 ∈ 𝑄  

için genelleştirilmiş 𝐷𝑟̅
  𝑖
𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐺) türevleri mevcut ve (10) 

ifadesiyle tanımlanan norma sahip sonlu ölçülebilir 

fonksiyonlar kümesine,  𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠)  fonksiyon uzayı denir. 

Bu uzay 𝑠 = 1 ve 𝜃 = ∞ durumunda bilinen Nikolsky 

uzayına ve 𝑠 = 1  ve  1 ≤ 𝜃 < ∞ durumunda ise Besov 

uzayına dönüşmektedir [16]. 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠) fonksiyon uzayı tam 

normlu uzaydır [15-19]. Bu fonksiyon uzayında 𝑟 vektörü 

üzerine tanımlanmış belirli koşullarda belirli 𝐺 ⊂ ℝ𝑛 =

ℝ𝑛1 ×⋯×ℝ𝑛𝑠 

bölgeler sınıfı için  𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠) ↪ 𝐿𝑝(𝐺)  olduğu dikkate 

alınırsa [14-16],  (6) ifadesi ile tanımlanan problem için 

𝛼 ∈ ℝ, 𝛼 > 0 olmak üzere 

ℒ𝛼(𝑎, 𝑏):= {𝑦 ∈ 𝐿(𝑎, 𝑏): 𝐷𝑎+
𝛼 𝑦 ∈ 𝐿(𝑎, 𝑏)} 

yazılabilir. Burada ℒ(𝑎, 𝑏):= ℒ1(𝑎, 𝑏)- sonlu [𝑎, 𝑏] ∈ ℝ 

aralığında integrallenebilir fonksiyonların uzayını temsil 

eder. 

Böylece keyfi 𝑦(𝑥) ∈ 𝐺 ⊂ ℝ için 𝑓[𝑥, 𝑦] ∈ 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠)  ↪

𝐿(𝑎, 𝑏) varsayımında (1a) ve (1b) ifadeleri ile tanımlanmış 

Cauchy probleminin, (7) ifadesi ile tanımlanan nonlineer 

ikinci çeşit Volterra denklemine eşdeğer olduğunu 

göstermemiz gerekiyor. Bu amaçla öncelikli olarak 

Ref.[4,10,15] verilen temel bilgiler doğrultusunda aşağıdaki 

teoremi ispatlayalım. 

Teorem 1. Varsayalım ki 𝛼 > 0, n = −[−𝛼] olsun. G-  ℝ’ de 

açık küme ve f: (a, b] × G → ℝ olsun. Öyle ki, ∀y ∈

G için f[x, y] ∈ 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠) ↪  L(a, b). Eğer x > a olmak 

üzere y(x) ∈ 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠)  ↪ L(a, b) fonksiyonu  

y(x) = ∑
bj

Γ(𝛼−j+1)
(x − a)𝛼−j +

1

Γ(𝛼)
∫

f[t,y(t)]dt

(x−t)1−𝛼
x

a
n
j=1     

ikinci çeşit Volterra denklemini sağlıyorsa, o halde y(x) 

fonksiyonu hemen her yerde  

(Da+
𝛼 y)(x) = f[x, y(x)],   𝛼 > 0 (11a) 

Ve 

(Da+
𝛼−𝑘y)(𝑎+) = 𝑏𝑘 ,   𝑏𝑘 ∈ ℝ, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛

= −[−𝛼] (11b) 

ifadelerini de sağlar. 

İspat: Öncelikle teoremin gereklilik şartını ispatlayalım. Bu 

nedenle 𝑦(𝑥) ∈ 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠) ↪  𝐿(𝑎, 𝑏) fonksiyonunun (11a) 

ve (11b) ifadelerini sağladığını varsayalım. 𝑓[𝑥, 𝑦] ∈

𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠) ↪  𝐿(𝑎, 𝑏) olduğu için (11a) ifadesi [𝑎, 𝑏] kapalı 

aralığında hemen her yerde (Da+
𝛼 y)(x) ∈ 𝐵𝑝,𝜃

<𝑟>(𝐺, 𝑠)  ↪

𝐿(𝑎, 𝑏) kesirli mertebe türevinin olduğunu ifade eder. Bu 

durumda, kesirli mertebe türev kavramından hareketle  

(𝐷𝑎+
𝛼 𝑦)(𝑥) = (

𝑑

𝑑𝑥
)
𝑛

(𝐼𝑎+
𝑛−𝛼)(𝑥), 𝑛 = −[−𝛼] (12a) 

(𝐼𝑎+
0 𝑦)(𝑥) = 𝑦(𝑥) (12b) 

yazabiliriz ve dolayısıyla 

(𝐼𝑎+
𝑛−𝛼𝑦)(𝑥) = 𝐼𝑎+

𝑛 (𝐷𝑎+
𝛼 𝑦)(𝑥) 

Öte yandan (Da+
𝛼 y)(x) ∈ 𝐵𝑝,𝜃

<𝑟>(𝐺, 𝑠) ↪ 𝐿(𝑎, 𝑏) olduğu için, 

(𝐼𝑎+
𝑛−𝛼𝑦)(𝑥) ∈ 𝐴𝐶𝑛[𝑎, 𝑏] yazabiliriz. Bu demektir ki, 

𝑦(𝑥) ∈ 𝐿1(𝑎, 𝑏) fonksiyonu integrallenebilir kesirli mertebe 
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türeve sahiptir. Böylece kesirli mertebe türev ve kesirli 

mertebe integralin karşılıklı ters operatörler olduğu dikkate 

alınırsa, o halde 

{
 

 (𝐼𝑎+
𝛼 𝐷𝑎+

𝛼 𝑦)(𝑥) = 𝑦(𝑥) −∑
𝑦𝑛−𝛼
(𝑛−𝑗)(𝑎)

Γ(𝛼 − j + 1)
(x − a)𝛼−j

𝑛

𝑗=1

    𝑦𝑛−𝛼(𝑥) = (𝐼𝑎+
𝑛−𝛼𝑦)(𝑥)

 (13) 

yazabiliriz.  Ayrıca  

𝑦𝑛−𝛼
(𝑛−𝑗)(𝑥) = (

𝑑

𝑑𝑥
)
𝑛−𝑗

𝐼𝑎+
𝑛−𝛼𝑦(𝑥) = (𝐷

𝑎+
𝛼−𝑗

𝑦)(𝑥) 

eşitliği dikkate alınırsa aşağıdaki ifadeyi elde ederiz 

(𝐼𝑎+
𝛼 𝐷𝑎+

𝛼 𝑦)(𝑥) = 𝑦(𝑥)

−∑
(𝐷

𝑎+
𝛼−𝑗

)(𝑎+)

Γ(𝛼 − j + 1)
(x − a)𝛼−j

𝑛

𝑗=1

= 𝑦(𝑥) −∑
𝑏𝑗(𝑥 − 𝑎)

𝛼−𝑗

Γ(𝛼 − 𝑗 + 1)

𝑛

𝑗=1

 

(14) 

Şimdi ise 𝐼𝑎+
𝛼  operatörü ile (𝐷𝑎+

𝛼 𝑦)(𝑥) = f[x, y(x)] eşitliğinin 

her iki tarafına uygulayalım. O halde; 

(𝐼𝑎+
𝛼 𝐷𝑎+

𝛼 𝑦)(𝑥) = 𝐼𝑎+
𝛼 f[t, y(t)](𝑥) 

ifadesini elde ederiz. Eğer bu ifade (14) denkleminde dikkate 

alınırsa 

𝐼𝑎+
𝛼 f[t, y(t)](𝑥) = 𝑦(𝑥) −∑

𝑏𝑗(𝑥 − 𝑎)
𝛼−𝑗

Γ(𝛼 − 𝑗 + 1)

𝑛

𝑗=1

 (15) 

sonucuna ulaşırız. Elde edilen bu denklemde kesirli mertebe 

integral ifadesi yerine yazılarak (15) ifadesi yeniden 

düzenlenirse ikinci çeşit Volterra denklemini elde ederiz. Yani 

𝑦(𝑥) =∑
𝑏𝑗(𝑥 − 𝑎)

𝛼−𝑗

Γ(𝛼 − 𝑗 + 1)

𝑛

𝑗=1

+
1

Γ(𝛼)
∫
𝑓[𝑡, 𝑦(𝑡)]

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼
𝑑𝑡,    𝑥

𝑥

𝑎

> 𝑎 

(16) 

böylece Teorem 1 ‘in  gereklilik koşulu ispatlanmış oldu. 

Yeterlilik koşulu: Varsayalım ki 𝑦(𝑥) ∈ 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠) ↪

 𝐿(𝑎, 𝑏) hemen  her yerde ikinci çeşit Volterra denklemini 

sağlıyor, yani 

𝑦(𝑥) =∑
bj

Γ(𝛼 − j + 1)
(x − a)𝛼−j

n

j=1

+
1

Γ(𝛼)
∫
f[t, y(t)]dt

(x − t)1−𝛼

x

a

, 𝑥 > 𝑎 

(17) 

bu ifadenin her iki tarafına 𝐷𝑎+
𝛼   kesirli mertebe diferansiyel 

operatörü uygulayalım. O halde aşağıdaki eşitliği elde ederiz; 

(𝐷𝑎+
𝛼 𝑦)(𝑥) =∑

𝑏𝑗(𝐷𝑎+
𝛼 (𝑡 − 𝑎)𝛼−𝑗)(𝑥)

Γ(𝛼 − 𝑗 + 1)

𝑛

𝑗=1

+ (𝐷𝑎+
𝛼 𝐼𝑎+

𝛼 f[t, y(t)](𝑥)) 

(18) 

Daha önce de ispatladığımız gibi 

(𝐷𝑎+
𝛼 (𝑡 − 𝑎)𝛼−𝑗)(𝑥) =

Γ(1 + 𝛼 − 𝑗)

Γ(1 − 𝑗)
(x − a)−j 

olduğu dikkate alınarak ve 𝑗 = 1, 2, . . . , [𝛼] + 1 için 
1

Γ(1−j)
 

ifadesi sıfır olacağından 

 (Da+
α (t − a)α−j)(x) = 0 olur. (18) eşitliği yeniden 

düzenlenirse 

(𝐷𝑎+
𝛼 𝑦)(𝑥) = (𝐷𝑎+

𝛼 𝐼𝑎+
𝛼 f[t, y(t)](𝑥)) (19) 

denklemini elde ederiz. Öte yandan 

f[t, y(t)] ∈ 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠)  ↪ 𝐿(𝑎, 𝑏) olduğu için (𝐷𝑎+

𝛼 𝑦)(𝑥) =

f[x, y(x)] olacaktır. Elde ettiğimiz bu ifade (11a) ifadesi ile 

aynıdır.  

      Şimdi ise (11b) ifadesinin doğruluğunu gösterelim. Bu 

amaçla (7) ifadesi ile tanımlanan eşitliğin her iki tarafına 

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 olmak üzere Da+
α−k kesirli mertebe türev 

operatörü uygulayalım.  

(Da+
α−k𝑦)(𝑥) =∑

𝑏𝑗(𝐷𝑎+
𝛼−𝑘(𝑡 − 𝑎)𝛼−𝑗)(𝑥)

Γ(𝛼 − 𝑗 + 1)

𝑛

𝑗=1

+ (𝐷𝑎+
𝛼−𝑘𝐼𝑎+

𝛼 f[t, y(t)](𝑥)) 

(20) 

bu ifadede bazı özel durumlara bakalım:     1 ≤ k ≤ n − 1 

olsun. O halde 

(Da+
α−k(t − a)α−j)(x) =

Γ(1 + 𝛼 − j)

Γ(1 − j + k)
(x − a)k−j

= {

Γ(1 + 𝛼 − j)

(k − j)!
(x − a)k−j

0,                     k ≤ j − 1

, k > j − 1 

elde ederiz. Dolayısıyla, 

(Da+
α−k𝑦)(x) =∑

𝑏𝑗(𝑥 − 𝑎)
𝑘−𝑗(𝑥)

(𝑘 − 𝑗)!

𝑘

𝑗=1

+ (𝐷𝑎+
𝛼−𝑘𝐼𝑎+

𝛼 f[t, y(t)](𝑥)) 

(21) 

olur. Öte yandan 1 ≤ k ≤ n − 1 ve 𝛼 > 0 için 𝛼 − 𝑘 > 0 

olacağından 

(Da+
α−kIa+

α f[t, y(t)](x)) = Ia+
α−(α−k)

f[x, y(x)] = Ia+
k f[x, y(x)] 

ve 



Alisoy ve Arslantaş. / European J. Eng. App. Sci. 3(2), 33-39, 2020 

37 

(Da+
α−ky)(x) =∑

bj(x − a)
k−j

(k − j)!

k

j=1

+ Ia+
k f[x, y(x)] 

Bu denklem açık biçimde ifade edilirse o halde 

(Da+
α−ky)(x) =∑

bj(x − a)
k−j

(k − j)!

k

j=1

+
1

(𝑘 − 1)!
∫ f[t, y(t)](x

𝑥

𝑎

− t)k−1𝑑𝑡 

(22) 

Eğer (22) ifadesinde 𝑥 → +𝑎 iken limit değerine geçilirse 

𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1 olmak üzere 

𝑏𝑘 = (Da+
α−ky)(a+) 

koşulunu elde ederiz.  Ayrıca  𝑘 = 𝑛 için (20) ifadesinden 

hareketle 

(Da+
α−ny)(x) =∑

bj(x − a)
n−j

(n − j)!

n

j=1

+ (𝐷𝑎+
𝛼−𝑛𝐼𝑎+

𝛼 f[t, y(t)](𝑥)) 

(23) 

denklemini elde ederiz. 

Şimdi ise 𝑛 = −[−𝛼], 𝛼 > 0 ve 𝛼 − (𝛼 − 𝑛) = 𝑛 > 0 olmak 

üzere 𝛼 − 𝑛 > 0 durumuna bakalım; 

(Da+
α−ny)(x) =∑

bj(x − a)
n−j

(n − j)!

n

j=1

+
1

(𝑛 − 1)!
∫ f[t, y(t)](x

𝑥

𝑎

− t)n−1𝑑𝑡 

(24) 

Eğer bu ifadede 𝛼 ≠ 𝑛 olmak üzere 𝑥 → +𝑎 iken limite 

geçilirse, 𝑏𝑛 = (Da+
α−ny)(𝑎+) 𝑣𝑒 𝛼 = 𝑛   için    𝑏𝑛 = 𝑦(𝑎)  

sonucuna ulaşırız. Böylece teoremin yeterlilik koşulu 

ispatlanmıştır. 

Sonuç: 0 < 𝛼 < 1, G- ℝ’ de açık küme ve 𝑓: (𝑎, 𝑏] × 𝐺 → ℝ  

olsun. Ayrıca ∀𝑦 ∈ 𝐺 için 𝑓[𝑥, 𝑦] ∈ 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠) ↪  𝐿(𝑎, 𝑏) 

olsun. Eğer 𝑦(𝑥) ∈ 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠)  ↪ 𝐿(𝑎, 𝑏) fonksiyonu 𝑥 > 𝑎 

olmak üzere, 

𝑦(𝑥) =
b1(x − a)

α−1

Γ(𝛼)
+

1

Γ(𝛼)
∫
f[t, y(t)]𝑑𝑡

(x − t)1−α

𝑥

𝑎

 

ikinci çeşit Volterra denklemini sağlıyorsa y(x) fonksiyonu 

hemen her yerde 

(𝐷𝑎+
𝛼 𝑦)(𝑥) = f[x, y(x)], 0 < 𝛼 ≤ 1 (25) 

(𝐼𝑎+
1−𝛼𝑦)(𝑎+) = 𝑏,   𝑏 ∈ ℝ (26) 

ifadelerini sağlar. 

Böylece, kesirli mertebe diferansiyel denklemler ile ikinci 

çeşit Volterra integral denklemi arasındaki ilişkiyi 

belirledikten sonra, kesirli mertebe diferansiyel denklemler 

için Cauchy biçimli problemin çözümünün varlığı ve tekliği 

durumunu ele alalım. Anlaşılacağı üzere burada 

(𝐷𝑎+
𝛼 𝑦)(𝑥) = f[x, y(x)],     𝛼 > 0 

diferansiyel denkleminin 𝑘 = 1, 2, . . ., 𝑛 = −[−𝛼] olmak 

üzere  

(𝐷𝑎+
𝛼−𝑘𝑦)(𝑎+) = 𝑏𝑘 ,        𝑏𝑘 ∈ ℝ 

koşulunu sağlayan çözümünün 

ℒ𝛼(𝑎, 𝑏) = {𝑦 ∈ 𝐿(𝑎, 𝑏): 𝐷𝑎+
𝛼 𝑦 ∈ 𝐵𝑝,𝜃

<𝑟>(𝐺, 𝑠) ↪  𝐿(𝑎, 𝑏)} 

uzayında var olması ve bu çözümün tek olması 

incelenecektir. 

Teorem 2. Varsayalım ki 𝛼 > 0, 𝑛 = −[−𝛼] ve G- kümesi 

ℝ’ de açık bir kümedir. 𝑓: (𝑎, 𝑏] × 𝐺 → ℝ olsun. Öyle ki 

∀𝑦 ∈ 𝐺 için 𝑓[𝑥, 𝑦] ∈ 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠) ↪  𝐿(𝑎, 𝑏) ve 𝐴 > 0 ve x 

değişkeninden bağımsız bir sabit olmak üzere ∀𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝐺 ∈

ℂ, ∀𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏] için  

|f[x, y1] − f[x, y2]| ≤ A|y1 − y2| 

Lipschitz koşulu sağlanıyorsa ℒ𝛼(𝑎, 𝑏) uzayında 

(𝐷𝑎+
𝛼 𝑦)(𝑥) = f[x, y(x)],           𝛼 > 0  

kesirli mertebe diferansiyel denkleminin 𝑘 = 1, 2, . . ., 𝑛 =

−[−𝛼] olmak üzere  

(𝐷𝑎+
𝛼−𝑘𝑦)(𝑎+) = 𝑏𝑘 ,    𝑏𝑘 ∈ ℝ ,  

koşulunu sağlayan çözümü var ve bu çözüm tektir. 

     İspat: Bu durumda çözümün varlığı ve tekliğini 

ispatlamak için, Teorem 1’e istinaden 𝑦(𝑥) ∈ 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠) 

fonksiyonunun (7) ifadesi ile tanımladığımız nonlineer 

Volterra integral denkleminin tek çözümü olduğunu 

göstermek yeterlidir. Bu nedenle öncelikli olarak [a, b] 

aralığında Volterra denkleminin çözümüne bakalım. (7) 

ifadesi ile tanımlanan denklemin keyfi [a, 𝑥1] ⊂ [𝑎, 𝑏], 𝑎 <

𝑥1 < 𝑏 aralığı üzerinde bir anlama sahip olmasından 

hareketle, 𝑥1 değerini öyle seçelim ki; 

𝐴
(𝑥1 − 𝑎)

𝛼

Γ(𝛼 + 1)
< 1 

eşitsizliği sağlanmış olsun. Daha sonra ise 𝑦(𝑥) ∈ 𝐿(a, 𝑥1) 

fonksiyonunun (7) iadesi ile tanımlanan denklemin [a, 𝑥1] 

aralığındaki tek çözümü olduğunu gösterelim. Bu amaçla 

𝐿(a, 𝑥1) uzayı için (sıkıştırma haritalama olarak ta 

adlandırılan) Banach hareketsiz nokta teoreminden 

yararlanalım. 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠)  ↪ 𝐿(a, 𝑥1)  uzayı tam metrik uzay 

olduğu için 

𝑑(𝑦1, 𝑦2) = ‖𝑦1 − 𝑦2‖ = ∫
𝑓[𝑡, 𝑦(𝑡)]𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼

𝑥

𝑎

, 𝑥 > 𝑎 

Volterra denklemini 𝑦(𝑥) = (𝑇𝑦)(𝑥) biçiminde yazarsak, 
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(𝑇𝑦)(𝑥) = 𝑦0(𝑥) +
1

Γ(𝛼)
∫
𝑓[𝑡, 𝑦(𝑡)]𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼

𝑥

𝑎

 

(27) 

ifadesini elde ederiz. Burada y0(x) = ∑
bj

Γ(α−j+1)
(𝑥 −n

j=1

𝑎)𝛼−𝑗 dir. 

Banach sabit nokta teoremini uygulayabilmemiz için aşağıda 

verilen iki durumu ispatlamamız gerekiyor; 

i)Eğer 𝑦(𝑥) ∈ 𝐿(a, 𝑥1) ise o halde  (𝑇𝑦)(𝑥) ∈ 𝐿(a, 𝑥1) 

ii)∀𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝐿(a, 𝑥1)   için aşağıdaki eşitsizlik sağlanmış 

olsun  

‖𝑇𝑦1 − 𝑇𝑦2‖𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺,𝑠)↪ 𝐿(a,𝑥1)

≤ 𝜔‖𝑦1 − 𝑦2‖𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺,𝑠)↪ 𝐿(a,𝑥1)

 (28) 

Burada  𝜔 = 𝐴
(x1−a)

α

Γ(α+1)
   . 

Öncelikle y0(x) ∈ 𝐿(a, 𝑥1) olduğunu gösterelim; 

∫ |𝑦0(𝑥)|𝑑𝑥 =∑
𝑏𝑗

Γ(α − j + 1)

𝑛

𝑗=1

𝑥1

𝑎

∫(𝑥 − 𝑎)𝛼−𝑗𝑑𝑥

𝑥1

𝑎

 

=∑
𝑏𝑗

Γ(α − j + 1)

𝑛

𝑗=1

(𝑥 − 𝑎)𝛼−𝑗+1

𝛼 − 𝑗 + 1
|𝑎
𝑥1 

=∑
bj

Γ(α − j + 1)

n

j=1

(x − x1)
𝛼−j+1 < ∞ 

(29) 

𝛼 + 1 ≤ 𝑗, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛 = −[−𝛼] 

Teoremin şartına göre 𝑓[𝑥, 𝑦] ∈ 𝐵𝑝,𝜃
𝑟 (𝐺, 𝑠) ↪ 𝐿(a, 𝑏) olduğu 

için 𝑏 = 𝑥1 alınırsa ve 𝑔(𝑡) = 𝑓[𝑡, 𝑦(𝑡)] alınırsa daha önce 

tanımlanan bilgilere göre 

𝐼𝑎
𝛼𝑓 =

1

Γ(𝛼)
∫
𝑓[𝑡, 𝑦(𝑡)]𝑑𝑡

(𝑥 − 𝑡)1−𝛼

𝑥

𝑎

∈ 𝐿(a, 𝑥1) 

ve sonuç olarak (𝑇𝑦)(𝑥) ∈ 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠) ↪  𝐿(a, 𝑥1) olacaktır. 

Şimdi ise 𝐿(a, 𝑥1)- uzayında (𝑇𝑦)(𝑥) normuna bakalım ; 

‖Ty1 − Ty2‖𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺,𝑠)↪ 𝐿(a,𝑥1)

= ‖(y0(x) +

1

Γ(𝛼)
∫

f[t,y1(t)]dt

(x−t)1−𝛼
x

a
) −

(y0(x) +
1

Γ(𝛼)
∫

f[t,y2(t)]dt

(x−t)1−𝛼
x

a
)‖

𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺,𝑠)↪ 𝐿(a,𝑥1) 

  

= ‖Ia+
𝛼 f[x, y1(x)] − Ia+

𝛼 f[x, y2(x)]‖𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺,𝑠)↪ 𝐿(a,𝑥1) 

 

≤ ‖Ia+
𝛼 (f[x, y1(x)] − f[x, y2(x)])‖𝐵𝑝,𝜃

<𝑟>(𝐺,𝑠)↪ 𝐿(a,𝑥1) 
 

(30) 

Riemann- Liouville kesirli integral operatörünün sınırlı 

olmasından hareketle 

‖Ty1 − Ty2‖𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺,𝑠)↪ 𝐿(a,𝑥1)

≤ 𝐴
(x1 − a)

α

Γ(α + 1)
‖𝑦1

− 𝑦2‖𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺,𝑠)↪ 𝐿(a,𝑥1) 

 

(31) 

elde ettiğimiz bu sonuç (27) ifadesinin doğruluğunu gösterir. 

x1 değerinin seçimine bağlı olarak 𝜔 = 𝐴
(x1−a)

α

Γ(α+1)
< 1 

eşitsizliğinin doğru olması durumunda Banach sabit nokta 

teoremine istinaden [𝑎, 𝑥1] aralığında Volterra denkleminin 

𝑦∗(𝑥) ∈ 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠) ↪  𝐿(a, 𝑏)𝐿(a, 𝑥1) çözümü var ve bu 

çözüm tektir. Banach sabit nokta teoremine göre 𝑦∗(𝑥) 

çözümü (𝑇𝑚𝑦0
∗)(𝑥) yakınsak dizisinin limitidir. Yani  

lim
m→∞

‖Tmy0
∗ − y∗‖𝐵𝑝,𝜃

<𝑟>(𝐺,𝑠)↪ L(a,x1)
= 0 (32) 

Burada  y0
∗ ∈ 𝐵𝑝,𝜃

<𝑟>(𝐺, 𝑠) ↪  𝐿(a, 𝑏) olan keyfi bir 

fonksiyondur. ∃𝑘: 𝑏𝑘 ≠ 0, o zaman y0
∗(𝑥) = 𝑦0(𝑥) olduğu 

kabul edilebilir . Burada y0(x) = ∑
bj

Γ(α−j+1)
(𝑥 − 𝑎)𝛼−𝑗n

j=1  

dir.  

Öte yandan (𝑇𝑦)(𝑥) = 𝑦0(𝑥) +
1

Γ(𝛼)
∫ ∫

f[t,y(t)]dt

(x−t)1−α
x

a

𝑥

𝑎
 

olduğundan (𝑇𝑚𝑦0
∗)(𝑥) dizisi 

(𝑇𝑚𝑦0
∗)(𝑥) = 𝑦0(𝑥) +

1

Γ(𝛼)
∫
f[t, T𝑚−1𝑦0

∗(𝑡)]dt

(x − t)1−α

x

𝑎

 

m = 1, 2, . .. Recurrent formülü ile belirlenir. Eğer 𝑦𝑚(𝑥) =

(𝑇𝑚𝑦0
∗)(𝑥) işaretlemesi yapılırsa 

𝑦𝑚(𝑥) = 𝑦0(𝑥) +
1

Γ(𝛼)
∫
f[t, y𝑚−1(𝑥)]dt

(x − t)1−α

x

a

 (33) 

m = 1, 2, . .. ve limm→∞‖𝑦𝑚 − y
∗‖𝐵𝑝,𝜃

<𝑟>(𝐺,𝑠)↪ 𝐿(a,𝑥1) 
= 0 elde 

ederiz. 

Daha sonra [𝑥1, 𝑥2] aralığını ele alalım. Öyle ki ℎ1 > 0 

olmak üzere, 𝑥2 = 𝑥1 + ℎ1 < 𝑏 olsun. Eğer Volterra 

denklemini  

y(x) =∑
bj

Γ(α − j + 1)
(𝑥 − 𝑎)𝛼−𝑗

n

j=1

+
1

Γ(α)
∫
f[t, y(𝑡)]dt

(x − t)1−α

x

𝑥1

+
1

Γ(α)
∫
f[t, y(𝑡)]dt

(x − t)1−α

𝑥1

a

, 𝑥 > 𝑎 

(34) 

doğrulayan y(x) fonksiyonunun [𝑎, 𝑥1] aralığında tek olduğu 

dikkate alınırsa yukarıdaki denklem aşağıdaki gibi ifade 

edilebilir; 
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y(x) = 𝑦01(𝑥) +
1

Γ(𝛼)
∫
f[t, y(𝑡)]dt

(x − t)1−α

x

𝑥1

 (35) 

Burada; 

𝑦01(𝑥) =∑
bj

Γ(α − j + 1)
(𝑥 − 𝑎)𝛼−𝑗 +

1

Γ(α)

n

j=1

∫
f[t, y(𝑡)]dt

(x − t)1−α

𝑥1

𝑎

 

ifadesi ile tanımlanan fonksiyonun bilinen fonksiyon 

olduğunu hatırlayalım. Böylece yukarıda kullandığımız 

benzer yorum ve yaklaşımlarla, Volterra denkleminin [𝑥1, 𝑥2] 

aralığında 𝑦∗(𝑥) ∈ 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠) ↪  𝐿(𝑥1, 𝑥2) tek çözümünün 

olduğu gösterilir. Sonraki aşamada, ℎ2 > 0 olmak üzere 

𝑥3 = 𝑥2 + ℎ2 < 𝑏 için belirlediğimiz [𝑥2, 𝑥3] aralığında 

Volterra denkleminin tek çözümünün olduğu gösterilir. Eğer 

bu işlemi tekrarlarsak 𝑦∗(𝑥) ∈ 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠)  ↪ 𝐿(𝑎, 𝑏) 

fonksiyonunun [𝑎, 𝑏] aralığında Volterra denkleminin tek 

çözüm olduğu sonucuna ulaşırız. Bir başka deyişle 

𝑦(𝑥) = 𝑦∗(𝑥) ∈ 𝐵𝑝,𝜃
<𝑟>(𝐺, 𝑠)  ↪ 𝐿(𝑎, 𝑏) fonksiyonunun (1.1) 

ve (1.2) ifadeleriyle tanımlanan Cauchy probleminin çözümü 

olduğu ispatlanmış olur. 
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