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Afkal yiiriitme tiim degiskenleri dikkate alarak derinlemesine diisiinmektir. Akil yiiriitme
becerisi gelismis bireyler herhangi bir olay karsisinda pek cok diisiince ve goriis
olusturabilir, bu diisiincelerden yola ¢ikarak yeni ¢ikarimlara, varsayimlara ve hatta
sonuglara ulasabilirler. Bu ¢alismanmin amact matematik ogretmenlerinin gorsel akil
yiiriitme becerilerini Pisagor teoremi baglaminda incelemektir. Arastirma yedi goniillii
matematik ogretmeni ile yapilmistir. Veriler Pisagor teoreminin sozsiiz ispatt ile elde
edilmistir. Elde edilen bulgular matematik dgretmenlerinin soruyu okuma, soruyu
agiklama, plan yapma, gérseldeki geometrik sekilleri inceleme, gérselde verilen iliskileri
agiklama, verilen matematiksel ifadeleri gorsel iizerinde gosterme, kavramsal bilgi ifade
etme, kavramsal bilgiyi gérsele uyarlama, ispati yapma, degerlendirme yapma gibi
asamalart izlediklerini ortaya ¢tkmistir.

Anahtar Sozcikler: Gorsel aki/ yuriitme, S6zsiz ispat, Pisagor teoremi.
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yurltme becerilerinin Pisagor teoremi baglaminda incelenmesi: Garfield’in gorsel ispati. Gazi
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ABSTRACT

Reasoning is thinking thoroughly by considering all variables. Individuals with developed
reasoning skills can form many thoughts and opinions in the face of any event, and they can reach
new inferences, assumptions and even results based on these thoughts. The aim of this study is to
examine mathematics teachers' visual reasoning skills in the context of the Pythagorean theorem.
The research was conducted with seven volunteer mathematics teachers. The data are obtained by
the non-verbal proof of the Pythagorean theorem. The findings reveal that mathematics teachers
follow the stages such as reading the question, explaining the question, making a plan, examining
the geometric shapes in the visual, explaining the relationships given in the visual, showing the
given mathematical expressions on the visual, expressing the conceptual knowledge, adapting the
conceptual information to the visual, making the proof, making evaluation.

Keywords: Visual reasoning, Visual proof, Pythagoras theorem.

GIRIS

Akl yiiriitme ve ispat hem Ortadgretim Matematik (9, 10, 11 ve 12. siniflar) Dersi
Ogretim Programinda (MEB, 2018) hem de Ulusal Matematik Ogretmenleri Konseyi-
National Council of Mathematics Teachers (NTCM)’nin Okul Matematigi Ilkeleri ve
Standartlarindaki (2000) siire¢ becerilerinden birisidir. Buna paralel olarak da matematik
Ogretmen yetigtirme politikalar1  belirlenmig, matematik o6gretmeni yetistiren
yliksekogretim kurumlarin 6gretim programlart gelistirilmistir. Nitekim matematiksel
onermeleri dogrulamak i¢in uygun ispat yontemlerini kullanma, sezgisel akil yiiriitme ve
bi¢imsel ispatin matematiksel diistinmedeki tamamlayici iliskisini 6rnekleriyle agiklama,
matematiksel ispat siirecinde gerek ve yeter sartlar1 belirleme matematik 6gretmeni 6zel

alan yeterlikleri olarak ifade edilmistir.

Akil yiiriitme; biitlin degiskenleri dikkate alarak etraflica diisiinmedir. Akil yiiriitme
becerisi gelismis olan bireyler herhangi bir olay kargisinda birgok diislince, goriis
olusturabilirler ve bu diisiincelerinden yola ¢ikarak yeni ¢ikarimlara, varsayimlara hatta
sonuglara ulasabilirler. Bu nedenlerle akil yiiriitme c¢ok c¢esitli diisinme tarzlar
kullanmay1 gerektirmektedir (Peresini ve Webb, 1999). Bu diigsiinme tarzlarindan en
onemlisi de matematiksel diisiinmedir. Matematiksel diisiinmenin bir alt boyutu ispat
becerisi oldugundan, 6grencilerin ispat becerilerinin gelistirilmesi matematiksel diistinme

becerisini de gelistirecektir.
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Ispat, bir ifadenin dogrulugu ile ilgili deliller (Rodd, 2000), bir dizi gecerli sonuclar
(Hanna ve Sidoli, 2007), tanimlar ve aksiyomlarla fikirlerin agiklik kazandigi final
asamas1 (Hanna, 1991), muhakeme edilmis delillerin kullanilmasiyla bazi ifadelerin
dogrulugu hakkinda birilerini ikna etmek (Almeida, 1996) seklinde tanimlanmaktadir.
Ogrencilerin bireysel farkliliklar1 olmasina ragmen ispatlar dgrencilere genellikle ayni
formatta sunulmaktadir (Lockhart, 2009). Halbuki 6grenme ve dgretme siirecinin anlamli
olabilmesi igin 6grencilerin ilgi, hazir bulunusluk diizeyi, 6grenme stili gibi degiskenler
g0z Oniine alinarak 6gretim yontem ve teknikleri belirlemek gerekmektedir (MEB, 2018).

Bu baglamda gorsellestirme etkili tekniklerden birisidir.

Hershkowitz, Arcavi ve Bruckheimer (2001) gorsellestirmenin yiiksek diizey akil
yiiriitmeden daha fazlasi belki de matematigin hatta bigimsel sembolik ispatlarinda
merkezi olabilecegini ifade etmistir. Bell (2011) matematiksel bir ispatin gorselinin onun
daha iyi anlamlandirilmasini saglayacagini ifade etmistir. Diyagramlar matematigin her
alaninda kullanilmigtir (Hanna ve Sidoli, 2007). Bardelle (2009) 6grencilerin herhangi bir
konu ile karsilagtiklarinda kullanabilecekleri tekniklerin, araclarin ve teoremlerin
farkinda olmamalarinin sebebinin 6grencilerin 6gretim hayatlarinda gorsellestirmeyle
cok az karsilagmalarina baglamaktadir. Ogrencilerin gorsellestirmeyi kullanabilmeleri ise
derslerde gorsellestirme etkinlikleriyle kargilasmalart ve gorsellestirmeyi kullanmaya
tegvik edilmeleriyle miimkiin olmaktadir (Rodd, 2000). Alsina ve Nelsen (2010)
matematiksel basar1 i¢in gorsellestirme yeteneginin gerekliliginden bahsetmektedir. O
halde 6gretmenleri, 6gretmen adaylarini hatta 6grencileri gorsel etkinliklerle daha fazla
karsi karsiya getirmek onemlidir. Gorsellestirmenin matematik egitimindeki rolii,
ogrencilerin hatta 6gretmenlerin ispat siirecine yaklasimlari, zorluklar, hepsi géz oniine
almdiginda sdzsiiz ispatlarin matematik 6gretiminde kullanilmasina yapilan vurgular
giderek artmaktadir. Bunun yansimasi olarak da ozellikle son yillarda yapilan
arastirmalarda, dgretim programlarinda, ders kitaplarinda genel anlami ile matematigi

O0grenme ve O0gretme siirecinde s6zsiiz ispatlara ilgi hizla artmaktadir.
Kavramsal Cerceve

Sozsiiz Ispat
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Sozsiiz ispatlar olduk¢a eskiye dayanmaktadir. Timdengelimsel adimlarin sekil,
diyagram ve grafiklere dayandirilmis halidir. Bu ise ispati anlamanin resimlerin
okunmasiyla miimkiin oldugu anlamina gelmektedir. S6zsiiz ispatlar s6z olmayan, sadece
diyagramlara dayali, belki sayilar, harfler, oklar, noktalar ve birbiriyle iligkili sembolik
ifadeler olan ve yapilandirilmas: okuyucuya birakilmis olan ispatlar olarak ifade
edilmektedir (Bardelle, 2009). S6zsiz ispatlar; kelimeler olmadan matematiksel bir
ifadenin ispatin1 resimleyen matematiksel ¢izimlerdir (Bell, 2011) yani geometrik
¢izimler, sayisal veya sozel semboller diginda hi¢bir kelime icermemektedir. Kelimeler
icermeyen bir ispat, okuyucuyu yonlendirmek icin bir veya iki denklem igerebilir, ancak
vurgu agikca matematiksel disiinceyi tesvik etmek icin gorsel ipuglari saglamaya
yoneliktir (Alsina ve Nelsen, 2010). Sozsiiz ispatlar1 anlamak i¢in yapilan tartigmalar,
aciklamalar, farkli matematiksel fikirler arasinda baglantilar bulmayi dolayisiyla da
kavramay1 gelistirmek icin firsatlar sunmaktadir (Gierdien, 2007). Sozsliz ispatlar
ilkdgretimden tiniversiteye kadar her kademede matematikte 6nemli roller iistlenmektedir
(Alsina ve Nelsen, 2010). Sozsiiz ispatlarin hem anlagilmasi hem de dgretim siirecinde
kullanilmast i¢in Ogretmenlerin gorsel akil yiiriitme becerilerine sahip olmasi

beklenmektedir.
Gorsel Akl Yiiriitme

Gorsel akil yiirlitme becerileri elbette bilim adamlari, miithendisler, mimarlar, bilgisayar
bilimcileri, doktorlar, sanat¢ilar ve digerleri i¢in oldugu kadar matematikgiler i¢inde
onemlidir (Karrass, 2012). Yurt i¢inde akil yiiriitme ile ilgili ¢ok fazla ¢aligma (6rnegin:
Arslan, 2019; Boyaci, 2019; Civak 2020; Cirakoglu, 2020; Merig, 2019) yapilmisken
gorsel akil yiirtitme ile ilgili yapilan calisma yok denecek kadar azdir. Giilsen (2012)
tarafindan yapilan bu ¢alisma da ii¢ goniilli matematik 6gretmen adayinin gorsel akil
ylrlitme durumlarini incelemistir. Veriler, ticli verilen gorseli ispatlama ve biri gorsel
ispatt yorumlama olmak iizere Ogretmen adaylarma yoneltilen dort gorsel ispat ile
toplanmistir. Caligmanin bulgular1 6gretmen adaylarinin gorsel ispatlar algilama, takip
ettikleri siire¢ ve ulastiklari sonuglarin farkinda olma ile ilgili birtakim zorluklarla

karsilastiklari, ispata gorsel ispat lizerinden ulagsmak yerine cebire egilim gosterdikleri,
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¢ozlim siireglerinde ispata odaklandiklar1 veya ispattan uzaklastiklar: tespit edilmistir.
Hershkowitz, Arcavi ve Bruckheimer (2001) gesitli iilkelerdeki 6gretmenlere (Brezilya,
Ispanya, Avustralya, Giiney Afrika, Israil, Sili) “kibrit ¢opii” sorusunu y&neltmislerdir.
Problem gorsel ile birlikte sunulmasina ragmen 6gretmenlerin hepsinin gorsel stratejileri
kullanmadigini, problemi sayisal sonuglar yardimiyla degerlendirmeye calistiklarim
dolayisiyla genel bir ¢dziime ulasmada zorlandiklarini ifade etmislerdir. Ogretmenlerin
sayisal yaklagimlarda israrci olmalarinin nedenlerini zihinlerinin gérsel analize aliskin
olmamalari, gorsel sunulan araglarin dikkate alinmamasi ve genel bir ¢6ziim elde etmek
icin matematiksel bir yol olarak diiginmemeleri olarak ifade etmislerdir. Benzer olarak
Bardelle (2010) diyagramlarin kullanimindaki zorluklari tanimlamaya ¢aligmistir. Ikinci
ve lglincti sinif matematik 6grencilerinden olusan 13 kisilik bir gruba bazi ifadelerin
gorsel ispatini yeniden insa etmeyi igeren birkag gérev vermistir. Gorevler yazili yapilmis
ve Ogrencilerin iddialarim1 daha iyi anlayabilmek icin goriismeler yapilmistir.
Aragtirmanin sonunda Italyan matematik dgrencilerinin gérsel akil yiiriitme becerilerinin
eksik oldugu ve gorsel iddialart kullanmak yerine cebirle ugrasmayi tercih ettikleri
sonucuna varilmistir. Arastirmalardan elde edilen sonuglar gorsel akil yiiriitme
matematiksel problemlerin ¢dziimiinde, matematiksel ifadelerin neden dogru oldugunu
ifade edebilmede, gerekcelendirmede, Ogrencilerin matematikte kendilerine olan
giivenlerini gelistirmede etkili oldugu fakat 6grencilerin ve hatta 6gretmenlerin gorsel
akil yiirlitme becerilerinin eksik oldugunu gostermektedir. Dolayisiyla gorsel akil
yiiriitmenin matematikte énemli bir faktdr oldugu matematik dgretmenlerin gorsel akil
yirutme becerilerinin incelenmesi gerektigi sonucuna ulagilmistir. Pisagor teoremi hem
en bilylik buluslardan hem de matematikteki en 6nemli (Flores, 1993), en iyi bilinen
(Alsina ve Nelsen, 2011) ve en fazla ispatlanmig Saikia (2013) teoremlerden birisi
oldugundan baglam olarak da Pisagor teoremi ele alinmigtir. Pisagor teoremi ile ilgili
¢aligmalar incelendiginde matematik 6gretmenlerinin Pisagor teoremi baglaminda gorsel
akil yiiriitme becerilerinin incelendigi ¢alismaya rastlanmamustir. Bu ¢alismada Pisagor

teoremi baglaminda dgretmenlerin gorsel akil yiiriitme becerileri incelenmistir.
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YONTEM

Bu ¢alismada arastirma yontemi katilimcilarin s6zsiiz ispat yapma siirecindeki gorsel akil
becerileri incelendiginden dolay1 nitel arastirma olarak belirlenmis ve durum g¢alismasi
olarak desenlenmistir. Her bir katilimci bir durum olarak ele almmistir. Durum
caligmalart nitelikli aragtirma yapmanin en yaygin yollarindan biri olup var olan durumun
betimlenmesi s6z konusudur. Matematik egitiminde sdzsiiz ispat yapma siirecindeki akil
yurtitme ile ilgili cok fazla ¢alisma olmadigindan her bir matematik 6gretmeni durum

olarak ele alinmig ve genelleme amaci olmadan durum derinlemesine incelenmistir.
Calisma Grubu

Calisma goniillii olan yedi matematik 6gretmeni ile yiiriitiilmiistiir. Ogretmenlere O1, 02,
...07 seklinde kodlama yapilmistir. Katilimeilarin belirlenmesinde goniillii olmalart hem
fen edebiyat fakiiltesi hem de egitim fakiiltesinden mezun olmalari, farkli kidem yilina
sahip olmalar Sl¢iit olarak alinarak 6lgiit 6rnekleme yontemine gore belirlenmistir. Bu

ogretmenlerle ilgili demografik bilgiler Tablo 1° de 6zetlenmistir.

Tablo 1. Calismaya Katilan Ogretmenlerin Demografik Bilgileri

Kod Mezun olunan Yil Kademe
Fakdlte

01 Fen 10 Lise

02 Fen 9 Lise

03 Fen 7 Lise

04 Fen Edebiyat 14 5 yil ortaokul
9 yil lise

05 Fen Edebiyat 21 Lise

06 Egitim 5 Ortaokul

07 | Egitim 23 Lise

Tablo 1’den goriildiigii gibi ¢alismaya katilan iki 6gretmen egitim fakiltesi mezunudur.
Bunun yani sira ¢aligsmaya katilan dort 6gretmen Milli Egitim Bakanligi’na (MEB) bagh
okullarda 5-10 y1l mesleki deneyime sahiptir. 14 yillik 6gretmenlik mesleki deneyime
sahip bir 6gretmen bulunurken, iki &gretmen 20 yildan fazla siiredir 6gretmenlik

yapmaktadir. Kademe olarak da bes 6gretmen lise kademesinde, bir 6gretmen hem lise
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hem de ortaokul kademesinde, bir 6gretmen ortaokul kademesinde 6gretmenlik yapmaya

devam etmektedir.

Veri Toplamak I¢in Kullanilan Pisagor Teoreminin Garfield Tarafindan Yapilan Sézsiiz

fspatz

Caligmanin verileri 1876 da J.A. Garfield tarafindan yapilan Sekil 2° deki Pisagor

teoreminin szsiiz ispati ile toplanmaistir.

asader e L el

&’

Sekil 1. Garfield Tarafindan Yapilan Pisagor Teoreminin Sozsiiz Ispati

Gortismelerde Ogretmenlere gorsel ile birlikte Sekil 1°de goriildigii gibi gorselin
yanindaki matematiksel ifadelerde verilmistir. Bu sayede gorsel ile matematiksel ifade

arasindaki iliskiyi nasil kurduklar1 incelenmeye ¢aligilmistir.

Bu gorsel ispat1 farkl sekillerde ifade etmek miimkiindiir. flki yamugun alan ile verilen
lc dik Ucgenin alanlar arasinda iliski kurulabilir. Bu sayede biitiin alan ile pargalarin
alanlarinin toplamina esitliginden hareketle, ii¢ dik liggenin alanlari toplami dik yamugun
alanmna esitlenebilir. Bundan bagka Sekil 2’de verildigi gibi tabanin uzunlugu b,
yiiksekligi a, hipoteniisiin uzunlugu c olan bir tiggen géz 6niine alinir. Bu iiggene es olan
bir U¢gen cizilir ve bu iki tiggeni birlestirip yamuk elde edilir. Gorseldeki U¢ tane U¢genin
alanmin toplami yamugun alanina esit olacaktir. Elbette bu gorsel kullanilarak farkli

sekilde de ispat yapilabilmektedir.
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Sekil 2. Sozsiiz Ispatin Adimlari
Verilerin Toplanmasi ve Analizi

Veriler katilimcilarla iki goriisme yapilarak toplanmustir. Birinci goriismede sadece gorsel
verilmis ve ne ile ilgili olabilecegi sorulmus verdikleri cevaplar yazili olarak toplanmustir.
Ikinci goriigmede ise sesli diisiinme teknigi kullanarak Sekil 1’ deki gibi sozsiiz ispat
verilmig ve ispatin nasil yapildigimi agiklamalarn istenmigtir. Her bir goriismede
Ogretmenler ile onceden randevulagilmis, veri kaybina neden olmamak igin ikinci
goriismede siirecin kamera ile kayit altina alinacag: ifade edilmis ve hicbir 6gretmen
bundan dolay1 tedirginlik yasamamasi saglanmaya calisilmistir. Katilimeilara ¢alismanin
amac1 hakkinda bilgi verilmis ve siire¢ boyunca diisiindiikleri her seyi sesli olarak ifade

etmeleri istenmigtir. Tiim katilimcilar 2-5 dk. arasinda ispati elde etmislerdir.

Goriismelerden elde edilen veriler yazili dokiiman haline doniistiiriilmiistiir. Sesli
diisiinme oturumunda katilimcilarin gorsel iizerinde elleriyle ya da kalemle
gosterdigi/cizdigi kritik davranislar ekran alintisi araciligi ile desteklenmistir. Nitel
arastirmalarda gegerlik, belirli siiregler araciligt ile arastirmacinin, bulgularin
dogrulugunu kontrol etme ve denetlemeyi ifade ederken, giivenirlik ise farkli ¢aligma ve
projelerin aragtirmacilari tarafindan, ¢aligmay1 yapan arastirmact ile bakis bicimlerindeki
tutarliligini ifade etmektir. Bu baglamda arastirmaci tim veri toplama surecinde
bulunmus elde ettigi tiim verileri ve tiim gozlemlerini aktarmistir. Uygulama sonras1 veri
toplama siirecini, analiz siirecini detaylica sunmustur. Arastirmanin tiim asamalarinda
bulgular alaninda uzman Kkisilere sunulmus goriisler dogrultusunda diizenlemeler

yapilmistir.
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Aragtirmanin verileri ¢oziimlenirken igerik analizi yontemi kullanilmigtir. Verilerin
analizinde goriismelerden elde edilen yazili dokiimanlar ve gériigmenin kamera kayitlart
incelenerek her bir katilimcinin ispatlama siirecindeki davranislar1 kodlanmigtir. Analiz
siirecinde her bir katilimer ayri ele alinmistir. Arastirmanin giivenirligi icin Miles ve
Huberman’in degerlendiriciler arasi goriis birligi formiilii tercih edilmistir. Miles ve
Huberman (1994) guvenirlik formili (Glvenirlik = Goriis Birligi / (Goriis Birligi + Goriis
Ayrilig1) kullanilmig ve kodlayicilar arasindaki uyum orami %89.9 olarak tespit

edilmistir.
Etik Kurallara Uygunluk

Caligmanin verileri 2019 yilinda toplandigi i¢in etik kurul belgesi alinmamustir.
Calismanin yazim siirecinde bilimsel, etik ve alint1 kurallarina uyulmus; toplanan veriler

tizerinde herhangi bir tahrifat yapilmamistir.

BULGULAR VE YORUM
O1’in Ispatindan Elde Edilen Bulgular

Goriisme basladiginda O1 soruyu sesli okumus, verilen gorsele baktiktan sonra “evet
burada bir dik yamuk var, dik yamuk icerisinde iki tane es ii¢genler ¢izilmis, tabi bu es
tiggenleri ¢izince burada arada da bir tane ikizkenar dik iticgen olugmus” seklinde
gorseldekileri yorumlamistir. Daha sonra gorsel ile birlikte verilen agiklamalart “Simdi
bu esitlige bakarsak a egittir iKi ¢arp bir bélii 2ab arti bir bolii iki ¢ kare, oda esittir bir
bolii iki a arti b’nin karesi oradan da c kare esittir a kare arti b kare esitligi elde edilmig”
seklinde sesli okumustur. Daha sonra tekrar gorsele bakarak “simdi burada dikkat
edersek bu tiggenler birbirine es ii¢genler... Buradaki dik yamugun alanmini verecek
Sformiilii diisiiniirsek buradaki dik yamugun alan alt taban arty iist taban ¢arpt yiikseklik
bolii 2 oldugundan dik yamugun alani a+b ¢arpt a+b bélii 2 yani a+b nin karesi béolii
2’dir” diyerek yamugun alanini ayrilan tiggenlerin alanlarinin toplamina esitleyip Pisagor
teoreminin ispatini tamamlanustir. Ozetlenecek olursa O1 gorseli incelemis (Sekil 3a) ilk
Once dik kenar uzunluklari a ve b olan dik iiggenlere sonra bu dik iiggenler arasinda olusan

kenar uzunlugu c olan ikizkenar liggene dikkat etmis en son biitiine bakarak yamugun
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alanma odaklanmistir. En son pargali olan bu iiggenlerin alanlarmi yamugun alanina

esitlemistir. Kagidina yazdiklari Sekil 3b’de verilmistir.

| pyFeenee - [deowie) (7

a)
Sekil 3. O1’in Gérseli Yorumlamasi ve Kagidina Yazdiklart

Sekil 3b’den goriildiigii gibi O1 sesli ifade ettiklerini aynen kagidina aktarmustir. Sekil
3c’de ilk uygulama verdigi cevap incelendiginde “Dik yamuk igerisindeki dik tiggenlerde

2

pisagor bagintis1” ifadesi dikkate alnirsa O1’in sadece gorselden yola ¢ikarak yani

esitlik verilmeden de Pisagor teoremi ile iligkilendirebildigi sOylenebilir.
02 nin Ispatindan Elde Edilen Bulgular

02 soruya baktiktan sonra “bu soruda dik yamuk ile ilgili bir alan hesaplama var”
demistir. Sekil 4a’daki gibi 6ncelikle verilen agiklamaya odaklanmistir. Daha sonra “dik
yamuk iti¢ tane dik ticgene par¢alayarak u alanlar: toplami seklinde almus ki sunlar zaten
es ticgenler (Sekil 4b) art1 diger ii¢cgen alanlar: toplamini bulmus” seklinde agikladiktan
sonra ispati yapmaya baslamustir. “Uggenlerin alanlarinm hesaplayalim a ¢arpt b bolii iki
su tiggen su tiggen arti a ¢carpi b bolii iki arti... ... art ¢ ¢arpt ¢ bolii 2 ... yamugun alan
da a ¢arpt b bolii iki ...a ¢arpt b bolii iki ... Ucgenlerin alanlari toplami yamugun
alanmna esittir. Buradan esitliklerden Pisagor bagintisina gitmis” seklinde ifade ederek
kagida itiggenlerin alanlarini yazmis, tiggenin alanlarimin toplamim yamugun alanina

esitlemis (Sekil 4¢) ve Pisagor bagmtisini elde etmistir.

RASE
2 ) el T

Sekil 4. 02’nin Gérseli Agiklamasi, Birinci ve Tkinci Gériismede KAgidina Yazdiklar
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02’nin ilk goriigmede verdigi yamt (Sekil 4d) ile ikinci goriismede verdigi yanit (Sekil
4c) karsilastirildiginda, ilk goriismede “licgenlerde eslik, benzerlik ve Pisagor bagintisi
ile hipoteniis hesaplama” seklinde ifade ederken ikinci goriismede gorselden
faydalanarak Pisagor bagmtisim elde etmistir. O2 sadece gorselden yola ¢ikarak yani
matematiksel ifade verilmeden Pisagor bagmtisiyla iligkilendirememistir fakat Pisagor

teoremini kullanarak hipoteniis hesaplanacagini ifade etmistir.
03'iin Ispatindan Elde Edilen Bulgular

03 soruya inceledikten sonra “gérselden yararlanarak nasil elde ediyoruz” seklinde
soruda ne beklendigini ifade etmistir. Daha sonra “liggenlerin alanlart toplami ayni
zamanda yamugun alani toplamina egit olacagi i¢in.... birbirine esitledigimizde buradan
Pisagor bagintisimi elde ediliyor” demistir. Sekil 5a’da ki gibi soruyu okuduktan sonra
gorsele odaklanarak gorsel iizerinde ispatin nasil yapilabilecegini agiklamistir.
Arastirmaci kagida da yazar misiniz seklinde yonlendirme yaptiktan sonra sozlii ifade

ettiklerini kagida Sekil 5b’deki gibi aktarmistir.

- e

v
amSqun e ga's ey Dolw Ml Narnde ekl
a)ib) c)

Sekil 5. O3’iin Birinci ve ikinci Gériismede Kagidina Yazdiklart

03’iin ilk gériismede verdigi yanit (Sekil 5¢) ile ikinci goriismede verdigi yanit (Sekil 5b)
karsilastirildiginda, ilk goriismede “dik yamuk sekli” seklinde ifade ederken ikinci
gorlismede kagidina Pisagor bagintisinin “yamugun alani=ii¢genlerin alanmi toplami”
seklinde yazarak elde edilebilecegini yazmistir. Fakat cebirsel olarak gdstermemistir. O3
sadece gorselden yola ¢ikarak yani esitlik verilmeden Pisagor bagmtis1 ile

iliskilendirememis olarak yorumlanmustir.
O4’iin Ispatindan Elde Edilen Bulgular

04 soruya incelediginde Sekil 6a’da gosterildigi gibi gorsel ile birlikte verilmis olan

matematiksel ifadeye odaklanmistir. “Alan kismi simdi burada” dedikten hemen sonra
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kuraldan yola ¢ikarak verilen gorsel ile iliski kurmaya baslamistir. Sekil Sb’de

gosterildigi gibi verilen ifadeleri gorsel tizerinde agiklamistir.

Sekil 6. O4’iin Gorsel ile Kural Arasindaki fliski Kurma Siireci

Daha sonra “... burada par¢a parga alanlarin hesabi (Sekil 6b) ... iki ¢arpt a ¢arpr b bolii
2 ... yani suradaki iiggenin (Sekil 6b) a ¢arpt b’nin yarisi buradaki tiggen (Sekil 6¢) a
carpt b’nin yarist surast (Sekil 6d’de gosterildigi gibi esitligi gostererek) iki tane es
tiggenin alani” diyerek soruda gorselin yaninda verilen esitlik ifadesindeki ilk ifadenin
gorselde neresi olabilecegini gostermistir. Daha sonra “arti birde icerideki dik ii¢gen
alani toplanmus ... su esitlik... (agiklamadaki en son kismi gostererek) bu egitlikte de
yamugun alamina esitlenebilir. Burada mesela suradaki a arti b’nin parantez karesi
dedigimiz (Kuralda verilen ifadeyi bir adim ileri gotiiriiyor Sekil 6e) a arti b alt taban
carpi iist taban ¢arpt yiikseklik. a arti b bolii yani ¢arpi bir bolu iki dedik. Bu ikisinin
esitligini yazdigimiz zaman ....” demis fakat bu asamadan sonra yazmamis ve soruda
verilen kisim tizerinden agiklama yapmustir “zaten ifade c kare esittir a kare arti b kare
seklinde gelir” seklinde ispat1 yapmistir. Bu asamadan sonra siire¢ sonlandirmamis ve
“onun haricinde baska bu soruda daha ¢ok hani eslik benzerlik konusunda ¢ok fazla
karsilastim mesela sekil tamamlama kisminda da bu tarz sorular vardi ben géyle temsili
su sekilde bir ¢izim yapayim. (Sekil 7a) Simdi genelde eslik benzerlikte Kare ile ilgili cok
fazla soru yaziyorlar. Simdi suradan séyle aldim. (Sekil 7b) suradan soyle. (Sekil 7c) ITki
tane tiggenimiz es. Ayni sekli katlayp su tarafa koydum. Hani su a su b su a kadarsa”
diyerek kareye tamamlamis ve “I¢inde bir kare olustu.” demistir. “Tiim alandan ......
den ii¢cgenlerin alanlarini yani .... Cikarthgimda icindeki karenin alanina yani ¢ ye esit

olacak.” demistir.

W 7

a)
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Sekil 7. O4’iin Cizmis Oldugu Sekiller, Birinci ve ikinci Goriismedeki Kagidi

O4’iin ilk gériismede verdigi yanit (Sekil 7e) ile ikinci goriismede verdigi yamt (Sekil 7d)
karsilastirildiginda ilk goriismede “Ey ticgenler yardimiyla kenar uzunlugu bulma veya
parca par¢a ii¢genlerin alanlarindan yamugun alamini elde etme, ayrica sekil kareye
tamamlanarak kenarlar arasinda uzunluk iliskisi kurulabilir” seklinde ifade ederken
ikinci goriismede gorselden faydalanarak Pisagor bagmtisimin nasil elde edilecegini
agiklamustir. O4 sadece gorselden yola gikarak yani esitlik verilmeden gorseli tam olarak

Pisagor bagtisiyla iligkilendirememistir.
O5’in Ispatindan Elde Edilen Bulgular

05 soruyu okuduktan sonra “bu soruda yamuk ve yamugun icerisinde ikizkenar dik
ticgen... ikizkenar dik iicgenden yararlanarak agilarin esliginden... iki tane es iicgen
verilmig. Bu yamugun alani ile iki tane es ii¢gen ve ikizkenar dik iicgenin alanlart toplami
birbirine esit olduguna ait bir formiil ve buradan da Pisagor bagintisina ait bir 6zdeslik
elde etmemiz isteniyor. Burada ben hemen yamugun alanini yapiyorum. Alt ile iist taban ™
diyerek Ucgenlerin alanlari toplamini yamugun alanma esitleyerek gerekli islemleri

yapmuistir.

a) b)
Sekil 8. O5’in Birinci ve ikinci Uygulamada Kagidina Yazdiklari

05’in ilk goriismede verdigi yanit (Sekil 8b) ile ikinci goriismede verdigi yanit (Sekil 8a)
karsilastirldiginda, ilk goriismede “Uggenlerde eslik — benzerlik konusu, tiggenlerde
Pisagor bagintist ile ilgili soru tipleri” seklinde ifade ederken ikinci goriigmede
gorselden faydalanarak Pisagor bagintisim elde etmistir. O5 sadece gorselden yola

¢ikarak yani esitlik verilmeden gorseli Pisagor bagintisiyla iliskilendirebilmistir.
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O6’min Ispatindan Elde Edilen Bulgular
06 soruyu inceledikten sonra goriisme boyunca ifade ettikleri asagida verilmistir.

“Simdi ilk soruda gorselden faydalanarak (Sekil 9a) verilen esitlikleri
nasil elde ettigimizi agiklayacagiz. Burada bizim bir tane yamugumuz
var. Bu yamuk iki es dik iicgen ve bir tane de ikizkenar dik iicgene
ayrimis. Biz burada ii¢ tiggenin alanint hesaplayarak Pisagor teoremine
ulasacagiz. Burada birinci ii¢genimin alani taban ¢arpt yiikseklik bolii
ikiden a ¢arpi b bolii iki, digeri de aym sekilde a ¢arpi b bolii ikiden arti
ikizkenar dik t¢gende ¢ ¢arpt ¢ bolii ikiden esitligimizi saglayalim neye
yamugun alanina, yamugun alan formiiliimiiz neydi iist taban arti alt
taban ¢arpt yiiksekligim yine a arti b boll iki. Burada ab 'nin karesi arti
¢ kare bolu iki esittir diizeltiyorum suray iKi ab olacak Burasi burada da
a kare arti iki ab arti b’nin karesi boll iki sonucunu elde ettik bunlart
gotiirdiik karsilikly iki ab’leri gotlrdik ¢ 'nin karesi esittir a kare arti b

kareden yani Pisagor teoremine ulasmis oluyoruz «

Goriildiigii gibi O6 siire¢ boyunca duraksamadan ispatlamustir.

LN

a) b) c)
Sekil 9. 06 nin Gorseli Aciklamasi, Birinci ve Ikinci Gériismede KAgidina Yazdiklar

06’nin ilk goriismede verdigi yamt (Sekil 9¢c) ile ikinci goriismede verdigi yanit (Sekil
9b) karsilastirildiginda, ilk goriismede “Es iiggenler yardimiyla kenar uzunlugu bulma
veya parca par¢a lcgenlerin alanlarindan yamugun alanini elde etme, ayrica sekil kareye
tamamlanarak kenarlar arasimda uzunluk iliskisi kurulabilir” seklinde ifade ederken
ikinci goriismede gorselden faydalanarak Pisagor bagmtisini elde etmistir. O6 sadece
gorselden yola cikarak yani esitlik verilmeden gorseli tam olarak Pisagor bagintisiyla

iligkilendiremedigi s6ylenebilir.
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O7’nin Ispatindan Elde Edilen Bulgular

07 soru ile karilagtiktan sonra (Sekil 10a) “Yamugun alamindan ii¢genlerin alanlart

toplami ile yamugun alanint eslestirerek Pisagor bagintisina ulagtim” demistir.

a) b) c)
Sekil 10. 07’ nin Gorseli Agiklamasi, Birinci ve Ikinci Gériismede KAgidina Yazdiklar

O7’nin ilk gériismede verdigi yanit (Sekil 10c) ile ikinci gériismede verdigi yamt (Sekil
10 b) karsilastirildiginda, ilk goriismede “yamuk alani ii¢genlerin alanlart toplamina
esittir” seklinde ifade ederken ikinci goriismede gorselden faydalanarak Pisagor
bagintisim elde etmistir. O7 sadece gdrselden yola gikarak yani esitlik verilmeden gorseli

tam olarak Pisagor bagintisiyla iliskilendirdigi sdylenebilir.
TARTISMA VE SONUC

Sozsiiz ispat1 yapma siirecinde katilimcilar soruyu okuma, soruyu agiklama, plan yapma,
gorseldeki geometrik sekilleri inceleme, gorselde verilen iliskileri agiklama, verilen
matematiksel ifadeleri gorsel Uzerinde gosterme, kavramsal bilgi ifade etme, kavramsal
bilgiyi gorsele uyarlama, ispat1 yapma, degerlendirme yapma gibi asamalar1 izlemislerdir.
Bu asamalar Boero (1999), Heinze ve Reiss (2004) asamalarina benzemektedir.
Gorseldeki geometrik sekilleri inceleme ve verilen matematiksel ifadeleri inceleme sonra
matematiksel ifade ile gorsel arasinda iliski kurma asamasmin tiim ispat siirecini
yonlendirdigi goriilmektedir. Dolasiyla Doruk’un (2016) ifade ettigi gibi ispata
baslamadan Once basarili bir arglimantasyon siireci gecirme ispat yapma siirecinde
Onemlidir. Bu c¢aligmada kullanilan Pisagor teoremin sozsiiz ispatinda G6gretmenler
yamugun alani ve liggenin alani ile ilgili kavramsal bilgiye sahip olduklarindan hatirlama
ya da sorarak Ogrenme yoluna gitmemislerdir. Bu nedenle ispat yapma stireci 6n

ogrenmeler ile iligkilidir yani ispat yapma strecinde kavramsal bilginin de dnemli bir
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boyut oldugu ifade edilebilir. Bu bulgu Karras (2012) geometrik bilgi diizeyi iyi olan
Ogretmen adaylarinin sozsiiz ispatlar1 daha iyi ¢ozebildigi dnceden 6grenilmis bilgiyi
kullanmay: gerektirdigi goriisiinii desteklemektir. Ispati yapma asamasi var olan bilgilerin
transferi, islem yapabilme becerisi gibi birgok degiskeni icinde bulundurmaktadir. Bu
asamada ispat yapmada basarisiz olma ile ilgili caligmalarin (Bardelle, 2009) bulgularimi
desteklemektedir. Diger taraftan 6grencilere ispat ve muhakeme becerisinin dgretimi ve
gelisimi dgretmenlere baglidir. Chambers (1999) Pisagor teoremini “en iyi” dgretme
yontemi i¢in dgretmenlere farkli segenekler sunmak, alternatif yaklagimlar iizerinde
diistinmeye tesvik etmek ve dgretmenleri Pisagor teoremini dgretme baglaminda ispat
konusunu diisiinmeye zorlamak oldugunu ifade etmistir. Nitekim &gretmenler eger
Pisagor teoreminin uzunluk ile mi alan ile mi verilmesi konusunda derin anlayis sahibi
olabilirlerse hem nasil ispatlanacagi hem de nasil dogrulanacagi konusunda rehberlik
edebileceklerdir. Dolayistyla bu ispatlarin derslerde kullamlmasi, 6grenciye ispat
becerisinin yaninda muhakeme yapabilme, sonuca ulasabilmesi i¢in degerlendirme ve

matematiksel bilgiyi kullanabilme olanagi saglayacag: diisiiniilmektedir.
Oneriler

Bu ¢aligmada Pisagor teoreminin Garfield tarafindan yapilan sdzsiz ispat sureci
incelenmistir. Pisagor teoreminin bundan bagka bircok SOzsiiz ispati bulunmaktadir.
Farkli sozsiiz ispatlar ile de benzer ¢alismalar yapilabilir. Ayrica yalnizca 6gretmenlerin
gorsel akil yiirlitme becerileri incelenmistir. Bu ¢alismanin sonuglari 6gretmen
adaylarinin ve 6grencilerin sozsiiz ispat yapma siirecleri karsilastirilabilir benzerlik ve

farkliliklar1 belirlenebilir.
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SUMMARY

Introduction

Reasoning is thinking deeply, considering all the variables. Individuals with developed reasoning
skills can form many thoughts and opinions in the face of any event and can reach new inferences,
assumptions and even conclusions based on these thoughts. For these reasons, reasoning requires
the use of a wide variety of thinking styles (Peresini & Webb, 1999). The most important of these
thinking styles is mathematical thinking. Since proof is a sub-dimension of mathematical thinking,
improving students' proof skills will also improve their mathematical thinking skills. In order for
the learning and teaching process to be meaningful, teaching methods and techniques should be
determined by taking into account variables such as students' interests, readiness levels, and
learning styles (MEB, 2018). In this context, visualization is one of the effective techniques.
Hershkowitz, Arcavi, and Bruckheimer (2001) point out that visualization may be more central to
mathematics than high-level reasoning, perhaps even more than formal symbolic proofs. Visual
reasoning skills are of course important for mathematicians as well as scientists, engineers,
architects, computer scientists, doctors, artists and others (Karrass, 2012). While there are many
studies on reasoning in the country (for example: Cwrakoglu, 2020; Civak 2020,; Meri¢, 2019;
Arslan, 2019, Boyaci, 2019), there is almost no study on visual reasoning.

Nonverbal proofs are very old. Deductive steps are based on figures, diagrams and graphs. This
means that understanding the proof is possible by reading the pictures. Non-verbal proofs are
expressed as proofs that are not words, based only on diagrams, perhaps numbers, letters, arrows,
dots and related symbolic expressions, and the construction of which is left to the reader (Bardelle,
2009). Examining the visual reasoning skills of mathematics teachers is the focus of this study. The
Pythagorean theorem is one of the greatest discoveries in Saikia (2013), as well as one of the most
important (Flores, 1993), best known (Alsina and Nelsen, 2011) and most proven mathematical
theorems. When the studies on the Pythagorean theorem were examined, no study was found in
which the visual reasoning skills of mathematics teachers were examined in the context of the
Pythagorean theorem.

Method

In this study, the research method was determined as qualitative research and designed as a case
study, since the visual reasoning skills of the participants in the process of making nonverbal proofs
were examined. Each participant was treated as a situation. Case studies are one of the most
common ways to conduct qualitative research and describe the existing situation. Since there are
not many studies on reasoning in the process of making nonverbal proof in mathematics education,
each mathematics teacher was considered as a situation.

Participants

The research was carried out with seven volunteer mathematics teachers. The teachers were coded
as S1, S2,... 87. Two teachers participating in the research are graduates of the Faculty of
Education. There are also four teachers with 5-10 years of professional experience. While there is
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one teacher with 14 years of teaching experience, two teachers have been teaching for over 20
years. On a class basis, 5 teachers at high school level, one teacher at both high school and
secondary school level, and one teacher at secondary school level continue to work.

Data collection and analysis

Data were collected through two interviews with the participants. In the first interview, only visuals
were given and the answers they gave were collected in written form. In the second interview, they
were asked to explain how the nonverbal proof of the Pythagorean theorem was done by using
thinking aloud technique. In each interview, an appointment was made with the teachers in
advance, it was stated that the process would be recorded with a camera in the second interview in
order not to cause data loss, and it was tried to ensure that no teacher would experience any
uneasiness because of this. Participants were informed about the purpose of the study and were
asked to verbalize everything they thought during the process. All participants proved it in 2-5
minutes.

The data obtained from the interviews were converted into written documents. In the thinking aloud
session, the critical behaviors that the participants showed/drawn with their hands or pencils on
the visual were supported by screenshots. While validity in qualitative research refers to the fact
that the researcher checks and controls the accuracy of the findings through certain processes,
reliability refers to the consistency between the researchers of different studies and projects and
the way they view the researcher. In this context, the researcher was involved in the entire data
collection process and transferred all the data he obtained and all his observations. He presented
the post-implementation data collection process and analysis process in detail. At all stages of the
research, the findings were made in line with the opinions presented to the experts in the field.

Content analysis method was used while analyzing the data of the research. In the analysis of the
data, the written documents obtained from the interviews and the camera recordings of the
interviews were examined and the behaviors of each participant in the proving process were coded.
In the analysis process, each participant was handled separately. For the reliability of the research,
the consensus formula of Miles and Huberman was preferred. Miles and Huberman (1994)
reliability formula (Reliability = Consensus / (Agreement + Disagreement)) was used and the
agreement rate among the coders was determined as 89.9%.

Conclusion and Discussion

The participants followed the stages such as reading the question, explaining the question, making
a plan, examining the geometric shapes in the image, explaining the relationships given in the
image, showing the given mathematical expressions on the image, expressing the conceptual
information, and making adaptations, giving conceptual information to the visual, making a proof,
and making an evaluation. These stages are similar to Boero (1999), Heinze and Reiss (2004). After
examining the geometric shapes in the image and analyzing the given mathematical expressions, it
is seen that the stage of establishing a relationship between the mathematical expression and the
visual directs the whole proof process. Therefore, as Doruk (2016) states, it is important to have a
successful argumentation process before starting the proof. It can be stated that conceptual
knowledge is as important a dimension as pre-learning in the visual proof process. This finding
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supports the view of Karras (2012) that pre-service teachers with good geometric knowledge can
solve visual proofs better and require using previously learned information. The stage of proof
includes many variables such as the transfer of existing information and the ability to act. It
supports the findings of the studies (Bardelle, 2009) on not being able to prove at this stage. In this
study, the Pythagorean theorem was examined. Similar studies can be done with different visual
evidence. In addition, only the visual reasoning skills of teachers were examined. The results of this
study can identify comparable similarities and differences in the processes of prospective teachers
and students.
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