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Ozet: Son zamanlarda, Mittag-Leffler fonksiyonu yalinkat fonksiyonlar ile ilgili ¢aligmalarda
o6nemli rol oynamaktadir. Bu makalede, yapilan son ¢aligmalarin 1s18inda g—Mittag-Leffler
fonksiyonu ile tanimli yalinkat fonksiyonlarin iki yeni alt sinifi tanimlanmistir. Bu siniflar igin
konvoliisyon kosullari ve katsay1 tahminleri arastirilmistir. Elde edilen bulgular literatiirde olan
bulgularla karsilastirilarak sunulmustur.
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Convolution Properties for Analytic Functions Defined by gq—Mittag-Leffler
Function

Abstract: Recently, Mittag-Leffler function acts as beneficial role in studies of univalent
functions. In this paper, motivated by some recent works, two new subclasses of univalent
functions involving g—Muittag-Leffler function are introduced. Also, convolution conditions and
coefficient estimates for these classes are investigated. The obtained results are presented in
comparison with the results in the literature.
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1. Giris

C kompleks diizlem olmak tizere D = {z:z € C ve |z| < 1} acik birim disk olarak
tanimlanir. D kompleks diizlemde basit baglantili bir bolge olmak iizere f:D — C
fonksiyonu bire-bir ise f fonksiyonuna yalinkat fonksiyon denir. D agik birim diskinde
analitik ve f(0) = f'(0) —1 =0 kosullari1 saglayan f fonksiyonuna normalize
edilmis analitik fonksiyon denir. D agik birim diskinde normalize edilmis analitik
fonksiyonlarin sinifi A ile gosterilir ve her f € A fonksiyonu

(o]
f(Z):Z+3222+a323+'“:Z+Zan2n (1)
n=2

seklindeki Taylor seri agilimina sahiptir. D diskinde yalinkat ve A smifinin altkiimesi
olan fonksiyonlar smifi Sile gosterilir. Basit baglantili bir D < [1 bdlgesinde bir z,
noktasi verilsin. z, noktasini her z € D noktasina birlestiren dogru parcast D bdlgesinin
sinirini1 yalniz bir noktada kesiyorsa, D bolgesine z, noktasina gore yildizil bolge denir.
Eger z, noktasi orjinde ise bu bolgeye orjine gore yildizil bolge denir. Birim diski
yildizil bir bolge iizerine resmeden fonksiyonlara yildizil fonksiyonlar denir. S sinifinin
bir alt siifi olan yildizil fonksiyonlar sinifi S* ile gosterilir. Analitik olarak, f € S*
olmasi igin gerek ve yeter sart f'(0) # 0 ve her z € D igin

of'(2)
#(T2) >0

esitsizliginin saglanmasidir.

Basit baglantili bir D © C bolgesinde alinan z; ve z, gibi her iki nokta ciftini birbirine
birlestiren dogru pargalari tamamen bu bélgenin i¢inde kaliyorsa, D bdolgesine konveks
bolge denir. Birim diski konveks bir bolge iizerine resmeden fonksiyonlara konveks
fonksiyonlar denir. S smifinin bir alt smifi olan konveks fonksiyonlar sinifi C ile
gosterilir. Analitik olarak, f € C olmasi i¢in gerek ve yeter sart f'(0) = 0 ve her

z € D igin
ol 1. H@
}i’<1 + ) ) >0

esitsizliginin saglanmasidir.

D birim diskinde analitik ve her z€ D igin w(0) =0, |[w(z)| <1 kosullarin
saglayan w fonksiyonlarinin sinifi 2 ile gosterilmektedir. Bu simnifa ait fonksiyonlar
Schwarz fonksiyonu olarak adlandirilir. f; ve f, fonksiyonlart D diskinde analitik

fonksiyonlar olmak iizere, her z € D icin f;(2z) = f,(w(2)) olacak sekilde bir w € 2
fonksiyonu varsa, f; fonksiyonu f, fonksiyonuna sabordinedir denir ve f; < f, ile
gosterilir [5].

fiz2) =z+ Y ,a,2" ve f,(2) =z+ Y-, b,z"  fonksiyonlart A  sinifinin
elemanlar1 olmak tizere, bu fonksiyonlarin Hadamard ¢arpimi (veya konvoliisyonu);

R@ 5 fo@ = (i f)@) =2+ ) anhy 2"
n=2

ile tanimlanir.
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Eger f,(2) = 1ZTZ ise herf, €A igin f; *f, = f; esitligi saglanir. Benzer

sekilde, f,(z) = (1_22)2

ve f, analitik olmak iizere her z € D icin zf; ' (2) * £,(2) = f1(2) * zf, (2) saglanr.

ise her f; € A icinfy * f, = zf; esitligi saglanir. Ayrica, f;

Ma ve Minda, D birim diskini reel eksene gore simetrik, 1 noktasina gore yildizil ve
¢(0)=0, ¢'(0) > 0 kosullar1 altinda normalize olan bir bolgeye resmeden, reel kismi
pozitif olan analitik ¢ fonksiyonlarini tanimlamistir: Sirasiyla, Ma-Minda yildizil ve
Ma-Minda konveks fonksiyonlar sinifi

S*(p) = {f €A : Zf;S) <¢p(z), ze€ ]D}
C(p) = {f EA:1+ Z]]:,I;S) < @(2), ZE ]D)}

ile verilmistir [11]. Ozel olarak,

1+ Az
1+Bz’

o(2) = (-1<B<A<1)

fonksiyonu i¢in S*(¢@) ve C(¢@) smiflari, sirasiyla, S*(4,B) ve C(A4, B) ile gosterilen
Janowski yildizil ve Janowski konveks fonksiyonlar ailesine indirgenir [9]. Diger
yandan bu smiflar, A=1—-26 veB=-1(0<6<1)6zel durumlar1 igin &
mertebeli yildizil fonksiyonlarin $*(§) sinifina ve § mertebeli konveks fonksiyonlarin
C(8) smifina dondstrler. § =0 igin yildizil fonksiyonlar simifi S* ve konveks
fonksiyonlar sinifi C elde edilir.

Kuantum kalkiilis (veya g—kalkiiliis) limit hesaplamalar1 gerektirmeyen kalkiiliis
tirtidiir. g—kalkiilisteki en 6nemli adim, g—tiirev ve g—integral operatdrleri i¢in en
kullanmigli  formiilleri tanimlayan Jackson tarafindan atilmistir [6,7,8]. Daha
sonra g—kalkiiliis, ortogonal polinomlar, g—hipergeometrik fonksiyonlar gibi
matematik ve fizigin ¢esitli dallarindaki uygulamalar1 nedeniyle arastirmacilarin
dikkatini ¢ekmistir.

1909 yilinda, Jackson q —tiirev operatoriinii [6];

f(2) - f(q2)

qu(Z) = (1-q)z ,

z € R\{0} (2)

olarak tanmimlamistir. Burada eger qz € R ve z € R ise gq—geometrik kiime olarak
adlandirilan ve karmasik diizlem C nin bir alt kiimesi olan R sabittir. R € C bir
q-geometrik kiime ise zq € R olmak iizere, tim geometrik {zq™}y dizilerini igerir.
Ozel olarak, q — 1~ iken D,f(z) = f'(z) olur.

(1) ile verilen f fonksiyonu i¢in
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o)

(D f)(2) =1+ Z[n]qanzn-1

n=2

dir. Burada [n], = %,q € (0,1) dir. Ozel olarak, g — 1~ iken n, — n elde edilir.

q —Gama fonksiyonu
Igla+1) =[a],Iy(a)
ile tanimlanir. g —analog Pochhammer sembolii ise

L 1 (n=0)
(a;q)n = {(1 —a)(1-aq)..(1-aqg™") (n€N)

ile tanimlanir. Ayrica,

1-qg"g(at+n)
I;(a) '

Q% On = (n > 0)
dir [10].

Mittag-Leffler fonksiyonu, 1903 yilinda isvecli matematikci Mittag-Leffler tarafindan

Ea(Z)=;m, (CZE(C; 9?(6!)>0)

seklinde tanimlanmustir [12]. 1905 yilinda, Wiman E, fonksiyonunu

Eqp(z) = ;m . (@B EC IHa)>0,9Qp) > 0)

olarak  genellestirmistir [14]. Burada /{.) notasyonu Gama fonksiyonunu
belirtmektedir. Daha sonra, Mittag-Leffler fonksiyonu ve onun gesitli genellestirmeleri
kesirli diferansiyel denklemlerin, Levy ugus problemlerinin ve diger baska problemlerin
¢oztimiinde kullanilmistir [3,4].

2014 yilinda, Sharma ve Jain, g—Muittag-Leffler fonksiyonunu

n

@),z
oy (q; Q)n Fq(an+ﬁ) ’

Eys(zq) = lql <1

(a, B,y €C, 9(a) >0, 95(B) >0, 9(y) > 0) olarak tanimlamistir [13]. g—Muittag-
Leffler fonksiyonu normalize edilmis analitik fonksiyonlar smifi A ya ait
olmadigindan, bu fonksiyon
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I,(B)(qY; @)n-1 o
i Tg(a(m = 1) + B)(@ Dns

[),(Z q) =zl (ﬁ) 3(2 q) =

olarak normalize edilmistir. Boylece f € A fonksiyonu i¢in H’ , f:A — A Operatorii

a/?q

HY , f(@) = MY ,(z:9) * f (2)

RN I, Qs n 3)
‘”zr(am—l)w)(q Dz

olarak elde edilmistir.

a,Bq f oOperatorii goz Oniine alinarak ve sabordinasyon prensibi kullanilarak,

q—Mittag-Leffler fonksiyonunu igeren yalinkat fonksiyonlarin iki alt sinifi asagidaki
sekilde tanimlanmaktadir:

Tanim 1.1. —-1<B<A<1, b\C{0} ve qe€(0,1) olmak {lizere bir f € A
fonksiyonu

1(2Dq (H. 5., f(2)) (| 14z
b aﬁqf(z) 1+ Bz

(4)

sartin1 saglarsa, 521/'/3 (b, A, B) sinifina aittir denir.

Tanim 12. —-1<B<A<1, b\C{0} ve qe€(0,1) olmak fiizere bir f € A
fonksiyonu

L1 Dq (Z aﬁqf(z))) _1+4z -
) 1+B
sartin1 saglarsa, C()x/"g (b, A, B) sinifina aittir denir.
Alexander integral operatoriinden yararlanarak, agagidaki bagint1 verilebilir [1];
HY 5 f € CLA(b,A,B) & 2D, (Hgﬁqf)esyq(bAB) (6)

Parametrelerin 6zel degerleri alinirsa, S (b A,B) ve C yg(b A, B) smiflar1 yalinkat
fonksiyonlarin bilinen bazi alt siniflarina |nd|rgen|r

1. a=0, =1, y=1ve b =1igin [2];

Sot(1,A,B) = S;(A,B) ve Co7(1,A,B) = C4(A, B).
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2. a=0,=1,y=1 b=1veq - 1" i¢cin [9];
limg,1- Syt (1,4, B) i= S*(4,B) velim,,- Cy'7(1,4,B) == C(A, B).

Bu ¢alismada, g—Muittag-Leffler fonksiyonu hakkindaki bazi1 yeni makalelerin 1s1ginda,
q—Mittag-Leffler fonksiyonunu iceren yalinkat fonksiyonlarm iki yeni alt sinifi
tanimlanmistir. Bu smniflar i¢cin konvoliisyon kosullar1 ve katsayr tahminleri
arastirtlmistir. Ayrica, parametrelerin bazi 6zel degerleri ig¢in ana teoremlere karsilik
gelen bilinen sonuglar da gosterilmistir.

2. Materyal ve Metot

Bu béliimde ilk olarak, S,/ v (b A, B) sinifi i¢in konvoliisyon kosullar1 incelenmistir.

Teorem 2.1. 6 € [0,2r], -1 < B <A <1, b\C{0}, q € (0,1) ve z € D olmak iizere
(1.1) ile tanimlananan f fonksiyonunun SZ:Z (b, A, B) sinifina ait olmasi igin gerek ve

e~ ®+(A-B)b+B

yeter kosul tiim L = degerleri ve ayrica L = 1 i¢in

(A-B)b
1 z — Lqz?
7
[ Hapal O =500 qz)l " v
olmasidir.
Ispat. f € Syq(b A, B) oldugundan, (4) ifadesi kullanilarak
( a,;qf(Z)) 1+((A-B)b+B)z @®)

aﬁqf(z) 1+ Bz

elde edilir. (8) ifadesinin sol tarafi D de analitik oldugundan
D\{0} dir, yani;

aﬁqf(z);eo zeED* =

1y
—Haﬁqf(z) #0

dir ve bu (7) esitsizliginin L = 1 igin saglanmas: ile esdegerdir. ki analitik fonksiyonun
sabordinasyonu g6z 6niine alinirsa, D de w(0) = 0, |w(z)| < 1 kosullarini saglayan
bir w analitik fonksiyonu vardir. Béylece, (8) ifadesi

( aﬁqf(z)) 1+ ((A-B)b+ B)w(2)
HY ; f(@) - 1+ Bw(z)

olarak yazilabilir. Buradan

( aﬁqf(z)) L 1+ ((A—B)b+B)e'

aﬁqf(z) 1+ Bei® ®)
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veya denk olarak

%[(1 +Be®)zDy (HY 5 ,f(2)) = (1+ (4= B)b + B)e®)H ; f(z)| %0 (10)

elde edilir. Konvoliisyon kurallarmin bir sonucu olarak, H! p,qf fonksiyonu igin
aﬁqf(z)* —Hzl//gqf(z):
&)+ =z = 2Dq (g f @)
Hapal O T = “PaHapd @)
esitlikleri bulunur. Bu esitlikler kullanilarak, (10) esitsizligi
1 @)« (1+Be®)z  (1+((A—B)b+B)e')z 0
Hapal O\ @=D0= q2) -2

olarak yazilabilir. Boylece, son esitsizlikte yapilan bazi hesaplamalar ile (7) denklemini
veren

((B - A)b)e'® T
- e (A-B)b
z “ﬁqf(z) (1-2)(1—q2z)

#0 (11)

sonucuna ulasilir.

Tersine; (7) varsayimi L = 1 i¢in saglandigindan, her z € D i(;in a B f(z) # 0dr.
Boylece
1 [2Dq (Hypof @)

P TR, @

fonksiyonu ID de analitiktir. Ispatin ilk kisminda (7) varsayrminimn (9) esitsizligine denk
oldugu gosterildiginden

zD ( aﬁqf(z)> 1+ ((A—B)b+B)e
H,f@  1+Bel

(12)

elde edilir. Eger

1+ ((A—B)b+B)z

13
1+ Bz (13)

y(z) =

olmasi durumunda, (12) esitsizliginden @(ID) N y(D) = @ elde edilir. Bu nedenle,
C\w(0D) nin bir baglantili bileseni, basit baglantili (D) bolgesini igerir ve w
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fonksiyonunun yalinkatligi ile birlikte ¢(0) = w(0) kosulunu kullanarak ¢(z) < w(z)
oldugu ortaya c¢ikar. Bu durum (12) ifadesindeki sabordinasyon &zelliginden
gelmektedir. Boylece, f € SZ:Z (b, A, B) oldugu ispatlanmis olur.

Ozel olarak @« =0, f =1, y = 1veb = 1 alimirsa, Seoudy ve Aouf tarafindan elde
edilen konvoliisyon sonucuna ulasilir [2].

Sonug¢ 2.1. f fonksiyonunun S;(A, B) simifina ait olmas: i¢in gerek ve yeter kosul

—i6
timK = = _+A degerleri ve ayrica K = 1 igin
1 @ z—Kz? 20
— *
A AR e ey
olmasidir.

Teorem 2.2. (1) ile tamimlanan f fonksiyonunun S;:”Z, (b, A, B) smifinda olmasi igin
gerek ve yeter kosul

(o]

L Z <[n]q(e—i9 +B)—e " + (B - A)b - B) Ty (B)(q"; Dn-10nz"""
(4-B)b Tg(a(m—1) + )@ Dn-1 (14)

n=2

0

olmasidir.
) . —-i6 —
Ispat. Teorem 2.1 den, f € S}'4(b, A, B) ise ancak ve ancak tiim L = - :A([_lgfb)bw

degerleri ve ayrica L = 1 icin

z — Lqz?

a-na-g|”° (15)

1
E lHZ;B,qf(Z) *

oldugunu biliyoruz. (15) esitsizliginin sol tarafi kullanilarak

1 Y z Lgz?
=2 e D\ G- 2=

_ %{qu (2 3 of @) = L|2Dg (HL 3 o f () = HY 5 of @)}

o)

Ca(B)(@"; D1
=1 (Il -1 -1 ! anz"!
nzz( a )Fq(a(n —D+(@GDn-1
1 v [n]q(e_i9+B)—e'i9+(B—A)b—B) Cq(B)(qY;)n-1 n-1
=1 Zn=2( (A-B)b Fglam-1)+B)(a;q)n-1 nZ .

elde edilir. Boylece ispat tamamlanur.
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Asagidaki teorem, Sg’g (b, A, B) sinifina ait olan f fonksiyonlari i¢in bir katsayr tahmini
vermektedir.

Teorem 2.3. (1) ile tanimlanan f fonksiyonlari igin

o

Z([n]q(l —B)+bl(A—B) —1+B)

n=2

Lq(B)@"; Dn-r

T (a(n—1) +B) (G Qs < |b|(A - B),

esitsizligi saglanirsa, f € S;’g (b, A, B) dir.

Ispat. (14) ile verilen esitsizlikte mutlak deger alinirsa

. i <[n]q(e-i9 +B)—e + (B—A)b - B) Ta(B)(@"; @n-1anz™*
(A-B)b Tq(a(n—1) +B) (@ Dns

n=2

>1

_i ([n]q(e—ie+B)—e—i9+(B—A)b—B> Tq(B)(@"; Dns il
& (A—B)b Tglatn—1) + (G Dpa|
X [n]q(l—B)—1+|(A—B)b|+B> T8 @ Dns

> Z( 4= B)b] T @D+ B Dos
N [n]q(1—3)+|<A—B)b|—1+B> TaB) @ D

>1 Z( (A—B)ib| F@m-D+ Ao ™~ °

n=2

elde edilir. O halde, f € SZ:g(b, A, B) dir.

Ozel olarak, a =0, =1, y=1ve b =1 degerleri alimrsa Seoudy ve Aouf
tarafindan elde edilen katsayi esitsizligi sonucuna ulagilir [2].

Sonug 2.2. (1) ile tanimlanan f fonksiyonu igin

[0e]

Z([n]q(l —B)—1+A4)|a,| <A-B,

n=2

esitsizligi saglamirsa, o halde f € Sy (A, B) dir.
Simdi, C;’g (b, A, B) smift i¢in konvoliisyon kosullar1 ile katsay: tahmini verilecektir.

Teorem 2.4. 60 € [0,2r], -1 < B <A <1, b\C{0}, g € (0,1) ve z € D olmak iizere
(1) ile tanimlanan f fonksiyonunun €' (b, A, B) smifina ait olmast igin gerek ve yeter
e~ 194+(A-B)b+B

kosul tim L = -5y

degerleri ve ayrica L = 1 i¢in
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z+[1—(q +1)L]qz?

DU -1 - D) (16)

Hipof @)

olmasidir.
Ispat. H) , g fonksiyonu

B g(2) = z — Lqz?
N (P TCEr)

ile tanimlansin. Bu durumda Hyﬁqg fonksiyonunun g —tiirevi alinarak, her iki taraf z
ile garpilirsa

z+[1—(q + 1)L]gz?
zD ( a/;qg( )) (1 Z)(l_qz)(]_—qZZ)

elde edilir. Konvoliisyon kurallari kullanilarak

2D (HY 5o f (2)) % HY 3 09(2) = HY g f (2) % 2D (HL 5 ,9(2))

esitligi bulunur. Boylece, bu son iki esitlik ile beraber (6) ile verilen Alexander bagintisi

kullanilarak ve (7) denklemi g6z 6niine alinarak (16) elde edilir.

a=0, =1 y=1veb =1 degerleri alinirsa, [2] de ispatlanan konvoliisyon

sonucu bulunur.

Sonu¢ 2.3. f fonksiyonunun C,(A, B) smifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

—-i6

tim K =2 — 4 degerleri ve ayrica K = 1 i¢in
1 z+[1—(q+ 1)K]qz*
e« [1-(q )]q2 40
(1-2)(1-q2)(1-q%2)
olmasidr.

Teorem 2.5. (1) ile tanimlanan f fonksiyonunun qu(b A, B) smifinda olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul

o)

_ [n]q(e_ig + B) - e—iB + (B - A)b - B) Fq(ﬁ)(qy; Q)n—lanzn_l
1= inl, < G—Bb R CEN L)

n=2

#0

olmasidir.

Ispat. (16) esitsizliginin sol tarafi kullamlarak ve gerekli hasaplamalar yapilarak

(17)
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" 5 [1—(q+ 1)L]qz?
z l”g.ﬁ,qf (@) <(1 —H-@0-¢2)  A-20-q20- qzz))l

- %{qzz D, (Dq (H2 5 f(z))) +2Dq (HY 5 .f (2)) = L 422D, (Dq (H2 4 f(z)))]}

Lq(B)qY; @)n-1 0z
Cala(n =)+ (@ D1

1—

n-1

NgE

(g (([nlg = 1L = [n],)

S
Il
N

1— i[n]q ([n]q(e—ie + B) —e % 4 (B—A)b - B> r,(®)(q"; Dpoyanz™?

; (4= B)b T =1+ B @ Dns

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.6. (1) ile tanimlanan f fonksiyonu i¢in

N I Vs @n-1
S [l (g (1 = B) + 1814 - B) = 1+ B) —— 00 D 2]

o Iy(a(n = 1) + B)(G; Dn-1
< |b|(A - B),
esitsizligi saglanirsa, f € CZ:Z (b, A, B) dir.

Ispat. (17) esitsizligi ve Teorem 2.3 de verilen yontem kullanilarak,

(A-B)b Fgla(n=1) + B)(q; Dn-1

n=2

1 i[n]q ([n]q(e—ie +B)—e W+ (B—A)b- B> Ty(B)(q"; D1 nz™

) [n]q(1—3>—1+|<A—B>b|+B> Fy(B)(@; D
> 1 ZW‘*( A= B)b] T@n-D+ @D, !

n=2

oo

_ [n]q(l_B)'l'I(A_B)bl_l‘l'B) Fq(ﬁ)(qy;q)n—l
> 1 ZM‘?( TR T@n-D+ @, ™!

n=2

>0
esitsizligi elde edilir. Buradan f € C();,’Z (b, A, B) oldugu kolayca elde edilir.

a=0, =1 y=1ve b=1 degerleri i¢cin [2] de ispatlanan katsay:1 esitsizligi
elde edilir..

Sonug 2.4. (1) ile tanimlanan f fonksiyonu igin

Z[n]q([n]q(l —B)—1+A4)la,| <A-B,

n=2
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esitsizligi saglamirsa, f € C,(4,B) dir.

3. Sonuc¢ ve Yorum

Bu makalede, g—Muittag-Leffler fonksiyonu ile tanimlanan iki yeni yalinkat fonksiyon
smifi verilmistir ve bu smiflar i¢in konvoliisyon kosullar1 ve katsayr tahminleri
tiiretilmistir. Ayrica, elde edilen sonuglar literatiirde bu alanda yapilan ¢alismalarin bir
devami niteligindedir.

Arastirmacilarin Katki Oran1 Beyam

Asena Cetinkaya: Kaynak/Materyal/Malzeme Temini, Arastirma, Orijinal Taslak Yazimu.
Oya Mert: Arastirma, Dogrulama, Inceleme ve Diizenleme.

Catisma Beyam

Bu calismanin yazarlari olarak herhangi bir ¢atisma beyanimiz bulunmadigini bildiririz.
Etik Kurul Onay1 ve/veya Aydinlatilmis Onam Bilgileri

Bu calismanin yazarlar1 olarak herhangi bir etik kurul onayi ve/veya aydinlatilmis onam bilgileri
beyanimiz bulunmadigini bildiririz.
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