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Özet: Son zamanlarda, Mittag-Leffler fonksiyonu yalınkat fonksiyonlar ile ilgili çalışmalarda 

önemli rol oynamaktadır. Bu makalede, yapılan son çalışmaların ışığında  −Mittag-Leffler 

fonksiyonu ile tanımlı yalınkat fonksiyonların iki yeni alt sınıfı tanımlanmıştır. Bu sınıflar için 

konvolüsyon koşulları ve katsayı tahminleri araştırılmıştır. Elde edilen bulgular literatürde olan 

bulgularla karşılaştırılarak sunulmuştur. 

 

 

Anahtar kelimeler: Analitik fonksiyonlar, Yıldızıl fonksiyonlar, Konveks fonksiyonlar, 

Konvolüsyon, Katsayı tahmini. 

 

 

Convolution Properties for Analytic Functions Defined by   −Mittag-Leffler 

Function 

 
 

Abstract: Recently, Mittag-Leffler function acts as beneficial role in studies of univalent 

functions. In this paper, motivated by some recent works, two new subclasses of univalent 

functions involving  −Mittag-Leffler function are introduced. Also, convolution conditions and 

coefficient estimates for these classes are investigated. The obtained results are presented in 

comparison with the results in the literature. 

 

 

Key words: Analytic functions, Starlike functions, Convex functions, Convolution, Coefficient 

estimate. 
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1. Giriş 

   kompleks düzlem olmak üzere   *            | |   + açık birim disk olarak 

tanımlanır.    kompleks düzlemde basit bağlantılı bir bölge olmak üzere       

fonksiyonu bire-bir ise   fonksiyonuna yalınkat fonksiyon denir.    açık birim diskinde 

analitik ve  ( )    ( )      koşullarını sağlayan   fonksiyonuna normalize 

edilmiş analitik fonksiyon denir.   açık birim diskinde normalize edilmiş analitik 

fonksiyonların sınıfı    ile gösterilir ve her       fonksiyonu    

 ( )       
     

      ∑   

 

   

   (1) 

şeklindeki Taylor seri açılımına sahiptir     diskinde yalınkat ve   sınıfının altkümesi 

olan fonksiyonlar sınıfı   ile gösterilir. Basit bağlantılı bir     bölgesinde bir    

noktası verilsin.    noktasını her     noktasına birleştiren doğru parçası   bölgesinin 

sınırını yalnız bir noktada kesiyorsa,   bölgesine    noktasına göre yıldızıl bölge denir. 

Eğer    noktası orjinde ise bu bölgeye orjine göre yıldızıl bölge denir. Birim diski 

yıldızıl bir bölge üzerine resmeden fonksiyonlara yıldızıl fonksiyonlar denir.   sınıfının 

bir alt sınıfı olan yıldızıl fonksiyonlar sınıfı     ile gösterilir. Analitik olarak,       

olması için gerek ve yeter şart   ( )    ve her      için   

 4
   ( )

 ( )
5    

eşitsizliğinin sağlanmasıdır.  

Basit bağlantılı bir     bölgesinde alınan    ve     gibi her iki nokta çiftini birbirine 

birleştiren doğru parçaları tamamen bu bölgenin içinde kalıyorsa,    bölgesine konveks 

bölge denir. Birim diski konveks bir bölge üzerine resmeden fonksiyonlara konveks 

fonksiyonlar denir.   sınıfının bir alt sınıfı olan konveks fonksiyonlar sınıfı   ile 

gösterilir. Analitik olarak,     olması için gerek ve yeter şart    ( )    ve her  

    için   

 4  
    ( )

  ( )
5    

eşitsizliğinin sağlanmasıdır.   

   birim diskinde analitik ve her     için  ( )   , | ( )|    koşullarını 

sağlayan    fonksiyonlarının sınıfı      ile gösterilmektedir. Bu sınıfa ait fonksiyonlar 

Schwarz fonksiyonu olarak adlandırılır.     ve    fonksiyonları   diskinde analitik 

fonksiyonlar olmak üzere, her     için   ( )    ( ( )) olacak şekilde bir      

fonksiyonu varsa,     fonksiyonu    fonksiyonuna sabordinedir denir ve        ile 

gösterilir [5]. 

  ( )    ∑      
     ve    ( )    ∑      

    fonksiyonları   sınıfının 

elemanları olmak üzere, bu fonksiyonların Hadamard çarpımı (veya konvolüsyonu); 

 

  ( )    ( )    (     )( )    ∑     

 

   

   

ile tanımlanır. 
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Eğer   ( )  
 

   
 ise her      için             eşitliği sağlanır. Benzer 

şekilde,    ( )  
 

(   ) 
  ise her       için           

 
 eşitliği sağlanır. Ayrıca,    

ve    analitik olmak üzere  her      için    
 ( )    ( )     ( )     

 ( ) sağlanır. 

 

Ma ve Minda,   birim diskini reel eksene göre simetrik, 1 noktasına göre yıldızıl ve 

 (0)=0,   ( )    koşulları altında normalize olan bir bölgeye resmeden, reel kısmı 

pozitif olan analitik   fonksiyonlarını tanımlamıştır: Sır sıyl , Ma-Minda yıldızıl ve 

Ma-Minda konveks fonksiyonlar sınıfı 

 

  ( )    8     
   ( )

 ( )
  ( )         9 

 

 ( )    8       
    ( )

  ( )
  ( )    9 

 

ile verilmiştir [11]. Özel olarak, 

 

 ( )  
    

    
  (        ) 

 

fonksiyonu için   ( )  ve  ( ) sınıfları, sırasıyla,   (   ) ve  (   ) ile gösterilen  

Janowski yıldızıl ve Janowski konveks fonksiyonlar ailesine indirgenir [9]. Diğer 

yandan bu sınıflar,         ve      (     ) özel durumları için     
mertebeli yıldızıl fonksiyonların   ( ) sınıfına ve    mertebeli konveks fonksiyonların 

 ( ) sınıfına dönüşürler.     için yıldızıl fonksiyonlar sınıfı    ve konveks 

fonksiyonlar sınıfı    elde edilir. 
 

Kuantum kalkülüs (veya  −kalkülüs) limit hesaplamaları gerektirmeyen kalkülüs 
türüdür.   kalkülüsteki en önemli adım,   türev ve   integral operatörleri için en 
kullanışlı formülleri tanımlayan Jackson tarafından atılmıştır [6,7,8]. Daha 

sonra   kalkülüs, ortogonal polinomlar,   hipergeometrik fonksiyonlar gibi 

matematik ve fiziğin çeşitli dallarındaki uygulamaları nedeniyle araştırmacıların 

dikkatini çekmiştir. 

 
1909 yılında,  Jackson   türev operatörünü [6]; 

 

   ( )  
 ( )   (  )

(   ) 
      * + (2) 

 
olarak tanımlamıştır. Burada eğer      ve     ise  −geometrik küme olarak 

adlandırılan ve karmaşık düzlem   nin bir alt kümesi olan   sabittir.      bir 
 −geometrik küme ise      olmak üzere, tüm geometrik *   + 

  dizilerini içerir. 

Özel olarak,        iken     ( )    ( )  olur.    

 
(1) ile verilen   fonksiyonu için 
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(   )( )    ∑, -       

 

   

 

 

dir. Burada , -  
    

   
   (   ) dir.  Özel olarak,       iken        elde edilir. 

 
  Gama fonksiyonu  
 

  (   )  , -   ( ) 

 
ile tanımlanır.   analog Pochhammer sembolü ise  
 

                         (   )  {
                                                                    (   )

(   )(    ) (       )          (   )
                            

 
ile tanımlanır. Ayrıca,  

 

(    )  
(    )  (   )

  ( )
      (   ) 

dir [10]. 

 
Mittag-Leffler fonksiyonu, 1903 yılında İsveçli matematikçi Mittag-Leffler tarafından 

 

  ( )  ∑
  

  (    )
 

 

   

    (     ( )   ) 

 
şeklinde tanımlanmıştır [12]. 1905 yılında, Wiman     fonksiyonunu  

 

    ( )  ∑
  

  (    )

 

   

  (       ( )     ( )   ) 

 
olarak genelleştirmiştir [14]. Burada  ( ) notasyonu Gama fonksiyonunu 

belirtmektedir. Daha sonra, Mittag-Leffler fonksiyonu ve onun çeşitli genelleştirmeleri 

kesirli diferansiyel denklemlerin, Levy uçuş problemlerinin ve diğer başka problemlerin 

çözümünde kullanılmıştır [3,4].  

 
2014 yılında, Sharma ve Jain,   −Mittag-Leffler fonksiyonunu 

 

    
 (   )  ∑

(    ) 

(   ) 

  

  (    )

 

   

  | |    

 

(         ( )     ( )     ( )   )  olarak tanımlamıştır [13].  −Mittag-

Leffler fonksiyonu normalize edilmiş analitik fonksiyonlar sınıfı   ya ait 

olmadığından, bu fonksiyon 
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 (   )     ( )    

 (   )    ∑
  ( )(    )   

  ( (   )   )(   )   
  

 

   

 

 
olarak normalize edilmiştir. Böylece     fonksiyonu için       

 
      operatörü 

 

            
 

 ( )      
 (   )   ( )

   ∑
  ( )(    )   

  ( (   )   )(   )   
    

 

   

 
(3) 

 
olarak elde edilmiştir. 

 
      

 
   operatörü göz önüne alınarak ve sabordinasyon prensibi kullanılarak, 

 −Mittag-Leffler fonksiyonunu içeren yalınkat fonksiyonların iki alt sınıfı aşağıdaki 

şekilde tanımlanmaktadır: 

 
Tanım 1.1.             * +  ve   (   )  olmak üzere bir      

fonksiyonu 

 

  
 

 
:
   .      

 
 ( )/

      
 

 ( )
  ;  

    

    
 (4) 

 

şartını sağlarsa,     
   (     ) sınıfına aittir denir. 

 

Tanım 1.2.             * +  ve   (   )  olmak üzere bir      

fonksiyonu 

 

  
 

 
(

  (   .      
 

 ( )/*

  (      
 

 ( )*
  )  

    

    
   (5) 

 

şartını sağlarsa,     
   (     ) sınıfına aittir denir.   

 

Alexander integral operatöründen yararlanarak, aşağıdaki bağıntı verilebilir [1]; 

 

      
 

      
   (     )     .      

 
 /      

   (     )   (6) 

 

Parametrelerin özel değerleri alınırsa,     
   (     ) ve      

   (     ) sınıfları yalınkat 

fonksiyonların bilinen bazı alt sınıflarına indirgenir: 
 

1.             ve      için [2]; 

 

    
   (     )    

 (   )  ve      
   (     )    (   )  
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2.                 ve      için [9]; 
 

                 
   (     )    (   )  ve            

   (     )   (   )  

 

Bu çalışmada  −Mittag-Leffler fonksiyonu hakkındaki bazı yeni makalelerin ışığında, 

 −Mittag-Leffler fonksiyonunu içeren yalınkat fonksiyonların iki yeni alt sınıfı 

tanımlanmıştır. Bu sınıflar için konvolüsyon koşulları ve katsayı tahminleri 

araştırılmıştır. Ayrıca, parametrelerin bazı özel değerleri için ana teoremlere karşılık 

gelen bilinen sonuçlar da gösterilmiştir. 

 

2. Materyal ve Metot 

Bu bölümde ilk olarak,     
   (     ) sınıfı için konvolüsyon koşulları incelenmiştir. 

 

Teorem 2.1.   ,    -,             * +   (   ) ve     olmak üzere 

(1.1) ile tanımlananan   fonksiyonunun     
   (     ) sınıfına ait olması için gerek ve 

yeter koşul tüm   
     (   )   

(   ) 
   değerleri ve ayrıca      için 

 

 

 
6      

 
 ( )  

      

(   )(    )
7      (7) 

 

olmasıdır.  

 

İspat.        
   (     )  olduğundan, (4) ifadesi kullanılarak 

 

   .      
 

 ( )/

      
 

 ( )
 

  ((   )   ) 

    
 (8) 

 

elde edilir. (8) ifadesinin sol tarafı   de analitik olduğundan       
 

 ( )         

  * +  dir, yani;  
 

 
      

 
 ( )    

 

dir ve bu (7) eşitsizliğinin     için sağlanması ile eşdeğerdir. İki analitik fonksiyonun 

sabordinasyonu göz önüne alınırsa,   de  ( )   ,  | ( )|    koşullarını sağlayan 

bir    analitik fonksiyonu vardır. Böylece,  (8) ifadesi  

 

   .      
 

 ( )/

      
 

 ( )
 

  ((   )   ) ( )

    ( )
 

 

olarak yazılabilir. Buradan 

 

   .      
 

 ( )/

      
 

 ( )
 

  ((   )   )   

      
  (9) 
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veya denk olarak 

 
 

 
0(      )   .      

 
 ( )/  (  ((   )   )   )      

 
 ( )1    (10) 

 

elde edilir. Konvolüsyon kurallarının bir sonucu olarak,       
 

  fonksiyonu için  

 

      
 

 ( )  
 

   
       

 
 ( )  

 

      
 

 ( )  
 

(   )(    )
    .      

 
 ( )/  

 

eşitlikleri bulunur. Bu eşitlikler kullanılarak, (10) eşitsizliği 

 

 

 
6      

 
 ( )  4

(      ) 

(   )(    )
 

(  ((   )   )   ) 

(   )
57    

 

olarak yazılabilir. Böylece, son eşitsizlikte yapılan bazı hesaplamalar ile (7) denklemini 

veren 

 

((   ) )   

 
[      

 
 ( )  :

  
     (   )   

(   ) 
   

(   )(    )
;]    (11) 

 

sonucuna ulaşılır. 

 

Tersine; (7) varsayımı      için sağlandığından, her     için  
 

 
      

 
 ( )    dır. 

Böylece  

 ( )    
 

 
:
   .      

 
 ( )/

      
 

 ( )
  ; 

 

fonksiyonu   de analitiktir. İspatın ilk kısmında (7) varsayımının (9) eşitsizliğine denk 

olduğu gösterildiğinden 

 

   .      
 

 ( )/

      
 

 ( )
 

  ((   )   )   

      
  (12) 

 

elde edilir. Eğer  

 

 ( )  
  ((   )   ) 

    
 (13) 

 

olması durumunda, (12) eşitsizliğinden   ( )   ( )    elde edilir. Bu nedenle, 

   (  ) nin bir bağlantılı bileşeni, basit bağlantılı  ( )  bölgesini içerir ve   
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fonksiyonunun yalınkatlığı ile birlikte  ( )   ( ) koşulunu kullanarak  ( )   ( ) 
olduğu ortaya çıkar. Bu durum (12) ifadesindeki sabordinasyon özelliğinden 

gelmektedir. Böylece,        
   (     ) olduğu ispatlanmış olur. 

 

Özel olarak             ve     alınırsa, Seoudy ve Aouf tarafından elde 

edilen konvolüsyon sonucuna ulaşılır [2].  
 

Sonuç 2.1.   fonksiyonunun    
 (   ) sınıfına ait olması için gerek ve yeter koşul 

tüm   
      

   
  değerleri ve ayrıca      için 

 

 

 
6 ( )  

     

(   )(    )
7    

 

olmasıdır. 

 

Teorem 2.2. (1) ile tanımlanan   fonksiyonunun     
   (     ) sınıfında olması için 

gerek ve yeter koşul 

 

  ∑ 4
, - ( 

     )       (   )   

(   ) 
5
  ( )(    )         

  ( (   )   )(   )   

 

   

      

(14) 

 

olmasıdır.  

İspat. Teorem 2.1 den,       
   (     ) ise ancak ve ancak tüm    

     (   )   

(   ) 
  

değerleri ve ayrıca          

 

 

 
6      

 
 ( )  

      

(   )(    )
7    (15) 

 

olduğunu biliyoruz. (15) eşitsizliğinin sol tarafı kullanılarak 

 

 
 

 
6      

 
 ( )  4

 

(   )(    )
 

    

(   )(    )
57 

 

 

        
 

 
2   .      

 
 ( )/   0   .      

 
 ( )/        

 
 ( )13 

 

                ∑(, - (   )   )
  ( )(    )   

  ( (   )   )(   )   
      

 

   

 

 

                        ∑ (
, - (      )      (   )   

(   ) 
*

  ( )(    )   

  ( (   )  )(   )   
       

   . 

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 
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Aşağıdaki teorem,      
   (     ) sınıfına ait olan   fonksiyonları için bir katsayı tahmini 

vermektedir. 

 

Teorem 2.3. (1) ile tanımlanan   fonksiyonları için  

 

∑(, - (   )  | |(   )     )
  ( )(    )   

  ( (   )   )(   )   
 | |(   )

 

   

  

 

eşitsizliği sağlanırsa       
   (     ) dir. 

 

İspat. (14) ile verilen eşitsizlikte mutlak değer alınırsa  

 

|  ∑ 4
, - ( 

     )       (   )   

(   ) 
5
  ( )(    )         

  ( (   )   )(   )   

 

   

| 

 

   

 ∑ |4
, - ( 

     )       (   )   

(   ) 
5

  ( )(    )   

  ( (   )   )(   )   
|

 

   

|  | 

 

   ∑ 4
, - (   )    |(   ) |   

|(   ) |
5

  ( )(    )   

  ( (   )   )(   )   

 

   

|  |          

 

   ∑ 4
, - (   )  |(   ) |     

(   )| |
5

  ( )(    )   

  ( (   )   )(   )   

 

   

|  |     

 

elde edilir. O halde,         
   (     ) dir. 

 

Özel olarak,             ve      değerleri alınırsa Seoudy ve Aouf 

tarafından elde edilen katsayı eşitsizliği sonucuna ulaşılır [2].  
 

Sonuç 2.2. (1) ile tanımlanan    fonksiyonu için  

 

∑(, - (   )     )|  |      

 

   

 

 

eşitsizliği sağlanırsa, o halde     
 (   ) dir. 

 

Şimdi,     
   (     ) sınıfı için konvolüsyon koşulları ile katsayı tahmini verilecektir. 

 

Teorem 2.4.   ,    -,             * +   (   ) ve      olmak üzere 

(1) ile tanımlanan   fonksiyonunun     
   (     ) sınıfına ait olması için gerek ve yeter 

koşul tüm   
     (   )   

(   ) 
   değerleri ve ayrıca     için  
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6      

 
 ( )  

  ,  (   ) -   

(   )(    )(     )
7    (16) 

 

olmasıdır.  

 

İspat.       
 

   fonksiyonu 

 

      
 

 ( )  
      

(   )(    )
 

 

ile tanımlansın. Bu durumda       
 

  fonksiyonunun   türevi alınarak, her iki taraf   

ile çarpılırsa 

 

   .      
 

 ( )/  
  ,  (   ) -   

(   )(    )(     )
 

 

elde edilir.  Konvolüsyon kuralları kullanılarak 

 

   .      
 

 ( )/        
 

 ( )        
 

 ( )     .      
 

 ( )/ 

 

eşitliği bulunur. Böylece, bu son iki eşitlik ile beraber (6) ile verilen Alexander bağıntısı 

kullanılarak ve (7)  denklemi göz önüne alınarak (16) elde edilir. 

 

            ve     değerleri alınırsa, [2] de ispatlanan konvolüsyon 
sonucu bulunur. 
 

Sonuç 2.3.     fonksiyonunun   (   ) sınıfına ait olması için gerek ve yeter koşul 

tüm    
      

   
   değerleri ve ayrıca      için 

 

 

 
6 ( )  

  ,  (   ) -   

(   )(    )(     )
7    

 

olmasıdır. 

 

Teorem 2.5. (1) ile tanımlanan   fonksiyonunun     
   (     ) sınıfında olması için 

gerek ve yeter koşul 

 

  ∑, - 4
, - ( 

     )       (   )   

(   ) 
5
  ( )(    )         

  ( (   )   )(   )   

 

   

   

(17) 

 

olmasıdır.  

 

İspat. (16) eşitsizliğinin sol tarafı kullanılarak ve gerekli hasaplamalar yapılarak 
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6      

 
 ( )  4

 

(   )(    )(     )
 

,  (   ) -   

(   )(    )(     )
57 

 

 
 

 
2     (  .      

 
 ( )/*     .      

 
 ( )/   0     (  .      

 
 ( )/*13 

 

   ∑, - .(, -   )  , - /
  ( )(    )   

  ( (   )   )(   )   
      

 

   

                         

 

    ∑, - 4
, - ( 

     )       (   )   

(   ) 
5
  ( )(    )         

  ( (   )   )(   )   

 

   

 

 

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 2.6. (1) ile tanımlanan    fonksiyonu için  

  

∑, - (, - (   )  | |(   )     )
  ( )(    )   

  ( (   )   )(   )   

|  |

 

   

 | |(   )  
 
eşitsizliği sağlanırsa,        

   (     ) dir. 

 

İspat.  (17) eşitsizliği ve Teorem 2.3 de verilen yöntem kullanılarak,  

 

|  ∑, - 4
, - ( 

     )       (   )   

(   ) 
5
  ( )(    )         

  ( (   )   )(   )   

 

   

| 

 

   ∑, - 4
, - (   )    |(   ) |   

|(   ) |
5

  ( )(    )   

  ( (   )   )(   )   

 

   

|  | 

 

   ∑, - 4
, - (   )  |(   ) |     

(   )| |
5

  ( )(    )   

  ( (   )   )(   )   

 

   

|  |

   
 

eşitsizliği elde edilir. Buradan       
   (     ) olduğu kolayca elde edilir. 

 

             ve      değerleri için [2] de ispatlanan k ts yı eşitsi liği 
elde edilir.. 
 

Sonuç 2.4. (1) ile tanımlanan   fonksiyonu için  

 

∑, - (, - (   )     )

 

   

|  |       
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eşitsizliği sağlanırsa,      (   )  dir.  

 

3. Sonuç ve Yorum 

Bu makalede,  −Mittag-Leffler fonksiyonu ile tanımlanan iki yeni yalınkat fonksiyon 

sınıfı verilmiştir ve bu sınıflar için konvolüsyon koşulları ve katsayı tahminleri 

türetilmiştir. Ayrıca, elde edilen sonuçlar literatürde bu alanda yapılan çalışmaların bir 

devamı niteliğindedir. 
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