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Oz

Bu ¢alismada, geometrinin 6nemli konu basliklarindan biri olan ve on dérdiincii yiizyildan giiniimiize birgok eserde yer
bulmus diizgiin y1ldiz ¢okgenler konusu ele alinmistir. Konu ile ilgili bilinen tanim ve 6zelliklere, siire¢ sonunda énemli
sayida yeni tanim ve Ozellik eklenmistir. Diizgiin yildiz ¢okgenlerin temel mantigindan hareketle, diizgiin ¢okgenler
kullanilarak bilinen ¢izim tekniginden farkli yeni bir ¢izim teknigi gelistirilmistir. Diizgiin yildiz ¢okgenlerin kose
noktalarin1 birlestiren es dogru pargalari olusum ¢izgileri olarak adlandirilmig ve ¢alisma bu kapsam etrafinda ele
almmustir. Olugum cizgileri yatay eksenle meydana getirdikleri acilara gore dar ve genis olarak siniflandirilmig ve 6nemli
sonuglar elde edilmistir. Diizgilin yildiz ¢cokgenler iizerinde dar ve genis olusum ¢izgilerinin yerlesim diizeninin agisal
dizilimi ile dar ve genig olusum ¢izgi sayist mod 4’e gdre genellestirilmistir. Herhangi bir diizgiin y1ldiz ¢okgen iizerinde
olusum ¢izgilerinin kesismesiyle olusan noktalarin birlestiren ¢emberlere ¢ember katmanlari ve olusum ¢izgilerinin
kesisim noktalarina yildiz koordinatlar adi verilip 6zellikleri incelenmistir. Herhangi bir diizgiin yi1ldiz ¢okgende yildiz
koordinatlarin konumlarimi sekil ¢izmeden dort adimda belirleyebilecegimiz bir yontem gelistirilmis ve uygulamalarla
desteklenmistir. Tim yildiz g¢okgenler i¢in yildiz koordinatlarin konumlarinin ¢izime ihtiyag¢ duyulmaksizin
belirlenebilmesi yeni ¢alismalara zemin hazirlayacaktir. Kavramsal olarak tiim diizgiin ¢okgenlerin ayni zamanda diizgiin
yildiz ¢okgenler olmasi konuya ayr1 bir 6nem yiiklemektedir.

Anahtar kelimeler: Dar agili ¢izgi, Diizgiin yildiz ¢okgenler, Genis acili ¢izgi, Olusum ¢izgileri, Yildiz koordinatlar

Abstract

In this study, the subject of regular star polygons, which is one of the important topics of geometry and which has taken
place in many works since the fourteenth century, is discussed. A significant number of new definitions and features were
added at the end of the process to the known definitions and features related to the subject. Based on the basic logic of
regular star polygons, a new drawing technigue has been developed, which is different from the known drawing technique
using regular polygons. Equivalent parts of regular star polygons connecting the corner points are called formation lines
and the study is dealt with around this scope. The lines of formation are classified as acute and obtuse according to the
angles they form with the horizontal axis and important results are obtained. The angular arrangement of the layout of
acute and obtuse formation lines on regular star polygons and the number of acute and obtuse formation lines are
generalized according to mode 4. The circles connecting the points formed by the intersection of the formation lines on
any regular star polygon are called the circle layers and the intersection points of the formation lines are called star
coordinates and their properties are examined. A method in which we can determine the position of the star coordinates
in any regular star polygon in four steps without drawing shapes has been developed and supported by applications. The
determination of the position of the star coordinates for all star polygons without the need for drawing will prepare the
ground for new studies. Conceptually, the fact that all regular polygons are also regular star polygons puts a special
emphasis on the subject.
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1. Giris

Diizgiin yildiz ¢okgenler geometrinin 6nemli bir
arastirma konusudur. Ilk olarak on dérdiincii
ylzyillda Thomas Bradwardine “Geometria
Speculativa” isimli calismasinda yildiz
cokgenlerden bahsetmistir (Bradwardine, 1989).
Daha sonra 1619 yilinda Johannes Kepler
“Harmonices Mundi” isimli c¢alismasinda bu
konuda sistematik olarak ilerlemeler elde etmistir
(Kepler, 1997). Kepler diizgiin ¢okgenin bir
uyarlamasi olarak yildiz ¢okgenleri tanimlamistir
(Coxeter, 1969). Harold S. M. Coxeter ve Robert
S. Wilson tarafindan diizgiin yildiz ¢okgenlerin
tanim ve Ozellikleri {izerine caligmalar yapilmistir
(Coxeter, 1974; Wilson, 2001).

Ayrica diizgiin yildiz ¢okgenlerin geometrik
siisleme sanatinda genis bir uygulama alanina sahip
oldugu bilinmektedir (Grunbaum ve Shephard,
1977, Miilayim, 1982; Khamjane ve Benslimane,
2018; Arslan ve Tuncel, 2019).

Tiim diizglin ¢okgenlerin ayni zamanda diizgiin
yildiz ¢cokgen olmasi gercegi konuyu c¢alismaya
deger kilmaktadir. Bu calismada, diizgiin yildiz
cokgenlerin tanimi, 6zelikleri ve olusum c¢izgileri
incelenecektir. Ilk olarak bilinen tamm ve
ozellikler cercevesinde onemli yeni tanimlar ve
ozellikler olusturulmustur. Diizgiin yildiz ¢okgen
temel tanimindan yola ¢ikilarak bilinen ¢izim
tekniklerinden = farkli  bir  ¢izim  teknigi
gelistirilmistir. Diizglin yildiz ¢okgenler olusum
cizgileri kapsaminda ele alimmis, olusum
cizgilerinin yatay eksenle meydana getirdikleri
acilara gore smiflandirilmistir. Diizgiin yildiz
cokgenleri olusturan olusum ¢izgileri yatay eksenle
olusturduklar1 agilara gore “dar acili ¢izgi” ve
“genis acili ¢izgi” seklinde adlandirilip Snemli
sonuglar elde edilmistir. Diizgiin yildiz ¢okgen
iizerinde dar ve genis olusum ¢izgilerinin yerlesim
diizeni ile dar ve genis olusum ¢izgi sayisi mod 4’e
gore genellestirilmistir. Herhangi bir {n/k} dizgiin
yildiz ¢okgeni iizerinde olusum ¢izgilerinin
kesigmesiyle olusan noktalardan gecen ¢emberlere
“cember katmanlar1” ve olusum g¢izgilerinin
kesisim noktalarina “yildiz koordinatlar” adi
verilip 6zellikleri incelenmistir. Herhangi bir {n/k}
diizglin yildiz c¢okgeninde olusum ¢izgilerinin
acilarina gore yerlesim diizenini ve yildiz
koordinatlarinin ~ konumlarimi ~ sekil ¢izmeden
belirleyebilecegimiz algoritmalar gelistirilmesi
amaglanmustir.
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2. Materyal ve metot

Bu calismada, diizglin yildiz ¢okgenler ile ilgili
bilinen tanmim ve Ozellikler incelenerek yeni
sonuclara ulasilmistir. Calisma siirecinde ¢izimler
Cabri II Plus geometri programi kullanilarak elde
edilmistir.

Tanmm 2.1k > 1, n = 3 ve k,n € N olmak {lizere
bir daire iizerinde esit aralikli n nokta alip herhangi
bir noktadan itibaren her k. noktasim1 es dogru
parcalart ile baglayarak olusturulan sekle diizgiin
yildiz gokgen denir (Coxeter, 1974; Wilson, 2001).
Bu ¢alismada, her k. noktasinin bagli oldugu n
koseli dizgin yildiz ¢okgen {n/k} Schlifli
sembolii ile ifade edilecektir.

Sekil 1. {n/k} Diizgiin yildiz ¢okgeni
3. Bulgular ve tartisma

{n/k} diizgiin yildiz c¢okgenler, elle ya da
calismamizda kullandigimiz Cabri II Plus geometri
programi ve benzer programlarda Tanim 2.1°de
ifade edildigi sekilde bir daire {izerinde esit aralikli
n nokta alinip herhangi bir noktadan itibaren her k.
noktasini es dogru parcalart ile baglayarak
olusturulmaktadir. Burada diizgiin y1ldiz ¢okgenler
i¢in farkli bir ¢izim teknigi verilecektir.

Oncelikle es n tane dogru pargasi (@j aciyla
n

herhangi bir diizgiin n-genin her bir kenarmin
lizerine, bir ucu bu kenarin orta noktasina gelecek
sekilde yerlestirilir. Bu es dogru pargalari kendi
uzunluklar1 kadar ters yonde uzatilarak {n/k}
diizgiin y1ldiz gokgeni ve segilen n i¢in max{k} ya
kadar tiim diizgiin y1ldiz ¢okgenler elde edilir.

Bu ¢izim teknifinde daire Uzerinde esit aralikh
noktalar olusturulmasi gerekmemektedir. Ozellikle
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elle diizgiin yildiz ¢okgenler cizilirken yeni ¢izim
teknigi  kolaylilk saglayacak ve  geometri
programlarina da eklenebilecektir. Ayrica ¢izim

yapilirken diizglin n-genin her bir kenarina es
o]
dogrular yerlestirildiginde (@j lik agilar
n

kendiliginden olusacaktir.

Sekil 2°de bir 17-gen i¢in 17 tane es dogru parcasi
(@j aciyla 17-genin her bir kenarina
17

yerlestirilmistir. Daha sonra kenarlarin orta
noktasina yerlestirilen es dogru parcalar1 kendi
uzunluklar1 kadar ters ydnde uzatilmistir. Bu
sekilde {17/8} diizgiin yildiz ¢okgeni elde
edilmistir. {17 /8} diizglin y1ldiz ¢okgeni igerisinde
i¢ ice 7 tane diizgiin y1ldiz ¢okgen bulunmaktadir.

Sekil 2. Es dogru pargalari ile {17 /8} diizgiin yildiz ¢okgen olusumu

3.1 Cember katmanlari, olusum ¢izgileri ve yildiz
koordinatlar

3.1.1 Cember kKatmanlart

Tanmm 3.1 Herhangi bir {n/k} dizgin yildiz
cokgeni lizerinde kose noktalarindan gegen bir
gember ile birlikte merkeze dogru olusum
cizgilerinin kesismesiyle olusan noktalardan gegen
toplam k tane c¢ember ¢izebiliriz. Cizilen bu
¢emberlere diizgiin yildiz ¢okgenin ¢ember
katmanlar1 ad1 verilir.

Sekil 3.{29/10} diizgiin yildiz ¢okgeninde
¢ember katmanlar1
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3.1.2 Olusum ¢izgisi tanimi ve analizi

Tanim 3.2k > 1, n > 3 ve k,n € N olmak iizere
bir {n/k} diizgin yildiz ¢okgeninde kose
noktalarini birlestiren es dogru pargalarina olusum
cizgisi denir. Bir {n/k} diizgiin y1ldiz ¢okgende n
tane olusum ¢izgisi bulunur.

Sekil 4. {7/3} diizgiin yildiz ¢okgeninde
olusum ¢izgileri

Sekil 4°te verilen {7/3} diizgiin y1ldiz ¢okgeninde
|AE| =|AD| = |BF| =|BE| =|CG| =|CF| =|DG|
seklinde yedi tane olusum ¢izgisi vardir.

Bir {n/k} diizgiin y1ldiz ¢cokgeninde n toplam kose
sayis1 ve K ise Sekil 5’te mavi renkte vurgulanmig
olusum ¢izgisinin baglandigi noktanin isaretli
noktadan sonraki sira sayisidir. K tim olusum
cizgilerinden ayn1 yontemle belirlenebilir.
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16/1} {11/5}

Sekil 5. Diizgiin yildiz ¢okgenlerde n ve K tespiti

3.1.3 Olusum c¢izgilerinin siniflandiriimasi

Tamim 3.3 Diizgiin yildiz ¢okgenleri olusturan
olusum c¢izgilerine yatay eksenle olusturduklari

agilar [0,90)arahglnda ise “dar a¢ili ¢izgi”,

\ 8”74 N~
%] \(.'.-._ ‘
' .‘.t }. .
/ R\ V5 0%
3 ‘-:_:W:-/:““ 1A
fs/Q)
114/3} 125/8}

[90,180) araliginda ise “genis ag¢il ¢izgi” denir.
Sekil 6’da dar a¢1l1 ¢izgiler mavi renk (en solda) ile
ve genis acili cizgiler (en sagda) kirmizi renk ile
gosterilmistir.

Sekil 6. {17/6} diizgiin yildiz ¢cokgeninde dar acili ve genis agil ¢izgiler

3.1.4 Olusum ¢izgilerinin sayist ve yerlegim diizeni

k>1, n>3 ve k,n € N olmak iizere herhangi
bir {n/k} diizgiin yildiz ¢okgeninde iist bolgede
yatay olarak belirlenen olusum ¢izgisine birinci dar
acilt ¢izgi (d;) denir. Saat yoniinlin tersinde
diizglin yildiz ¢okgen olusum mantigina uygun
olarak sirasiyla kose noktalarini sonraki k. noktaya
baglayan es dogru pargalari, yatay eksenle
olusturduklan agilarin dar ya da genis oluslarina
gore dy,d,,ds3, ... Ve gq,92,93, - seklinde
isimlendirilir.

Bu isimlendirme genellestirilerek Tablo 1’de
gOsterilmis ve ayrica diizgiin yildiz ¢okgen olusum
cizgilerinin yatay eksenle olusturduklari agilarin
dar ya da genis oluslarina gore siniflandirilmasi da
verilmistir. Tablo 1°de n biiyilidiik¢e dort kanaldan
ayri kurallarla olusum cizgilerinin dizilmekte
oldugu gorilmistiir. Bu  kurallarla  sekil
olusturmadan herhangi bir {n/k} diizgiin yildiz
¢okgeninde olusum c¢izgilerinin dizilimi elde edilir.

Sekil 7. {17/6} diizgin yildiz ¢okgeninde
olusum g¢izgilerinin isimlendirilmesi



Arslan / GUFBED 11(2) (2021) 522-529

Olusum gizgileri
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{n/k}

Tablo 1. {n/k} diizgiin y1ldiz ¢okgeninde dar ve genis olusum ¢izgilerinin agisal dizilimi
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Tablo 1’den k > 1,n > 3 ve k,m,n € N olmak
tizere herhangi bir {n/k} diizgiin yildiz ¢okgenini
olusturan olusum ¢izgilerinin sayisini, yatay
eksenle olusturduklar acilarin dar ya da genis
oluslarina gore asagidaki gibi elde ederiz;

* n = 4mise 2m tane genis a¢ili, 2m tane dar
acili ¢izgi mevcuttur,

* n=4m+ 1 ise 2m tane genis a¢il, 2m + 1
tane dar acili ¢izgi mevcuttur,

" n=4m+ 2 ise 2m tane genis agili, 2m + 2
tane dar acili ¢izgi mevcuttur,

" n=4m+ 3 ise 2m + 1 tane genis agil,
2m + 2 tane dar acili ¢izgi mevcuttur.

Herhangi bir {n/k} diizgiin y1ldiz ¢okgeni i¢in dar
ve genis olusum ¢izgi sayismin genellestirilmesi
Tablo 2’de gosterilmistir. Tablodan herhangi bir
{n/k} diizgin yildiz ¢okgeninde dar ve genis
olusum ¢izgi sayisini dar ve genis siitunlarinda
belirlerken n dorde boliiniir. Kalan 0 ise her siitun

g sayida olur. Kalan 1 ise ilk siitun %+ 1 sayida,
diger {ig siitun % sayida olur. Kalan 2 ise birinci ve
tclincii sﬁtun% + 1 sayida, diger iki sﬁtung sayida
olur. Kalan 3 ise ilk ii¢ siitun %+ 1 sayida, son

stitun g sayida elde edilir.

Tablo 2. {n/k} diizgiin yildiz ¢okgeninde dar ve genis olusum ¢izgi sayilar

Dar

Genis

Dar  Genis

SO OO 01 OO OB B DOWWWWDNDNDNDNDNDDNPREPRE

1

S 01 OoTOo1 Ol BB D WWWWDNDNDNDNDNDNDNDNDPREPRFEP

3

SO o010 OO A BB WWWWDNDNDDNDNDNEREPREPPRE
o1 o1 O 01 A BB D OWWWWDNDNDNDNDNDPRE PP P

m+1

3 3 3 3

m+1

n=(4m)>4, n=(4m+1)>5 n=(4m+2)>6, n=(4m+3)>3
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3.1.5 Yildiz koordinatlar

Burada, olusum ¢izgilerinin kesisim noktalarina
“yildiz koordinatlar” ad1 verilerek genel belirleme
kurallar1 ve 6zellikleri elde edilecektir.

Tanmm 34 k>1, n>3 ve k,m,n € N olmak
tizere herhangi bir {n/k} diizgiin y1ldiz ¢okgeninde
n tane olusum ¢izgisinin kesigmesi ile olugan nk
sayida noktay1

* n=4m iseX ={1,2,...,2m} ve
Y ={1,2,..,2m}

* n=4m+1liseX ={1,2,...2m+ 1} ve
Y ={1,2,..,2m}

" n=4m+2iseX ={1,2,..,2m+ 2} ve
Y ={1,2,..,2m}

" n=4m+3iseX ={1,2,..,2m+ 2} ve
Y ={1,2,...2m+ 1}

bigiminde pargalayabiliriz. a,b,c € X, d,e,f €Y
olmak tizere

(da'db)' (dc, gd)r (ge, gf) (1)

noktalarindan her birine “yildiz koordinat™ denir.
Burada, d,:a.dar agili dogruyu ve g,:d.genis
acilt dogruyu belirtsin. Burada (dg, dp) ise
d,ved, dogrularinin  kesigim  noktasidir.
(dg,dp) ve (ge, gr) yildiz koordinatlarinda bir
dogru kendisi ile bir noktada kesisemeyecegi i¢in
a*bve e#f olmak zorundadir. Yildiz
koordinatlarda dogrularin biri dar agili digeri genis
acil1 ise, sirali ikili de her zaman ilk terim dar agili
dogrulan ikinci terim genis agili dogrulari ifade
etmektedir.

Herhangi bir {n/k} dizgin yildiz ¢okgeninde
yildiz koordinatlar1 belirlemek i¢in asagidaki
adimlar takip edilir:

1. Adim. Herhangi bir ¢ember katmani, j.(j =
1,2, ..., k) belirlenir.

2. Adim. Yildiz koordinatlar belirlenirken iki
satirli ya da siitunlu bir tablo olusturulur.

3. Adim. {n/k} diizgiin yildiz ¢cokgenin olusum
cizgilerinin agisal dizilim kurallarina bakilarak
tablonun birinci satir1 ya da siitunu elde edilir.

4. Adim. Birinci satir ya da siitundaki
dizilimlerden ikinci satir1 ya da siitunu yazarken
sondan itibaren j adim geri gidilir. Elde ettigimiz
yeni diziliminin ilk eleman birinci satirdaki ya da
stitundaki d; ile eslestirilip sirastyla devam edilir.
Bu sekilde j. katmandaki tiim yildiz koordinatlar
elde edilir.

Ornek 3.1 Sekil 7°de verilen {17/6} diizgiin y1ldiz
cokgeni lizerinde 4. katmanda bulunan tiim yildiz
koordinatlar1 elde edelim. Tablo 1’de verilen agisal
dizilimlerden birinci siitunu, sondan itibaren 4
adim geri giderek ikinci slitunu ve iigiincii siitunda
yildiz koordinatlar1 Tablo 3’deki gibi elde ederiz.

Tablo 3. {17/6} diizgiin yildiz ¢okgeninde 4.
katman tizerindeki yildiz koordinatlar

{17/ 6} kogiéllicrilljtlar

d, 9s (d,95)

d, 9 (dzage)

; 9, (d:,9;)

d, Os (d4'gs)

5 dl (d5’d1)

9, d, (d;9,)

9, d (davgz)

g5 d, (d4193)
9 ds (ds.9,)

dg 9, (ds 0,)
d 9, (d:.9,)

dg Js (ds’g?,)

dg g, (ds, 9,)

] 0s dg (d6,95)
] 95 d, (d7,96)
] g, d, (ds,g7)
Mg, d (dg.95)

Ornek 3.2 {27/8} diizgiin y1ldiz cokgeninde 6. ve 5. katmandaki y1ldiz koordinatlari bulalim.

{27 /8} diizgiin y1ldiz cokgeninde dar ve genis olusum ¢izgilerini ¢izim yapmadan, Tablo 1 ve Tablo 2’de elde

ettigimiz algoritmalari kullanarak bulabiliriz;

{(4m + 3)/k} = d1d; ...dm+1 9192 - Im+1 Dma28ma3 - dam+1 Im+29m+3 - J2m+1 (2)
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6. gember katmanindaki yildiz koordinatlar;

diy dy d3 dy ds dg dy g1 92 93 94 95 96 97 dg dg dyc diqg dy; diz dis 9g 9o 91c 911 Y1z Ya:
s 9o 91 911 91z 91: A1 dy d3 dy ds dg d7 g1 92 93 9a 95 Go 97 dg do dyic dqiq dy; dy: dyy

{27/8} - (d1,9s), (d2,99), (d3,910), (A4, g11), (ds,912), (de, 913), (d7,dy),
(dZ'gl)' (d3'g2)' (d4ug3)' (d5vg4)' (d6'95)! (d7!g6)! (g7rg1)'
(dg, g2), (do, g3), (d10,94), (d11,95), (d12,96), (d13,97), (d1a,ds),
(dg, gs), (d10,99), (d11,910), (d12,911), (d13,912), (d1a,913)

ve benzer olarak 5. gember katmanindaki yildiz koordinatlari;

diy dy d3 dy ds dg d7 g1 g2 93 9a 9s 96 97 dg do dyic dqq dy; diz dis gg Go J1c 911 91z Ya:
9o 91c 911 91z 91z d1 dp d3 dy ds dg d7 g1 G2 93 9a 9s 9o 97 dg do dy¢ dyy dy; dy: dys gg

{27/8} = (d1,99), (d2,910), (d3,911), (da, g12), (ds, g13), (de,dy), (d7,d3),
(d3Jg1)r (d4rg2)' (d5ig3)' (d6'g4)J (d7,95), (g&gl)' (g7'g2)'
(dg,g3), (d9ug4-)! (dIO'QS)J (d11'96)J (d12'g7)' (d13'd8)' (d14'd9)'
(d10,98), (d11,99), (d12,910), (d13,911), (d14,G12), (913, 9s)

seklinde elde edilir.
4. Tartisma ve sonuclar

Bu ¢alisma kapsaminda,

e Diizgiin yildiz ¢cokgenler igin yeni tanimlar ve
ozelliklerle beraber farkli bir cizim teknigi
gelistirilmistir.

e Diizglin yildiz ¢okgenleri olusturan olusum
cizgileri yatay eksenle olusturduklar acilara
gore “dar agili ¢izgi” ve “genis acili ¢izgi”
seklinde adlandirilip 6nemli sonuglar elde
edilmistir.

® Diizgiin yildiz ¢cokgen {izerinde dar ve genis
olusum cizgilerinin yerlesim diizeni ile dar ve
genis olusum ¢izgi sayisi mod 4’¢ gore
genellestirilmistir.

® Herhangi bir diizgiin yildiz ¢okgende olusum
cizgilerinin kesismesiyle olusan noktalardan
gecen cemberlere “cember katmanlar1” ve
olusum ¢izgilerinin kesigim noktalarina “yildiz
koordinatlar” adi verilip ozellikleri
incelenmistir.

e Herhangi bir diizgiin yildiz ¢okgende agilarina
gore olusum cizgilerinin dizilimini ve yildiz
koordinatlarin konumlarini sekil ¢izmeden
belirleyebilecegimiz bagintilar gelistirilmistir.

e Yildiz koordinat tespiti i¢in drnek uygulamalar
yapilmustir.
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