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Oz

n-boyutlu baglantili bir manifolddan m-boyutlu Oklid uzayina tammli bir izometrik
daldirma i¢in, M manifoldunun yer vektorii Laplas operatoriiniin sabit olmayan o6z
fonksiyonlarimin sonlu bir toplami olarak ayrisabiliyorsa, M manifoldu sonlu tiptedir,
denir. Sonlu tipte yiizeyler farkli uzaylarda bir¢ok yazar tarafindan ¢alisilmistir. Bu
calismada, 3-boyutlu Galilean uzayda, A" ikinci temel forma gére Laplas operatorii
olmak iizere, A" X, = A X, esitligini saglayan kiiresel ¢arpim yiizeylerini ele aldik. Ayrica,
bu yiizeylerin tam bir siniflandirmasini verdik.

Anahtar kelimeler: Sonlu tipte yiizeyler, Galilean uzay, kiiresel ¢arpim yiizeyi.
Spherical product surfaces satisfying A"x, =4,x in G,

Abstract

For an isometric immersion of n-dimensional connected manifold into Euclidean m-
space, the position vector of M can be decomposed as a finite sum of /E™ valued non-
constant functions of the Laplacian operator, one can say that M is of finite type. Finite
type surfaces corresponds to the fundamental forms are studied in different spaces by
many authors. In this study, we consider the spherical product surface in 3-dimensional
Galilean space satisfying the condition A"x, =Ax where A" is the Laplacian with

respect to second fundamental form. We also give exact classification of these type
surfaces.
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1. Giris

X:M — [E™, n-boyutlu baglantili manifold M >den m-boyutlu Oklid uzay1 Z/E™’ye bir
izometrik daldirma olsun. M ’nin Laplace operatorii A olmak {lizere x konum vektorii ve
H ortalama egrilik vektorii Ax=-nH Bertrami formiiliinii saglar. Daldirmanin minimal
(H=0) olmasi i¢in gerek ve yeter sart daldirmanin harmonik olmasidir yani Ax=0
olmasidir. Bir x:M — /E" izometrik daldirmasi eger A’x=0 yani AH =0 olursa
biharmonik olarak adlandirilir. (bkz. [10,11]). [19]’da Takahashi Ax+Ax=0, AeR
kosulunu saglayan Oklid uzayindaki altmanifoldlar1 ¢alisti ve simiflandirdi. M ’nin
diizglin fonksiyonlara etkisi M 'nin A Laplasi ile gosterilir. Eger /E™’deki M ’nin x
konum vektorii, A Laplasinin sabit olmayan fonksiyonlarinin sonlu toplami olarak
ayristirilirsa, M “ye sonlu tiptedir denilir. Tam olarak ifade etmek gerekirse M *deki x
konum vektorii x = x, +x, +...+ x, formunda ifade edilebilir. Burada Ax, =A%, i=1,...k

olmak iizere; x, sabit doniisiim, Xx,X,,..,X, sabit olmayan donilistimlerdir. Eger
AAy /e DIrbirinden farkliysa M ’ye k tipindedir denir. Eger bazi i’ler i¢in 4 =0
durumu varsa M null k tipindedir denir [7-8].

Eger M ’deki x konum vektorii A’ operatoriiniin sabit olmayan dzvektorlerinin sonlu
toplam1 olarak, yani

X=Xy + X ot X, AX =A%, i=1..k,

olarak yazilirsa M ’ye J temel formuna gére sonlu tipte ya da kisaca sonlu J -tipindedir
denir. Burada A’x =Ax, i=1,.,k olmak lizere x, sabit vektr ve X ,X,,...x, Sabit
olmayan dontisiimlerdir. Eger 6zellikle biitiin 4,,4,,...,4, 6zdegerleri farkliysa M ’ye J

temel formuna gore k-tipindedir (J -type k ), diger durumda M sonsuz tiptedir denir.
Bazi i=1,..,k i¢in 4 =0 ise M ’ye J temel formunda gére null k tipindedir (null J -

type k) denir [18].

[20]’de Yoon, ii¢ boyutlu Galilean uzayda Ax,=Ax, 4 € R kosulu altinda Gteleme
ylizeylerini siniflandirdi. [5,13]’teki yazarlar ii¢ boyutlu uzaylarda A”'r = gr, sartim

saglayan Oteleme yiizeylerini ve donel yiizeyleri siniflandirdi. [16, 21]’de yazarlar 3-
boyutlu Oklid uzaymnda ve Minkowski uzayinda minimal homotetik yiizeyleri ¢alistilar.
Mohammed Bekkar ve Bendehiba Senoussi, [4]’te, 3-boyutlu Oklid ve Lorentz
uzaylarinda Ar, = Ar, sartin1 saglayan homothetical yiizeyleri smiflandirdilar. Aydin,

Ogrenmis ve Ergiit, [3] te psuedo Galilean uzaymda Gauss ve ortalama egriligi sifir olan
homothetical yiizeyleri arastirdilar. Karacan, Yoon ve Bukgii [14]te A'x =Ax, J=1,2

ve A"x = Ax sartlarini saglayan tip-1 6teleme yiizeylerini smiflandirdilar. Son olarak
Cakmak, Karacan, Kiziltug ve Yoon [9]’da 3 -boyutlu Galilean uzayda A”x = Ax sartini
saglayan Oteleme ylizeylerini ¢alistilar.

Bu ¢alismada, 3-boyutlu Galilean uzayda A4”x =A% sartin1 saglayan kiiresel ¢arpim
yiizeyi ¢alisilmistir. Burada A” ikinci temel formun Laplas operatoriidiir.
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2. Temel kavramlar

G, 3-boyutlu Galilean uzay, ideal sekli {w, f, 1,1} olan bir kompleks projektif uzaydir.
Burada w reel diizlemi ideal diizlem, f cw reel dogrusu ideal dogru, | ve I, iki

kompleks eslenik noktalardir.
G, Galilean uzaymin reel modeli P° projektif uzayda {w, f } idealini alabiliriz. Burada

wc G,reel diizlem, lizerinde € eliptik involiisyonu tanimli f cw reel dogrudur.
Homojen koordinatlarda ¢ eliptik involiisyonu

(0:0:%,:%)—>(0:0:x%;:1—X,)

seklinde tanimlanabilir. G, iin hareket grubu
X=a+X,

y=b+cx+ycos@+zsind
Z=d+ex—ysind+zcosb

ile afin koordinatlardan verilen alt1 parametreli bir gruptur. Burada a,b,c,d,e ve & reel
sayilardir.

G, Galilean uzayinda dort ¢esit dogru vardir. Bunlar f ile kesismeyen reel izotropik
olmayan dogrular, W diizlemine ait olmayip f ile kesisen reel izotropik dogrular, reel
ve izotropik olmayan dogrular yani, W diizleminin tim dogrular1 ( f diginda) ve f
ideal dogrusudur.

3- boyutlu Galilean uzayda x = sabit olan diizlemler (W) ideal diizlemi de dahil reel

Oklidiyen diizlemlerdir. Diger diizlemler ise izotropiktir.

3-boyutlu Galilean uzayda p, =(x,y,z) ve p, =(X,,y;,Z;) iki vektdr olmak iizere bu iki

vektoriin i¢ carpimi

(1)

XX, x#0 veya x, #0
Yy, +2Z,, x=x, =0

<p1,pz>={

seklinde tanimlanir.
Bir p vektorii igin | p|=/(p,p) =1 durumu saglanirsa birim vektordiir. Galilean uzayda

p, ve p, vektoriiniin vektorel ¢arpimi

0 e &g
PoxP =Xy Z|=(0,%Z—ZXXy; —yX). (2
Xl yl Zl
bigimindedir.
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p, =(X,y,z) vektoriine x=0 olmas1 halinde izotropik, diger durumda non-izotropik denir.
Ug boyutlu Galilean uzayinda C" (r>1) smifindan bir yiizey

X:U->M, UclE?

X (ul’UZ) :(X(ul’u2)1y(ul’u2)’Z(ul’uz))

olarak parametrelendirilmis olsun. Burada x, y, z U iizerinde tiirevlenebilir reel degerli
fonksiyonlardir.

Us :Xu.u.1 1Si$JSZ
ou, " ouou,

gostersin. Benzer islemler y ve z icin de gegerlidir. x, #0 i=1,2 oldugu zaman

yiizey admissible (yani Oklid teget diizlemleri olmayan) yiizeydir.
g =%, =y, Yo, +2,2,, (i,j=12)

gostersin. Boylece M ’nin birinci temel formu

I =ds? +&ds,’

dir. Burada

ds,? =(g,du, +9g,du,)’, ds,? =hy,du,? +2h,,du,du, +h,,du,?

ve

0, du, :du, izotropik degi/
E =
1, du, :du, izotropik

dir. M ’nin ikinci temel formu
Il =L ,du®+2L,,du,du, + L,,du,’

olarak ifade edilir. Burada M ’nin ikinci temel form katsayilari

Xu-u-'Xu _Xu-u-'xu Xu-u-'Xu _Xu-u-'Xu ..
L = 0 1x N = Ll ZXU 2 N s %, 20, %, #0,1,j=1,2  (3)

Uy

dir. Yiizeyin ikinci temel formu 6zdes olarak sifirsa yiizeye total geodezik denir.
M yiizeyinin birim normal vektor alan1 N ,

Xy, x X,
N(ul,uz)le(ul,uz) 4)
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seklinde tanimlanir. Burada W =‘ X,, xX, | olur. M parabolik noktalara sahip

olmayan bir yiizey olsun. Diger bir ifadeyle L;,L,, —L,,* #0 olsun. M ’nin {u,,u,}
lokal koordinatlarina goére ikinci temel formun Laplas operatorii

X, —L,X L, X, —L,;X
A”X=— 1 i L22 Ug L12 u | 0 127 uy 117 u, [17] (5)

‘L11L22 - lez‘ aul ‘L11L22 - I-122‘ 8u2 ‘LllLZZ - |-122

bi¢giminde tanimlanir.

3. G,’te A" x, = A x, sartim saglayan kiiresel ¢carpim yiizeyleri

[1,6]’da yazarlar, /E®* ve [JE* Oklid uzaylarinda kiiresel carpim yiizeylerini
calismiglardir.  [2]’de, yazarlar bu tip yiizeyleri G, ii¢ boyutlu Galilean uzayda

incelemislerdir. Bununla beraber [15]’te, yazarlar G, ii¢ boyutlu Galilean uzayda
noktasal 1-tip Gauss doniisiimiine sahip kiiresel carpim yiizeylerini incelemislerdir.

Bu béliimde, G, ’te A”x = Ax sartin1 saglayan kiiresel carpim yiizeyleri ¢alisilmis ve
bu yiizeylerin tam siniflandirilmasi verilmistir.

a,f:l,cR—G,, a(u)=(f(u),f,(u))ve B(v)=(g,(v).9,(v)) olacak sekilde iki
Galilean diizlem egrisi olsun. Burada f, ve g, (i=1,2) sirastyla 7, ve 7, agiklarinda

reel degerli sabit olmayan tiirevlenebilir fonkisyonlardir. O zaman G, ’te iki diizlem
egrisinin M kiiresel carpim yamasi

X=a®p:I,xI, >G;,

X (uv) = (f,(u), f,(u)g,(v), f,(u)g,(v)) (6)
seklinde tanimlanir. Burada u, (u (u,, v, (Vv (v, dir. [2,12].

f. ve g, sabit olmadigindan, M her zaman admissible olur.

(6)’da parametrizasyonu verilen kiiresel ¢arpim yiizeyi i¢in, ikinci temel form katsayilar

(1t - 1/1) 0.0, -0/ 0,) f,(0/0, - 0.0, )
L, = L, =0,L, = (7

f g, 2 +9,” V9,%+9,”

olur.

(5), (6) ve (7), kullanilirsa
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A" =2, (uv) f (u)=
A%, =2 (V) £, (u) g, (v) =

2(U)g, (v) =

,i=1,2,3, sabittir ve

ret2
( flﬂ fzr _ flr f2”)£% fzr flﬂ +% fl ff2 + f1

A"x, = A, (uv) f

olur. Burada 4

B(v)=

C(u,v)=

D(v)=

E(u)=

dir. Burada f,, g,, i=1,2,3,

1

(gllgzﬂ - glﬂng )2

\ 91'2 + 92’2

%C(U,V)E(u)fl(u)

C(uV)[A(u)+B(v)]f,(u)g,(v)

C(uV)[ A(u)+D(v)]f,(u)g,(v)

2

1

_E fl! le ( fl!ﬂ f2! _ fll fzfﬂ)

%11 (9.9: - 0.9 )( 0.9, ~9.'5; )

!

+lg—l(g’g ll_g!lg !)(g g ”—g”g )
29 192 1 92 192 1 92

1

!

_lg_l( roo! ( rmom
2, 9.9, 9192) 9.9, =9, gz)

1

(gng' - gllgz) fz

(91’92” - glﬂgz' )2

f/

%22 (glgz glrgz)(gllgz”_glﬂgzl)

+EZ—22(91 0.~ 9,9, )(9.9:" - 9.9.)
lg,

2 gz (g gz gl gz)(gl gz _gl 92)

(176 =1 8)(30 f,+ 1t/

2
Z(flnfzf_flrfzn) fl _fllfz(fmfr f fw)

diferansiyellenebilir fonksiyonlardir.

olamaz, yani M en fazla 3 -tipindedir.

BICGIN O., BAYRAM B.

(8)

(9)

(10)

! fZ”\J
, (12)

(12)

(13)

(14)

(15)

f,#c,f, +c, ve g, #cg, + ¢, durumlarini saglayan

f. and g, 'nin ikinci tiirevleri ayn1 anda sifir
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Tanim 1.
Ug boyutlu Galilean uzayda bir yiizey A4”x=0 kosulunu sagliyorsa o yiizeye I/ -
harmonik denir.

Teorem 1.

Ug boyutlu Galilean uzayda /7 -harmonik kiiresel carpim yiizeyi yoktur [22].

ispat. M, (6) parametrizasyonuyla verilen bir kiiresel ¢arpim yiizeyi olsun. M 7 -
harmonik ise (8), (9) ve (10)’dan

A(u)+B(v)=0,
A(u)+D(v)=0

elde edilir. B(v) and D(v) ’nin sifir olamayacag agiktir, bu yiizden, A(u) sabittir ve
B(v) ile D(v) sabit ve A(u)’nun ters isaretlisidir. E(u)=0 oldugundan

£,'f, — 1, =cf°f, (16)
olur. (16) ifadesi (11)’de yerine yazilirsa
A(u)=-1 @an

elde edilir. (17) ve B(v)=D(v) kullanilirsa
3

(gl 9, -0.9, )

(gl'gzﬂ _glﬂgzr)

=C,, (18)

elde edilir ve buradan da
B(v)=D(v)=-1. (19)

olur. Fakat bu bir ¢eliskidir. O zaman M /7 -harmonik olamaz.
Simdi, 4,,4,,4, fonksiyonlarina gore siradaki durumlari inceleyecegiz.

Durum 1. 4, =0, 4, # 4, =0 olsun. (8), (9) ve (10)’dan

E(u)=0, (20)
A(u)+B(v)=0, (21)
A(u)+D(v)=0 (22)

elde edilir ve buradan da
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E(u)=0 and A(u)=0 (23)
olur. O zaman burada iki alt durum vardir.

a) Eger E(u)=0, A(u)=0 ise

£ — 11" =c f f,1,°, (24)
£ — 11, =cf,*f,

elde edilir ki bu da

f,=%c,f,+cC, (25)
demektir. Bu bir geligkidir.

b) Eger E(u)=0, A(u)=0 ise buradan

f, =+c,f, +c, (26)

ve A(u)=-1 olur. B(v)=0 ve D(v)#0 oldugundan

9, #0 and g," #0 (27)

elde edilir. Boylece siradaki teorem verilebilir.

Teorem 2.
M, (6) parametrizasyonuyla verilen bir kiiresel carpim yiizeyi olsun. O zaman, M ’nin
null 2-tip 3 ( 4, =0, 4, # 4, #0 ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

£'f, -1 " =cf*f,, 9" #0, g,” #0
olmasidir [22].

Durum 2. 4, =0, 4, =4, #0 olsun. (8), (9) ve (10)’dan

E(u)=0andB(v)=D(v) and (A(u)=0 or A(u)=0)

olur yani

£, — /1, =cf*f, (28)

ve
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(gl'gz ~0,9, )3
(9/9." - 0.'0; |

=G - (29)

elde edilir. f, #+c,f, +c, oldugundan, E(u)=0 ile A(u)=0 ve B(v)=D(v)=0 bir
onceki durumda belirtildigi gibi var olamaz. Bu yiizden E(u)=0 ile A(u)=0 ve
B(v)=D(v)=0 olur. Buradanda A(u)=-1=0, B(v)=D(v)=-1 elde edilir.

Boylece siradaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.
M, (6) parametrizasyonuyla verilen bir kiiresel ¢arpim yiizeyi olsun. O zaman M ’nin
null 2-tip 2 (4, =0, 4, =4, #0) olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(gl'gz -0,0, )3

f,'f, — 1,1, =cf,*1,,
(gl gz _g1 gz )

:CG

denklemlerini saglamasidir [22].

Ornek 1.
X (u,v) =(eu ,(sine” +cose”)sinv,(sineu +cose“)cosv)

parametrizasyonu ile verilen kiiresel arpim yiizeyi null 2-tip 2°dir. E(u)=0,
A(u)=-1%0, B(v)=D(v)=-1#0 oldugundan 4, =0, 4, =4, =0 durumu elde edilir

[22].
Durum 3. a) 4, =0, 4, =0, 4, #0 olsun. (8), (9) ve (10)’dan

E(u)=0, A(u)+B(v)=0and A(u)+D(v)=0

elde edilir. Eger E(u)=0 ise f"f, - f'f," =cf,°f, olur. BudaA(u)=-1 demektir.
Buradan B(v)=1, yani

gl(g{'gz' - 91'92")+391" (9192' - 91'92) _9/9,"-9,"9,

! ! ! ! n " ’ (30)
9 (glg2 -0, gz) 9.9, 0,0,
ve D(v)=1 yani
d, (gl"gz’ — gl’gz” ) + 392” (glgz’ — gl'gz) . gllgzm _ glmgz; (31)

g2’ (glgzl _ gllgz) glng” _ gl”gzl
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elde edilir. (30) ve (31)’den
4(9192'_91,92)(91”92, _glygzﬂ)io (32)

olur.

b) 4, =0, 4, #0, 4, =0 olsun. Buradan
E(u)=0, A(u)+B(v)=0 and A(u)+D(v)=0

elde edilir. Eger E(u)=0 ise f,"f, - ff," =cf,*f, olur. Buradan da A(u)=-1 olur.
Boylece B(v)=1, yani

91(91”92, - gllgz,,)+3g1” (9192’ - glrgZ) . gl'gz”' - gl”'gz'

! ! ! ! n " ! (33)
gl (glgz _gl gz) gl gz _g1 9,
ve D(v)=1 yani
olola” g{g;)ngzt(glg; t) - 0.0 6,0, (34)
gz (glgz _gl gz) 0, gz - g1 9,
elde edilir. (33) ve (34)’ten
4(9192,_91’92)(91”92' _gllgzﬂ)io (35)

olur. O halde siradaki teorem verilebilir.
Teorem 4.
M, (6) parametrizasyonuyla verilen bir kiiresel ¢arpim yiizeyi olsun. O zaman M ’nin

null 2-tip 2 (4, =0, 4,=0, 4, #0 yada 4 =0, 4, #0, 4, =0) olmasi i¢in gerek ve yeter
sart

f1” fzr - fll f2" = Cfll3 fz L 4(9192' - glrgz )(91”92, - 91,92”) #0

kosullarini saglamasidir [22].

Durum 4. 4, #0, 4, =0, 4, =0 olsun. (8) denkleminden

12 12
GG (36)

glgz, - glrgz

denklemini sifirdan farkl: bir sabit olarak alabiliriz ve
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E(u)=0 (37)
olur. (9) ve (10)’dan
A(u)+B(v)=0and A(u)+D(v)=0 (38)

olur. B(v) ve D(v) sifir olmayacag i¢in, —A(u)=B(v)=D(v) ifadesi sabit olarak alinr.
Buradan

f,"f, — f/f, =cf°f,, (39)

(gl,gz - glgzl )3

!/ n n !’ :CG ! (40)
(g1 gz _gl gz )
ve
912 + gz2 =G (41)

elde edilir. (40)’tan, ayrica

B(v)=D(v)=-1 (42)
elde edilir. A(u)=1 oldugundan

f 6

—=f"f, 1, (43)
Cl f1

olur. (39), (43) ve (40), (41)’den
f,=c,f, +c,, (44)
ve ¢, =-1 yani

(gl'gz -0,0, )3
(0/9:" - 0.'5; )

-1 (45)

elde edilir. Siradaki sonuca ulasmis oluruz.

Teorem 5.

M, (6) parametrizasyonuyla verilen bir kiiresel ¢arpim yiizeyi olsun. O zaman M ’nin
null 2-tip 2 (4, =0, 4, =0, 4, =0) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (44) ve (45) sartlarini
saglamasidir [22].

Durum 5. 2, #0, 4, #0, 4, #0 olsun. O zaman
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f"f, — 1, #cf*f,, (46)
9" +9," = (47)
ve

- B0y )
elde edilir. (48)’den

A(u)=0, B(v) £0, D(v) %0 (49)
ya da

A(u)#0, B(v)#0, D(v) =0 (50)

olur. Eger B(v)=0 ve D(v)=0 ise
g, #0andg,” #0 (51)

olur. (46) ve (49)’dan

f,#c,f,+cC, (52)
elde edilir. Diger taraftan (46) ve (50)’den

f,=c,f,+c, (53)
durumu ¢ikar ki bu bir celiskidir. Diger taraftan , (47) ve (51)’den

!

g, # (—9292')'=Sabit veg, = (—glg{) = sabit . (54)

elde edilir. Boylece siradaki teorem verilebilir.

Teorem 6.

M, (6) parametrizasyonuyla verilen bir kiiresel ¢arpim yiizeyi olsun. O zaman M ’nin
2-type 3 (4, =0, 4, 20, 4, #0) olmasi icin gerek ve yeter sart (52) ve (54) kosullarinin
saglanmasidir [22].

Durum 6. Let 4, #0, 4, =4, 0. Buradan

f"f, —f/f, #cf*f,, (55)
912 + gz2 =G (56)
ve
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A(U)+B(v) = A(u)+D(v) =0
olur. (57)’den

A(u)=0 ve B(v)=D(v) 0

ya da

A(u)#0 ve B(v)=D(v) 0

elde edilir. Eger B(v)=D(v) ise

(91'92 ~0,9, )3
(9/9:" - 0.'0; |

:CG

olur. (55) ve (58)’den

f, =+xc,f, +c,.

elde edilir, fakat (55) ve (59)’dan
f,=%c,f, +c,

olur ki bu bir ¢eliskidir.

(56) ve (60)’tan ¢, =-1, yani

(gl'gz -0,0, )3

(gl’gz” - gl"gz') -
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(57)

(58)

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)

elde edilir. Boylece siradaki sonug verilebilir.

Teorem 7.

M, (6) parametrizasyonuyla verilen bir kiiresel ¢arpim yiizeyi olsun. O zaman M ’nin
2-type 2 (4,#0, 2, =1,+#0) olmast i¢in gerek ve yeter sart (62) ve (64) sartlarini

saglamasidir [22].

Durum 7. a) 4 #0, 4, =0, 4, =0 olsun. Buradan

f'f, — 11, #cf°f,,

(65)
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2 2
0, t0, =G

ve

{A@)+B@)=o}_

A(u)+D(v)=0
elde edilir. (67)’den dolay1, A(u)=c, (sabit) ve

” ’ ! " f ’(1_201) f ’(2+2C1) f
£, —ff = ——2 2
1 2 172 Cl

ve B(v)=-c,, yani

" 2 1_ ! y ! II!_ m 2
;[gl [(C;MBQzJ"'Z(Cl"'%jglgz ]_ 9.9, -9, 9,

gllgzﬂ - g1”gzr

glgzr - gl,gz 0,

ve D(v)=—c,, yani

1 4
" ’ 2 +C]g g room m
9, 391+2(Cl_1,)gl gz_ (2 H)T 7&9192 -0:. 9

glgz' - gllgz gz gz’ gllgzﬁ - glﬂgzl

elde edilir. (65) ve (68)’den
fl'(—Z—ch) fz'(2+2c1) i CCZ )

olur. (69) ve (70)’ten

1 ! 14 14 ! !’ !’ 14 14
2(2+C1)91 g, (91 9,+0,0, )_391 9, (gng +0; 92)
#1.

2(c,~1)(0:°,9." +0,0,'0.")
elde edilir. (66) ve (72)’den

0.9, (80,9, ~b,* +dg,’ +e)+ fa, (0.’ )2 (c:-0.") 36,0 (g )

2(cs - 922)(292392" -¢,0,0," —¢C; (gz' )Zj %

elde edilir. Burada

a=c, +2c,C,, b=2c, -5, d=-7c, +4c.c,, e=2c.” —2c,c.%, f=1+2c, and k=c, -1
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dir.

b) Let 4, #0, 4, #0, 4, =0. Buradan

{A(u)+5(v)¢o}_ (74)

A(u)+D(v)=0

olur. (74)’ten (68) ve B(v)=—c, yani

: 1 : glu [2(1—01,)9192 _392]4_2((:1 +Ej glgzn " 91'92” _91” gz, (75)
0.9, 9,9, 0, 2 9.9, -0, 0,

ve D(v)=-c, yani

1 "
" ’ 2 +ng g r.m mo_
9, 3gl+2(cl—1?9192_ (2 D90, -9"9, (76)

0.9, - 9,0, g, g, 9,9, -9,9,

elde edilir. Siradaki teorem verilebilir.

Teorem 8.

M, (6) parametrizasyonuyla verilen bir kiiresel ¢arpim yiizeyi olsun. O zaman M ’nin
null 2-tip 3 (4, %0, 4,=0, 4,#0 yada 4, #0, 4, #0, 4, =0) olmasi i¢in gerek ve yeter
sart (71) ve (73)’lin saglanmasidir [22].

Durum 8. 4, =4, #0, 4, =0 olsun. Buradan E(u)=0, yani

f,"f, — ', =cf 1, (77)
ve

A(U)+ B(v)=0
E)(a(w) D)) 0] )
elde edilir. (78)’den
A(U)=c,, B(v)=—c,, D(v)=c, #, (79)
olur. Burada c, ve c, sabittir. (78) ve (79)°dan

E(u)=2(c, +c,) (80)

elde edilir. (80)’den
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A(cy+cy ) fy £, 1, =1, F) "t renm
I( )( ) Cs(flfz_f1f2)

e h = , , ¢, =int. sabiti (81)
f°f,
ve (79)’dan
14 ’ ! " f ,(1_201) f ’(2+2C1) f
fof,—f f ==t . 2, ¢, =int.sabiti (82)

Cy

ve

, 2 1_ 4 , ! m_ m !
1 0, L (1-¢)0.9, 392}2(01%)9192 ]= 9.9 0% (g3

!

9192’ - 91’92 L g1 glrgzﬂ - glﬂgzr
ve ~

0 2(~¢,~1)g,g 2(2_‘:2)91”92 0/9," 9,9,

’ : [ 3gl+ ’ ’ - : - ’ = 1! 2" lﬂ 2! (84)
glgz _gl gz gz gz gl gz _gl gz

elde edilir. (81), (82), (83) ve (84) denklemleri kullanilarak

ren "et 12¢,
—2(cl+cz):(f1 f, _1:1 fZ)fl 6% (85)
c,(c,+1) f, £,

ve

_291'92" (9192’ (1_01) - 91'92 (1+ C, ))
0. ((-1+2c,)9," +30, ) -2(1-¢,) 0,6, o,

=1 (86)

"

elde edilir. Boylece siradaki teoremi verebiliriz.

Teorem 9.

M, (6) parametrizasyonuyla verilen bir kiiresel ¢arpim yiizeyi olsun. O zaman M ’nin
null 2-type 2(4, =4,#0,4,=0) olmasi i¢in gerek ve yeter sart (85) ve (86)
denklemlerini saglamasidir [22].

Durum 9. 4, =4, #0, 4, =0 olsun. Buradan E(u)=0, yani

ff, — 11, =cf,°f, (87)

ve
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@Z(A(U)ﬁ-B(V))?&O

A(u)+D(v)=0
elde edilir. (88)’den
A(u)=c,, B(v)=c, =—c,, D(v)=—C,
olur. Burada c, ve c, sabittir.
(89)’dan,
E(u)=2(c, +c,)

ve

4(cy+c,) fy fl'fz"—fl"fz') "ot renm
I f(,zf Cs fl fz - f1 fz
1 h

e = - , C; =Int. sabiti
f°f,

elde edilir. (89)’dan

f ’(1—2C1) f ’(2+201)
! z 2, ¢, =int. sabiti

14 ! ! n
f1 fz - fl fz =
C,

ve

1 y 2(1+c ! 1 , rmom
—{gl [(;Mggz}z(cﬁz)glgz ]: 0,9," - 9,9,

glgz’ _91'92 gl glrgzrr _gl”gzr
ve
2(1+c jg "9
PR PPV S 1 S N il Pt
glng - 91,92 gzl gzr 91,92” - glﬂgz’

elde edilir. (91), (92), (93) ve (94) denklemleri kullanilarak

—2(cl+cz)_(f1 f, -1, fz)flzc1 c 21
c,(c,+1) f.1,/ 009 IRE
ve
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_291'92" (gng’ (1_01)_ gl'gz (1+ C, ))

1 14 1 1 " :1 (96)
[gl g, ((—1+ 2¢,)9, +39, )—2(1—c1)glg2 Z}gl

elde edilir. Boylece siradaki sonucu verebiliriz.

Teorem 10.

M, (6) parametrizasyonuyla verilen bir kiiresel ¢arpim yiizeyi olsun. O zaman M ’nin
null 2-tip 2 (A4,=4,#0,4,=0) olmas1 i¢in gerek ve yeter sart (95) ve (96)
denklemlerinin saglanmasidir [22].

Durum 10. 4, =4, =4, =0 olsun. Buradan

%u):A(u)+B(v):A(u)+D(v) (97)

olur. Boylece B(v)=D(v), yani

(gl,gz - glgzl )3

— ") ¢, ¢ =int. sabit (98)
(91 9, -0, 92)

elde edilir ve (98)’den

B(v)=D(v)=-1. (99)
olur. Boylece

E(u)=2A(u)-2. (100)

elde edilmis olur. (100) esitliginden gerekli hesaplamalar yapilirsa

cf,

2 " AN
(288 -1) )
flf ( fl” f2’ _ flf f2")

=e = 2hb-Wh o —int. sabiti (101)

elde edilir. Boylece siradaki teoremi verebiliriz.

Teorem 11.

M, (6) parametrizasyonuyla verilen bir kiiresel ¢arpim yiizeyi olsun. O zaman M ’nin
2-tip 1 (4, =4, =4, #0) olmast i¢gin gerek ve yeter sart (98) ve (101) denklemlerini
saglamasidir [22].
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