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Öz 

 

n-boyutlu bağlantılı bir manifolddan m-boyutlu Öklid uzayına tanımlı bir izometrik 

daldırma için, M manifoldunun yer vektörü Laplas operatörünün sabit olmayan öz 

fonksiyonlarının sonlu bir toplamı olarak ayrışabiliyorsa, M manifoldu sonlu tiptedir, 

denir.  Sonlu tipte yüzeyler farklı uzaylarda birçok yazar tarafından çalışılmıştır.  Bu 

çalışmada, 3-boyutlu Galilean uzayda, 
II  ikinci temel forma göre Laplas operatörü 

olmak üzere, II

i i ix x = eşitliğini sağlayan küresel çarpım yüzeylerini ele aldık.  Ayrıca, 

bu yüzeylerin tam bir sınıflandırmasını verdik.  

 

Anahtar kelimeler: Sonlu tipte yüzeyler, Galilean uzay, küresel çarpım yüzeyi.    

  

 

Spherical product surfaces satisfying i i ix x =   in 
3G  

 

 

Abstract 

 

For an isometric immersion of n-dimensional connected manifold into Euclidean m-

space, the position vector of M  can be decomposed as a finite sum of m  valued non-

constant functions of the Laplacian operator, one can say that M  is of finite type.  Finite 

type surfaces corresponds to the fundamental forms are studied in different spaces by 

many authors.  In this study, we consider the spherical product surface in 3-dimensional 

Galilean space satisfying the condition II

i i ix x =  where 
II  is the Laplacian with 

respect to second fundamental form.  We also give exact classification of these type 

surfaces. 
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1. Giriş 

 
mx : M → , n -boyutlu bağlantılı manifold M ’den m-boyutlu Öklid uzayı m ’ye bir 

izometrik daldırma olsun.  M ’nin Laplace operatörü   olmak üzere x konum vektörü ve 

H  ortalama eğrilik vektörü x nH = −  Bertrami formülünü sağlar.  Daldırmanın minimal 

( 0H = ) olması için gerek ve yeter şart daldırmanın harmonik olmasıdır yani 0x =  

olmasıdır.  Bir mx : M →  izometrik daldırması eğer 2 0x =  yani 0H =  olursa 

biharmonik olarak adlandırılır.  (bkz.  [10,11]).  [19]’da Takahashi 0x x + = ,   

koşulunu sağlayan Öklid uzayındaki altmanifoldları çalıştı ve sınıflandırdı.  M ’nin 

düzgün fonksiyonlara etkisi M ’nin   Laplası ile gösterilir.  Eğer m ’deki M ’nin x  

konum vektörü,   Laplasının sabit olmayan fonksiyonlarının sonlu toplamı olarak 

ayrıştırılırsa, M ’ye sonlu tiptedir denilir.  Tam olarak ifade etmek gerekirse M ’deki x  

konum vektörü 0 1 ... kx x x x= + + +  formunda ifade edilebilir.  Burada i i ix x = , i 1,...,k=  

olmak üzere; 0x  sabit dönüşüm, 1 2, ,..., kx x x  sabit olmayan dönüşümlerdir.  Eğer 

1 2 k, ,...,    birbirinden farklıysa M ’ye k tipindedir denir.  Eğer bazı i’ler için i 0 =  

durumu varsa M  null k tipindedir denir [7-8].  

 

Eğer M ’deki x  konum vektörü J  operatörünün sabit olmayan özvektörlerinin sonlu 

toplamı olarak, yani  

 

0 1 ... kx x x x= + + + , J

i i ix x =  , i 1,...,k= , 

 

olarak yazılırsa M ’ye J  temel formuna göre sonlu tipte ya da kısaca sonlu J -tipindedir 

denir.  Burada J

i i ix x = , i 1,...,k=  olmak üzere 0x  sabit vektör ve 1 2 kx ,x ,...,x  sabit 

olmayan dönüşümlerdir.  Eğer özellikle bütün 1 2 k, ,...,    özdeğerleri farklıysa M ’ye J  

temel formuna göre k-tipindedir ( J -type k ),  diğer durumda M  sonsuz tiptedir denir.  

Bazı i 1,...,k=  için i 0 =  ise M ’ye J  temel formunda göre null k tipindedir (null J -

type k ) denir [18].  

 

[20]’de Yoon, üç boyutlu Galilean uzayda i i ix x = , i   koşulu altında öteleme 

yüzeylerini sınıflandırdı. [5,13]’teki yazarlar üç boyutlu uzaylarda i i ir r =  şartını 

sağlayan öteleme yüzeylerini ve dönel yüzeyleri sınıflandırdı.  [16, 21]’de yazarlar 3 -

boyutlu Öklid uzayında ve Minkowski uzayında minimal homotetik yüzeyleri çalıştılar.  

Mohammed Bekkar ve Bendehiba Senoussi, [4]’te, 3 -boyutlu Öklid ve Lorentz 

uzaylarında i i ir r =  şartını sağlayan homothetical yüzeyleri sınıflandırdılar.  Aydın, 

Öğrenmiş ve Ergüt, [3]’te psuedo Galilean uzayında Gauss ve ortalama eğriliği sıfır olan 

homothetical yüzeyleri araştırdılar.  Karacan, Yoon ve Bukçü [14]’te J

i i ix x = , J 1,2=  

ve i i ix x =  şartlarını sağlayan tip-1  öteleme yüzeylerini sınıflandırdılar.  Son olarak 

Çakmak, Karacan, Kızıltuğ ve Yoon [9]’da 3 -boyutlu Galilean uzayda i i ix x =  şartını 

sağlayan öteleme yüzeylerini çalıştılar.   

 

Bu çalışmada, 3 -boyutlu Galilean uzayda i i ix x =  şartını sağlayan küresel çarpım 

yüzeyi çalışılmıştır.  Burada   ikinci temel formun Laplas operatörüdür.  
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2. Temel kavramlar 

 

3G  3-boyutlu Galilean uzay, ideal şekli  1, , ,w f I I  olan bir kompleks projektif uzaydır.  

Burada w  reel düzlemi ideal düzlem, f w  reel doğrusu ideal doğru, I  ve 
1I  iki 

kompleks eşlenik noktalardır.  

3G  Galilean uzayının reel modeli 
3P  projektif uzayda  ,w f  idealini alabiliriz.  Burada 

w
3G reel düzlem, üzerinde   eliptik involüsyonu tanımlı f w  reel doğrudur.   

Homojen koordinatlarda   eliptik involüsyonu  

 

( ) ( )2 3 3 20 : 0 : x : x 0 : 0 : x : x→ −  

 

şeklinde tanımlanabilir. 3G ’ün hareket grubu 

 

x a x= + , 
 
y b cx y cos z sin = + + +   

 
z d ex y sin z cos = + − +   

 
ile afin koordinatlardan verilen altı parametreli bir gruptur. Burada a,b,c,d ,e ve   reel 

sayılardır. 

 

3G  Galilean uzayında dört çeşit doğru vardır.  Bunlar f  ile kesişmeyen  reel izotropik 

olmayan doğrular, w  düzlemine ait olmayıp f  ile kesişen reel izotropik doğrular, reel 

ve izotropik olmayan doğrular yani, w  düzleminin tüm doğruları ( f  dışında) ve  f  

ideal doğrusudur.  

3- boyutlu Galilean uzayda x =  sabit olan düzlemler ( )w  ideal düzlemi de dahil reel 

Öklidiyen düzlemlerdir.  Diğer düzlemler ise izotropiktir. 

 

3-boyutlu Galilean uzayda ( )1p x, y,z=  ve ( )2 1 1 1p x , y ,z=   iki vektör olmak üzere bu iki 

vektörün iç çarpımı 

 

1 1

1 2

1 1 1

xx ,          x 0  veya   x 0 
p , p

yy zz ,                   x=x 0

  
=  

+ = 
                  (1) 

 

şeklinde tanımlanır.  

Bir p  vektörü için p p, p 1= =  durumu sağlanırsa birim vektördür.  Galilean uzayda 

1p  ve 2p  vektörünün vektörel çarpımı 

( )
2 3

1 2 1 1 1 1

1 1 1

0 e e

p p x y z 0,x z z x,xy yx .

x y z

 = = − −                                                                    (2)  

 

biçimindedir.  
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( )1p x,y,z=  vektörüne x 0=  olması halinde izotropik, diğer durumda non-izotropik denir.  

Üç boyutlu Galilean uzayında 
rC  ( )r 1  sınıfından bir yüzey 

 

X :U M→ , 
2U  , 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2 1 2X u ,u x u ,u , y u ,u ,z u ,u=  

 

olarak parametrelendirilmiş olsun.  Burada x, y, z  U üzerinde türevlenebilir reel değerli 

fonksiyonlardır.  

 

iu

i

x
x

u


=


 ve 

i j

2

u u

i j

x
x

u u


=

 
,  1 i, j 2   

 

göstersin.  Benzer işlemler y  ve z  için de geçerlidir.  
iux 0  i 1,2=  olduğu zaman 

yüzey admissible (yani Öklid teğet düzlemleri olmayan) yüzeydir.  

 

ii ug x= ,  
i j i jij u u u uh y y z z= + ( )i, j 1,2=  

 

göstersin.  Böylece M ’nin birinci temel formu  

 
2 2

1 2ds ds = +  

 

dir.  Burada  

 

( )
22

1 1 1 2 2ds g du g du= + ,   2 2 2

2 11 1 12 1 2 22 2ds h du 2h du du h du= + +  

 

ve  

 

1 2

1 2

0 ,     du : du  izotropik değil
  

1 ,      du : du  izotropik



= 


 

 

dir.  M ’nin ikinci temel formu  

 
2 2

11 1 12 1 2 22 2L du 2L du du L du = + +  

 

olarak ifade edilir.  Burada M ’nin ikinci temel form katsayıları 

i j 1 i j 1 i j 2 i j 2

1 2

u u u u u u u u u u u u

ij

u u

X .x x .X X .x x .X
L ,N ,N

x x

− −
= = , 

1 2u ux 0, x 0, i,j=1,2      (3)    

                                                        

dir.  Yüzeyin ikinci temel formu özdeş olarak sıfırsa yüzeye total geodezik denir.  

M  yüzeyinin birim normal vektör alanı N , 

 

( ) ( )1 2u u

1 2 1 2

X X
N u ,u u ,u

W


=                                                                                             (4) 
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şeklinde tanımlanır.  Burada 
1 2u uW X X=   olur.  M  parabolik noktalara sahip 

olmayan bir yüzey olsun. Diğer bir ifadeyle 2

11 22 12L L L 0−   olsun.  M ’nin  1 2u ,u  

lokal koordinatlarına göre ikinci temel formun Laplas operatörü 

 

1 2 1 222 u 12 u 12 u 11 u

2 2 2
1 2

11 22 12 11 22 12 11 22 12

L X L X L X L X1
X

u uL L L L L L L L L



    
− −     = − −

        − − −     

 [17].         (5) 

 

biçiminde tanımlanır.  

 

 

3. 
3

G ’te 
i i i

x x =  şartını sağlayan küresel çarpım yüzeyleri  

 

[1,6]’da yazarlar, 3E  ve 4E  Öklid uzaylarında küresel çarpım yüzeylerini 

çalışmışlardır.  [2]’de, yazarlar bu tip yüzeyleri 3G  üç boyutlu Galilean uzayda 

incelemişlerdir.  Bununla beraber [15]’te, yazarlar 3G  üç boyutlu Galilean uzayda 

noktasal 1 -tip Gauss dönüşümüne sahip küresel çarpım yüzeylerini incelemişlerdir.   

 

Bu bölümde, 3G ’te i i ix x =  şartını sağlayan küresel çarpım yüzeyleri çalışılmış ve 

bu yüzeylerin tam sınıflandırılması verilmiştir.   

 

i 2, : G    → , ( ) ( )1 2u f ( u ), f ( u ) =  ve ( ) ( ) ( )( )1 2v g v ,g v =  olacak şekilde iki 

Galilean düzlem eğrisi olsun.  Burada 
if  ve 

ig  ( )i 1,2=  sırasıyla 
1  ve 

2  açıklarında 

reel değerli sabit olmayan türevlenebilir fonkisyonlardır.  O zaman 3G ’te iki düzlem 

eğrisinin M  küresel çarpım yaması 

 

1 2 3X : G   =   → , 

 

( ) ( )1 2 1 2 2X u,v f ( u ), f ( u )g ( v ), f ( u )g ( v )=                                                                    (6)        

                                                 

şeklinde tanımlanır.  Burada 0 1 0 1u   u  u ,   v   v  v     dir.  [2, 12].   

 

if  ve ig   sabit olmadığından, M  her zaman admissible olur.   

 

(6)’da parametrizasyonu verilen küresel çarpım yüzeyi için, ikinci temel form katsayıları 

 

( )( )1 2 1 2 1 2 1 2

11
2 2

1 1 2

f f f f g g g g
L

f g g

     − −
=

  +

, 12L 0= ,
( )2 1 2 1 2

22
2 2

1 2

f g g g g
L

g g

   −
=

 +

                     (7) 

 

olur.  

 

(5), (6) ve (7), kullanılırsa 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

1
x u,v f u C u,v E u f u

2

 = =                                                                       (8) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 1 2 1x u,v f u g v C u,v A u B v f u g v = =  +   ,                                        (9) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 2 2 2x u,v f u g v C u,v A u D v f u g v = =  +                                          (10) 

 

olur.  Burada i , i=1,2,3 , sabittir ve 

 

( )
( )

( )

( )

2

1 2
1 2 1 2 2 1 1 2

2
2

1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

f f1 1
f f f f f f f f

1 2 2 f
A u

1f f f f
f f f f f f

2

   
        − + + 

   =
 

   −       − − 
 

,                 (11) 

 

( )
( )

( )( )

( )( )

( )( )

1
1 2 1 2 1 2 1 2

1

1
1 2 1 2 1 2 1 22

1
1 2 1 2

1
1 2 1 2 1 2 1 2

1

g
g g g g g g g g

g

g1 1
B v g g g g g g g g

2 g
g g g g

g1
g g g g g g g g

2 g

 
     − − 

 
 

      = + − −
 

   −  
 

     − − − 
 
 

,                          (12) 

 

( )
( )

2 2

1 2

1 2 1 2 2

g g
C u,v

g g g g f

 +
= −

 −
,                                                                                      (13) 

( )
( )

( )( )

( )( )

( )( )

2
1 2 1 2 1 2 1 2

2

2
1 2 1 2 1 2 1 22

2
1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 2 1 2

2

g
g g g g g g g g

g

g1 1
D v g g g g g g g g

2 g
g g g g

g1
g g g g g g g g

2 g

 
     − − 

 
 

      = + − −
 

   −  
 

     − − − 
 
 

,                         (14) 

 

( )
( )

( )( )
( )

1 2 1 2 1 2 2 1
1

2

1 2 1 2 1 21 2 1 2 1

f f f f 3 f f f f
f

E u

f f f f f f2 f f f f f

       − +  
=  

        − −−  
 

                                 (15) 

 

dir.  Burada if , ig , i 1,2,3= , 1 2 2 3f c f c +  ve 1 2 1g cg c +  durumlarını sağlayan 

diferansiyellenebilir fonksiyonlardır.  if  and ig ’nin ikinci türevleri aynı anda sıfır 

olamaz, yani M  en fazla 3 -tipindedir.  
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Tanım 1. 

Üç boyutlu Galilean uzayda bir yüzey x 0 =  koşulunu sağlıyorsa o yüzeye  -

harmonik denir.  

 

Teorem 1. 

Üç boyutlu Galilean uzayda  -harmonik küresel çarpım yüzeyi yoktur [22].   

İspat.  M , (6) parametrizasyonuyla verilen bir küresel çarpım yüzeyi olsun.  M   -

harmonik ise (8), (9) ve (10)’dan 

 

( )E u 0= ,  

 

( ) ( )A u B v 0+ = ,  

 

( ) ( )A u D v 0+ =  

 

elde edilir.  ( )B v  and ( )D v ’nin sıfır olamayacağı açıktır, bu yüzden, ( )A u  sabittir ve 

( )B v  ile ( )D v  sabit ve ( )A u ’nun ters işaretlisidir.  ( )E u 0=  olduğundan 

 
3

1 2 1 2 1 2f f f f cf f    − =                                                                                                      (16) 

 

olur.  (16) ifadesi (11)’de yerine yazılırsa 

 

( )A u 1= −                                                                                                                        (17) 

 

elde edilir.  (17) ve ( ) ( )B v D v=  kullanılırsa 

( )
( )

3

1 2 1 2

6

1 2 1 2

g g g g
c

g g g g

 −
=

   −
,                                                                                                     (18) 

 

elde edilir ve buradan da 

 

( ) ( )B v D v 1= = −  .                                                                                                          (19) 

 

olur.  Fakat bu bir çelişkidir.  O zaman M   -harmonik olamaz.   

Şimdi, 1 2 3, ,    fonksiyonlarına göre sıradaki durumları inceleyeceğiz.  

 

Durum 1. 1 2 30, 0  =    olsun.  (8), (9) ve (10)’dan  

( )E u 0= ,                                                                                                                       (20) 

 

( ) ( )A u B v 0+  ,                                                                                                            (21) 

 

( ) ( )A u D v 0+                                                                                                               (22) 

 

elde edilir ve buradan da 
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( )E u 0=  and ( )A u 0=                                                                                                   (23) 

 

olur.  O zaman burada iki alt durum vardır.   

 

a) Eğer ( )E u 0= , ( )A u 0=  ise  

 
2

1 2 1 2 1 1 2 2f f f f c f f f     − = ,                                                                                              (24) 

 
3

1 2 1 2 1 2f f f f cf f    − =   

 

elde edilir ki bu da 

 

1 2 2 3f c f c=  +                     (25) 

 

demektir.  Bu bir çelişkidir.   

 

 b) Eğer ( )E u 0= , ( )A u 0  ise buradan 

 

1 2 2 3f c f c  +                                                                                                                 (26) 

 

ve ( )A u 1= −  olur.  ( )B v 0  ve ( )D v 0  olduğundan 

 

1g 0   and 2g 0                                                                                                          (27) 

 

elde edilir.  Böylece sıradaki teorem verilebilir.  

 

Teorem 2. 

M , (6) parametrizasyonuyla verilen bir küresel çarpım yüzeyi olsun.  O zaman, M ’nin 

null 2 -tip 3  ( 1 2 30, 0  =    ) olması için gerek ve yeter şart 

 
3

1 2 1 2 1 2f f f f cf f    − = , 1g 0  , 2g 0   

 

 olmasıdır [22].   

 

 Durum 2. 1 2 30, 0  = =   olsun.  (8), (9) ve (10)’dan 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )E u 0 and B v D v  and A u 0 or A u 0= = =    

 

olur yani 

 
3

1 2 1 2 1 2f f f f cf f    − =                                                                                                      (28) 

 

ve 
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( )
( )

3

1 2 1 2

6

1 2 1 2

g g g g
c

g g g g

 −
=

   −
.                                                                                                     (29) 

 

elde edilir.  1 2 2 3f c f c  +  olduğundan, ( )E u 0=  ile ( )A u 0=  ve ( ) ( )B v D v 0=   bir 

önceki durumda belirtildiği gibi var olamaz.  Bu yüzden ( )E u 0=  ile ( )A u 0  ve 

( ) ( )B v D v 0=   olur.   Buradan da ( )A u 1 0= −  , ( ) ( )B v D v 1= = −  elde edilir.  

 

Böylece sıradaki teoremi verebiliriz.  

  

Teorem 3. 

M , (6) parametrizasyonuyla verilen bir küresel çarpım yüzeyi olsun.  O zaman M ’nin 

null 2 -tip 2   ( 1 2 30, 0  = =  ) olması için gerek ve yeter şart 

 

3

1 2 1 2 1 2f f f f cf f    − = ,  
( )
( )

3

1 2 1 2

6

1 2 1 2

g g g g
c

g g g g

 −
=

   −
 

 

 denklemlerini sağlamasıdır [22].   

 

Örnek 1. 

 

( ) ( ) ( )( )u u u u uX u,v e , sine cose sinv, sine cose cosv= + +   

 

parametrizasyonu ile verilen küresel çarpım yüzeyi null 2 -tip 2 ’dir.  ( )E u 0= , 

( )A u 1 0= −  , ( ) ( )B v D v 1 0= = −   olduğundan 1 2 30, 0  = =   durumu elde edilir 

[22].   

Durum 3. a) 1 2 30, 0, 0  = =   olsun.  (8), (9) ve (10)’dan  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )E u 0, A u +B v 0 and A u D v 0= = +     

 

elde edilir.  Eğer ( )E u 0=  ise 3

1 2 1 2 1 2f f f f cf f    − =  olur.  Bu da ( )A u 1= −  demektir.   

Buradan ( )B v 1= ,  yani 

 

( ) ( )
( )

1 1 2 1 2 1 1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 21 1 2 1 2

g g g g g 3g g g g g g g g g

g g g gg g g g g

      − + −    −
=

      −−
                                        (30) 

 

ve ( )D v 1  yani 

 

( ) ( )
( )

2 1 2 1 2 2 1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 22 1 2 1 2

g g g g g 3g g g g g g g g g

g g g gg g g g g

      − + −    −


      −−
                                       (31) 
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elde edilir.  (30) ve (31)’den 

 

( )( )1 2 1 2 1 2 1 24 g g g g g g g g 0     − −                                                                             (32) 

 

olur.  

 

b) 1 2 30, 0, 0  =  =  olsun.  Buradan  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )E u 0, A u +B v 0 and A u D v 0=  + =  

 

elde edilir.  Eğer ( )E u 0=  ise 3

1 2 1 2 1 2f f f f cf f    − =  olur.  Buradan da ( )A u 1= −  olur.   

Böylece ( )B v 1 ,  yani 

 

( ) ( )
( )

1 1 2 1 2 1 1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 21 1 2 1 2

g g g g g 3g g g g g g g g g

g g g gg g g g g

      − + −    −


      −−
                                        (33) 

 

ve ( )D v 1=  yani 

 

( ) ( )
( )

2 1 2 1 2 2 1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 22 1 2 1 2

g g g g g 3g g g g g g g g g

g g g gg g g g g

      − + −    −
=

      −−
                                       (34) 

 

elde edilir.  (33) ve (34)’ten 

 

( )( )1 2 1 2 1 2 1 24 g g g g g g g g 0     − −                                                                             (35) 

olur.  O halde sıradaki teorem verilebilir.   

 

Teorem 4. 

M , (6) parametrizasyonuyla verilen bir küresel çarpım yüzeyi olsun.  O zaman M ’nin 

null 2 -tip 2  ( 1 2 30, 0, 0  = =   yada 1 2 30, 0, 0  =  = ) olması için gerek ve yeter 

şart 

3

1 2 1 2 1 2f f f f cf f    − =       ve    ( )( )1 2 1 2 1 2 1 24 g g g g g g g g 0     − −   

 

koşullarını sağlamasıdır [22].  

  

Durum 4. 1 2 30, 0, 0   = =  olsun.  (8) denkleminden  

 

2 2

1 2

4

1 2 1 2

g g
c

g g g g

 +
− =

 −
                                                                                                         (36) 

 

denklemini sıfırdan farklı bir sabit olarak alabiliriz ve  
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( )E u 0                                                                                                                         (37) 

 

olur.  (9) ve (10)’dan 

 

( ) ( ) ( ) ( )A u +B v 0 and  A u D v 0= + =                                                                                (38) 

 

olur.  ( )B v  ve ( )D v  sıfır olmayacağı için, ( ) ( ) ( )A u B v D v− = =  ifadesi sabit olarak alınır.   

Buradan 

 
3

1 2 1 2 1 2f f f f cf f    −  ,                                                                                                    (39) 

 

( )
( )

3

1 2 1 2

6

1 2 1 2

g g g g
c

g g g g

 −
=

   −
,                                                                                                     (40) 

 

ve 

 
2 2

1 2 5g g c+ =                                                                                                                   (41) 

 

elde edilir.   (40)’tan, ayrıca 

 

( ) ( )B v D v 1= = −                                                                                                             (42) 

 

elde edilir.  A(u)=1 olduğundan 
4

2 2
1 2 1 2

1 1

f f
f f f f

c f


   = −


.                                                                                                    (43) 

 

olur.  (39), (43) ve (40), (41)’den 

 

1 2 2 3f c f c + ,                                                                                                                 (44) 

 

ve 6c 1= −  yani 

 

( )
( )

3

1 2 1 2

1 2 1 2

g g g g
1

g g g g

 −
= −

   −
                                                                                                      (45) 

 

elde edilir.  Sıradaki sonuca ulaşmış oluruz.   

 

Teorem 5. 

M , (6) parametrizasyonuyla verilen bir küresel çarpım yüzeyi olsun.  O zaman M ’nin 

null 2 -tip 2  ( 1 2 30, 0, 0   = = ) olması için gerek ve yeter şart (44) ve (45) şartlarını 

sağlamasıdır [22].  

  

Durum 5. 1 2 30, 0, 0      olsun.   O zaman 
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3

1 2 1 2 1 2f f f f cf f    −  ,                                                                                                    (46) 

 
2 2

1 2 5g g c+ =                                                                                                                   (47) 

 

ve 

 

( ) ( )
( ) ( )

A u B v 0

A u D v 0

 +   
 

+   
.                                                                                                        (48) 

 

elde edilir.  (48)’den 

 

( ) ( ) ( )A u 0, B v 0, D v 0=                                                                                              (49) 

 

ya da 

 

( ) ( ) ( )A u 0, B v 0, D v 0                                                                                             (50) 

 

olur.  Eğer ( )B v 0   ve ( )D v 0  ise 

1 2g 0 and g 0                                                                                                             (51) 

 

olur.  (46) ve (49)’dan 

 

1 2 2 3f c f c +                                                                                                                   (52) 

elde edilir.  Diğer taraftan (46) ve (50)’den 

 

1 2 2 3f c f c= +                                                                                                                   (53) 

 

durumu çıkar ki bu bir çelişkidir.  Diğer taraftan , (47) ve (51)’den 

 

( ) ( )1 2 2 2 1 1g g g sabit ve g g g sabit
 

    − =  − = .                                                        (54) 

 

elde edilir.  Böylece sıradaki teorem verilebilir.   

 

Teorem 6. 

M , (6) parametrizasyonuyla verilen bir küresel çarpım yüzeyi olsun.  O zaman M ’nin 

2 -type 3  ( 1 2 30, 0, 0     ) olması için gerek ve yeter şart (52) ve (54) koşullarının 

sağlanmasıdır [22].   

 

Durum 6. Let 1 2 30, 0   =  .   Buradan 

 
3

1 2 1 2 1 2f f f f cf f    −  ,                                                                                                    (55) 

 
2 2

1 2 5g g c+ =                                                                                                                   (56) 

 

ve 



BAUN Fen Bil. Enst. Dergisi, 23(2), 653-672, (2021) 

 665 

( ) ( ) ( ) ( )A u +B v A u D v 0= +                                                                                          (57) 

 

olur.  (57)’den 

 

( ) ( ) ( )A u 0 ve B v D v 0= =                                                                                             (58) 

 

ya da 

 

( ) ( ) ( )A u 0 ve B v D v 0 =                                                                                             (59) 

 

elde edilir.  Eğer ( ) ( )B v D v=  ise 

 

( )
( )

3

1 2 1 2

6

1 2 1 2

g g g g
c

g g g g

 −
=

   −
                                                                                                      (60) 

 

ve 

 

( ) ( )B v D v 1= = −                                                                                                             (61) 

 

olur.  (55) ve (58)’den  

 

1 2 2 3f c f c  + .                                                                                                               (62) 

 

elde edilir, fakat (55) ve (59)’dan 

 

1 2 2 3f c f c=  +                                                                                                                 (63) 

 

olur ki bu bir çelişkidir.  

  

 (56) ve (60)’tan 6c 1= − , yani 

 

( )
( )

3

1 2 1 2

1 2 1 2

g g g g
1

g g g g

 −
= −

   −
.                                                                                                     (64) 

 

elde edilir.  Böylece sıradaki sonuç verilebilir.   

 

Teorem 7. 

M , (6) parametrizasyonuyla verilen bir küresel çarpım yüzeyi olsun.  O zaman M ’nin 

2 -type 2  ( 1 2 30, 0   =  ) olması için gerek ve yeter şart (62) ve (64) şartlarını 

sağlamasıdır [22]. 

   

Durum 7.  a) 1 2 30, 0, 0   =   olsun.   Buradan 

 
3

1 2 1 2 1 2f f f f cf f    −  ,                                                                                                    (65) 
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2 2

1 2 5g g c+ =                                                                                                                   (66) 

 

ve 

 

( ) ( )
( ) ( )

A u B v 0

A u D v 0

 + =  
 

+   
.                                                                                                        (67) 

 

elde edilir.  (67)’den dolayı, ( ) 1A u c=  (sabit) ve 

 
( ) ( )1 11 2c 2 2c

1 2 2
1 2 1 2

1

f f f
f f f f

c

− + 
   − =                                                                                (68) 

 

ve ( ) 1B v c= − , yani 

 

( )1 1 2 1 2 1 2
1 2 1 1 2

1 2 1 2 1 1 2 1 2

2 1 c g g g g g g1 1
g 3g 2 c g g

2g g g g g g g g g

      − −    − + + =          − −  

         (69) 

 

ve ( ) 1D v c − , yani 

( ) 1 1 2
1 1 22 1 2 1 2

1

1 2 1 2 2 2 1 2 1 2

1
2 c g g

2 c 1 g gg g g g g2
3g

g g g g g g g g g g

   +      − −  + − 
        − −

  

                 (70) 

 

elde edilir.  (65) ve (68)’den 

 
( ) ( )1 12 2c 2 2c

1 2 2f f cc
− − +   .                                                                                                     (71) 

 

olur.  (69) ve (70)’ten 

 

( ) ( )
( )( )

1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

1 1 2 2 1 1 2

1
2 c g g g g g g 3g g g g g g

2
1

2 c 1 g g g g g g

         + + − + 
  

   − +
.                                    (72) 

 

elde edilir.  (66) ve (72)’den 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 3
4 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 5 2 5 2 2
2

2
2 3 2

5 2 2 2 5 2 2 5 2

g g ag g bg dg e fg g c g 3c g g kg

g
2 c g 2g g c g g c g

    − + + + − − 


   − − − 
 

,                    (73) 

 

elde edilir.  Burada  

 
2 2

5 1 5 1 5 1 5 5 1 5 1 1a c 2c c , b=2c 5, d=-7c 4c c , e=2c 2c c , f=1+2c  and k=c 1= + − + − −  



BAUN Fen Bil. Enst. Dergisi, 23(2), 653-672, (2021) 

 667 

dir.  

 

b)  Let 1 2 30, 0, 0    = .  Buradan 

 

( ) ( )
( ) ( )

A u B v 0

A u D v 0

 +   
 

+ =  
.                                                                                                         (74) 

 

olur.  (74)’ten (68) ve ( ) 1B v c −  yani 

 

( )1 1 2 1 2 1 2
1 2 1 1 2

1 2 1 2 1 1 2 1 2

2 1 c g g g g g g1 1
g 3g 2 c g g

2g g g g g g g g g

      − −    − + +           − −  

         (75) 

 

ve ( ) 1D v c= −  yani 

 

( ) 1 1 2
1 1 22 1 2 1 2

1

1 2 1 2 2 2 1 2 1 2

1
2 c g g

2 c 1 g gg g g g g2
3g

g g g g g g g g g g

   +      − −  + − =
        − −

  

.                (76) 

elde edilir.  Sıradaki teorem verilebilir.   

 

Teorem 8. 

M , (6) parametrizasyonuyla verilen bir küresel çarpım yüzeyi olsun.  O zaman M ’nin  

null 2 -tip 3  ( 1 2 30, 0, 0   =   ya da 1 2 30, 0, 0    = ) olması için gerek ve yeter 

şart (71) ve (73)’ün sağlanmasıdır [22].   

 

Durum 8. 1 3 20, 0  =  =  olsun.   Buradan ( )E u 0 , yani 

 
3

1 2 1 2 1 2f f f f cf f    −                                                                                                       (77) 

ve 

 

( ) ( )

( )
( ) ( )( )

A u B v 0

.E u
A u D v 0

2

 + =
 
 

= +  
 

                                                                                          (78) 

 

elde edilir.  (78)’den 

 

( ) ( ) ( )1 1 2 1A u c , B v c , D v c c= = − =  −                                                                              (79) 

 

olur.  Burada 1c  ve 2c  sabittir.  (78) ve (79)’dan 

 

( ) ( )1 2E u 2 c c= +                                                                                                             (80) 

 

elde edilir.  (80)’den 

 



BİÇGİN Ö., BAYRAM B. 

 668 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 1 2

2
1 2

4 c c f f f f f

3 1 2 1 2
f f

3

1 2

c f f f f
e

f f

   + −



   −
=


, 

3c int . sabiti=                                             (81) 

 

ve (79)’dan 

 
( ) ( )1 11 2c 2 2c

1 2 2
1 2 1 2

4

f f f
f f f f

c

− + 
   − = ,  4c int . sabiti=                                                     (82) 

 

ve 

 

( )1 1 2 1 2 1 2
1 2 1 1 2

1 2 1 2 1 1 2 1 2

2 1 c g g g g g g1 1
g 3g 2 c g g

2g g g g g g g g g

      − −    − + + =          − −  

         (83) 

ve 

( ) 2 1 2
2 1 22 1 2 1 2

1

1 2 1 2 2 2 1 2 1 2

1
2 c g g

2 c 1 g gg g g g g2
3g

g g g g g g g g g g

   −      − − −  + − =
        − −

  

               (84) 

 

elde edilir.  (81), (82), (83) ve (84) denklemleri kullanılarak 

 

( )
( )

( )
( )

1

1

2c

1 2 1 2 1
1 2

2c 3
4 1 1 2

f f f f f2 c c

c c 1 f f
+

    −− +
=

+ 
, 1c 1 −                                                                (85) 

 

ve 

 

( ) ( )( )
( )( ) ( )

1 2 1 2 1 1 2 2

2

1 2 2 2 2 1 1 2 1

2g g g g 1 c g g 1 c
1

g g 1 2c g 3g 2 1 c g g g

   − − − +
=

     − + + − −
  

                                              (86) 

 

elde edilir.  Böylece sıradaki teoremi verebiliriz.   

 

Teorem 9. 

M , (6) parametrizasyonuyla verilen bir küresel çarpım yüzeyi olsun.  O zaman M ’nin  

null 2 -type 2 ( 1 3 20, 0  =  = ) olması için gerek ve yeter şart (85) ve (86) 

denklemlerini sağlamasıdır [22].   

 

Durum 9. 1 2 30, 0  =  =  olsun.   Buradan ( )E u 0 , yani 

 
3

1 2 1 2 1 2f f f f cf f    −                                                                                                       (87) 

 

ve 
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( )
( ) ( )( )

( ) ( )

E u
A u B v 0

2

A u D v 0

 
= +  

 
 + = 

                                                                                           (88)  

 

elde edilir.  (88)’den 

 

( ) ( ) ( )1 2 1 1A u c , B v c c , D v c  = =  − = −                                                                            (89) 

 

olur.  Burada 1c  ve 2c  sabittir.   

 

 (89)’dan,  

 

( ) ( )1 2E u 2 c c= +                                                                                                             (90) 

 

ve 

 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 1 2

2
1 2

4 c c f f f f f

3 1 2 1 2
f f

3

1 2

c f f f f
e

f f

   + −



   −
=


, 

3c int . sabiti=                                             (91) 

 

elde edilir.  (89)’dan 

 
( ) ( )1 11 2c 2 2c

1 2 2
1 2 1 2

4

f f f
f f f f

c

− + 
   − = , 4c int . sabiti=                                                      (92) 

 

ve 

 

( )2 1 2 1 2 1 2
1 2 2 1 2

1 2 1 2 1 1 2 1 2

2 1 c g g g g g g1 1
g 3g 2 c g g

2g g g g g g g g g

      + −    − + − + =          − −  

      (93) 

 

ve 

 

( ) 1 1 2
1 1 22 1 2 1 2

1

1 2 1 2 2 2 1 2 1 2

1
2 c g g

2 c 1 g gg g g g g2
3g

g g g g g g g g g g

   +      − −  + − =
        − −

  

.                 (94) 

 

elde edilir.  (91), (92), (93) ve (94) denklemleri kullanılarak 

 

( )
( )

( )
( )

1

1

2c

1 2 1 2 1
1 2

2c 3
4 1 1 2

f f f f f2 c c

c c 1 f f
+

    −− +
=

+ 
, 1c 1 −                                                                (95) 

 

ve 
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( ) ( )( )
( )( ) ( )

1 2 1 2 1 1 2 2

2

1 2 2 2 2 1 1 2 1

2g g g g 1 c g g 1 c
1

g g 1 2c g 3g 2 1 c g g g

   − − − +
=

     − + + − −
  

                                              (96) 

 

elde edilir.  Böylece sıradaki sonucu verebiliriz.   

 

Teorem 10. 

M , (6) parametrizasyonuyla verilen bir küresel çarpım yüzeyi olsun.  O zaman M ’nin  

null 2 -tip 2  ( 1 2 30, 0  =  = ) olması için gerek ve yeter şart (95) ve (96) 

denklemlerinin sağlanmasıdır [22].   

 

Durum 10. 1 2 3 0  = =   olsun.  Buradan 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

E u
A u B v A u D v

2
= + = +                                                                                  (97) 

 

olur.  Böylece B(v)=D(v), yani 

 

( )
( )

3

1 2 1 2

6

1 2 1 2

g g g g
c

g g g g

 −
=

   −
, 

6c int . sabiti=                                                                             (98) 

 

elde edilir ve (98)’den 

 

( ) ( )B v D v 1= = − .                                                                                                           (99) 

 

olur.  Böylece 

 

( ) ( )E u 2A u 2= − .                                                                                                        (100) 

 

elde edilmiş olur.  (100) eşitliğinden gerekli hesaplamalar yapılırsa 

 

( )
( )

( )1 2 1 2

1 2 1 2

2
2 f f f f

22 1 2 1 2
2 f f f f

1 1 2 1 2

cf 2 f f f f
e

f f f f f


 −

−
 −

 − 
=

    −
, c int . sabiti=                                                  (101) 

 

elde edilir.  Böylece sıradaki teoremi verebiliriz.  

 

Teorem 11. 

M , (6) parametrizasyonuyla verilen bir küresel çarpım yüzeyi olsun.  O zaman M ’nin 

2-tip 1  ( 1 2 3 0  = =  ) olması için gerek ve yeter şart (98) ve (101) denklemlerini 

sağlamasıdır [22].   
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