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Ozet

Bu calismada, skaler denklemlerin kararliligin1 belirlemek i¢in kullanilan kararlilik metotlar
verilmistir. Bu metotlar agiklanmis, bu metotlar ile ilgili olarak teoremlere yer verilmistir.
Sonuca kolay bir sekilde ulasmak icin kararhilik tablolar1 olusturulmustur. ilgili rnekler
verilmistir. Son olarak, ¢alisma boyunca iizerinde durulan kararlilik testleri karsilastirilmis ve

birbirlerine gére avantaji incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kararlilik, Fark denklemleri, Skaler denklemler, Kararlilik testleri.
Stability Analysis in Scalar Equations

Abstract

In this paper, it is given stability methods used for indicating stability of scaler equations.
These methods are explained, the theorems as regard with these methods are given. For
reaching to the result easily, stability tables are constituted. Related examples are given.
Finaly, stability methods which are given along this study are compared; and advantages

relative to each other of these methods are investigated.
Keywords: Stability, Difference equations, Scalar equations, Stability test.
1. Giris

Fark denklemlerinin kararlilig1 lizerine simdiye kadar ¢esitli calismalar yapilmis ve bunun
sayesinde de 6nemli bilgilere ulasilmistir. Acaba genel fark denklemlerinin 6zel bir hali olan
ve “skaler denklemler” olarak da bilinen reel degerli homojen fark denklemlerinin

kararlihigin1 belirleyen metotlar nelerdir? Iste bu sorunun cevabi calisma konumuzu



olusturmustur. Ayrica bu metotlarin birbirine gore avantaji incelenmistir. Bu metotlar, verilen
skaler denklemi ¢6zmeden skaler denklemin karakteristik polinomu yardimuiyla, kararlilik testi
icin pratik bir hesaplama gerektirir [1-6,8]. Oncelikle ¢alismamizla ilgili bazi tanimlar

hatirlayalim.
Tanm 1.1 a_,,3, ,,...,8,€ R olmak iizere k. mertebeden bir skaler denklem
x(n+k)+a_x(n+k-1)+a, ,x(n+k-2)+...+a,x(n)=0 (1.2)

formunda tanimlanir [7].

Tamim 1.2 (1.1) ile verilen skaler denklemin karakteristik polinomu
D,(A)=A+a_ A" +...+al+a,
olmak iizere; D,(A4)=0 denkleminin koklerine “6z deger” denir [7].

Tammm 1.3 (1.1) ile verilen denklemin asimtotik kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart
\A|<1;i=12,.,n [7].

2. Skaler Denklemler i¢cin Kararhhk Testleri

Skaler denklemin karakteristik polinomu yardimiyla, kok yer teknikleri ve agik kok
belirlenmesi etkili bir bicimde uygulanabilir. Burada, tablosal teknikler ile basit ve sistematik
bir sema ortaya ¢ikarilmistir., Hesaplama ve uygulama basitliklerinden dolayi, tablo teknikleri
biiylik oranda dikkat ¢ekmistir. Bu teknikler skaler denklemin karakteristik polinomunu
kullanilarak ikinci dizi belirleyicilerinin hesaplamalarini gerektirir. O zaman kararlilik sartlar

tablodaki elemanlardan kolayca elde edilebilir [1-6,8]. Simdi bu testleri inceleyelim.
2.1. Marden-Jury Testi

[3] de verilen bu kararlilik testinde bir skaler fark denkleminin karakteristik polinomu

D(z)=d,+d,z+...+d 2" (2.1.1)

seklinde tanimlansin. Bu test [Di (z )]i”:O = {DO( z)D,(z)---D,(z )} seklinde bir polinom

dizisi olusturarak D ( Z) nin kararliligini inceler. Bu polinom dizisi;

D..(z)=d,,D,(z)-d,;, D/ (2) (2.1.2)
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bagntisi kullanilarak olusturulur. D.(z); (n-i). mertebeden polinomu
D,(z)=d;,+d;;z+---+d,;, ;z"" olmak iizere ve D;(z), D(z) nin karsilikli polinomu olup
D (2)=z"'D,(z ") =d,,; +d,,;,z++d;,z""  seklinde tanimlamrr. Aym zamanda
D,(z)=D"(z)=d, +d ,z+---+d,z" seklindedir. Denklem (2.1.2) kullanilarak dizilerin

elemanlari ile olan iligkisi goz 6niine alinirsa; i =0,1,2,...,n olmak iizere;

D..(2) =d;o(d;, +di,1z+di,222 +"'+di,n—izn_i ) =i (i +di a2+t di,12n+l + di,oznii)

Di+1( z ) = diZ,O - diz,n—i + (di,odi,l - di,n—idi,n—i+1)z +...+ (di,Od —d, 'di,l)n7i+lzn7i+l

i,n—i+1 in—i

yazilabilir. Temel sart asagidaki teoremde oldugu gibi verilebilir.

Teorem 2.1.1 (2.1.1) ile verilen D(Z) polinomunun tiim sifirlarinin birim ¢ember i¢ine

diismesi igin <>, =d;, >0, 1=12,---,n [3].

2.2 Hu’nun Kararhlk Testi

Bu test yardimiyla olusturulan tabloda Marden-Jury Testinde kullanilan polinomlar
dizisiyle basit iligkili {Si(z )}LO simetrik polinomlardan olusan yeni bir dizi tanimlanmistir

[3]. Yeni polinom diizenlemesi ile olusturulan bu tablo uygulamasi, iki boyutlu ve g¢ok
boyutlu sistemlerin kararliligini test edecek sade ve sistemli bir teknigin bulunmasina yol

agcmuigtir.

{Si (z )}i":o simetrik poliomlarin yeni bir dizisi,

{Si ()}, ={So(2)S,(2)-+-S,(2)} (2.2.1)
verilsin. ~ $;(z), (n—i). mertebeden polinomu;  S,(z)=S,,+S;,z+--+S;, ;2" ile
Si;=Sinij 1=01-- Int((n-1)/2)seklinde tamimlanmir. Burada Int(.), tam deger

fonksiyonudur. ilk iki {S,(z)} ., polinomu;

So(2)=D,y(2)+D,(z) (2.2.2)

ve

S(z)=D,(z)+D;(2) (2.2.3)
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olarak verilir ki, burada D,(z), D;(z), D,(z) ve D;(z) denklem (2.1.2) ile verilen {D,(2)}

Marden Jury dizisi polinomlaridir. {Di (z )}in:O deki polinomlar yardimiyla S, ,(z), i>0
simetrik polinomlar1

S..(2)=(1+2")5S,(2)+2 1S, ,(2) (2.2.4)
bagintisi ile hesaplanir. Buradaki katsayilar asagidaki sekilde verilir:

8 =Si 1001 =dig
G =26; =Sip =dip—din;
=500 4

Teorem 2.2.1 D, (z)=d,,D(z)+d,, D(z) ve D, (z)=z"(d,Dc(2)—d,«D(2))
olmak iizere, Denklem (2.2.1)’de verilen {Di (z )}in:O Marden Jury dizisinin polinomlari

arasindaki baginti

S.(2)=D,(2)+D/(2) (2.2.5)
seklindedir [3].

Bundan sonra {Si (z )}in=0 simetrik polinomlarin dizisini olusturup yeni bir tablo verecegiz.

Yeni tablonun elemanlariyla ilgili uygun kararlilik kosullar1 da verilecektir.

Tablo 2.1. Hu’nun Kararlilik Tablosu

Satlr z 0 Zl 7 my 7 my+1 Z my
0 SO,O S0,1 Tt SO,mk SO,mk+l e SO,m0
1 S1,0 S1,1 e Sl,mk Sl,mk+1
k S'k,O Sk,l Sk,mk (Sk,mk,(1 )

k+1 Sk+1,0 Sk+1,1 Skﬁ—l,mw1

n-3 Sh-3.0 Sh-a1

n-2 Sh-2,0 Sh-2.1

n-1 Sno10 (Sn—l,l)
N Sn,O



[lk satirm elemanlar1 satir “0”, denklem (2.2.2) de verilen S,(z) polinomunun
katsayilar1 olup Sy i =d, i +d, . ¥ 1=0,1,---,m, seklindedir. Ikinci satirin elemanlari, satir

“1” denklem (2.2.3) de verilen S,(z) nin katsayilaridir ve asagidaki formla hesaplanir.

S(2)= do,o D, (2) + do,n D;(Z) +z7 (do,o D; (2)- do,n D, (2))
=do,0(Dy(2)+27D4(2))—d,,, (27D, (z) - Dy (2))

D,(z) nin katsayilarini kullanarak S, ; =d,o(dy; +dg, 3 )—0on(dg s +dg, i), J=01---m

yazilabilir. Sonraki satirdaki elemanlar ayni sekilde Teorem 2.2.1 de verilen baginti

yardimiyla hesaplanabilir. Buna gore genel bagint1 ve katsayilar

Si,j :é‘i—l(si—l,j +Si—1,j+1)+:ui—18i—2,j+l , 1=2,3,--,n, j=01---m,

Lonciy it .
m, = i veya m, = Int[E(n—i)]
E(n—i—l) ,n—itek

seklindedir. Tablo 2.1, mi=|nt[%(n—i)] ile birlikte S;(z), 1=0]L,--,n polinomunun

katsayilarini yartya diistirerek olusturulan simetrik polinomlarin basit bir seklidir. Yinede n-i
tek sayili satirlar i¢in Si,mM elemanlart bir sonraki satirin elemamt olan S,

hesaplanmasinda gereklidir. Bu nedenle biz onlar1 sol elemanlarin kopyast oldugunu

belirtmek i¢in tabloda parantez igerisine yerlestirdik. Matematiksel olarak ;|

S =S, n—i tek i=12,---n—1 seklinde ifade edilebilir.

My I !

Tablo 2.1 in yapist siirekli zaman sistemleri igin kullanilan Routh Tablosuna ¢ok
benzer; sayet n tek ise m =m, = %(n —1) dir. Yani tablonun ilk iki satir1 ayni say1
elemanlarina sahiptirler. Boylece elemanlarin satir1 her sirada bir azalacaktir. Sayet n ¢ift ise
m, = % n dir. Elemanlarin sayilarinin azalmasi satir 1 den baslayacaktir. Son iki satir olan n-1

ve n hep bir elemana sahip olacaktir. Buradan (n-i) tek sayili satirlardaki (Si,miﬂ)

kopyalanmis elemanlar1 igermedigi anlasilir. Asagidaki teorem yeni tabloya uyumlu olarak

denk kararlilik kosullar1 vermektedir.

113



Teorem 2.2.2 d, >0 ile birlikte D(Z) nin biitlin sifirlarinin birim ¢ember i¢ine diismesi igin
= D(1)>0,(-1)"D(-1)>0 ve Sip>0,i=12,--n-1 veya
Sio>0,i=12,---n-2veq, ,>0veya S,;>,0;>0i=13,--,n-2, ntek veya
Si0>0,i=0,2,---,n-2; q,<0ve ¢, >0; i=2,4,---,n-2, n cift

denk olan sartlardan biri yerine getirilmelidir.

2.3 Jury Testi |

n
F(z)=>a"z*, R iizerinde n. dereceden polinom dizisi olsun. {,} varyasyonu reel
k=0

sayilar dizisindeki farkli isaretlerin sayisin1 gostersin. F (Z) nin karsilikli polinomu F7(z)
olmak tizere, eger F(z)=F7(z) ise F (Z) nin simetrik oldugu sdylenebilir. F(z) e C, (2)
oldugunda F*(z)=2z"F(1/z) dir. Burada F(z), F(z) nin eslenigidir. Biz; F(z), reel
katsayili polinomu tizerinde ¢alistigimizda katsayilar degismez.

F(z):Fn(z)=§oakzk, F(1) e R ve F(1)#0 (2.2.6)
olsun. Reel durumda, genelligi kaybétmeden a, >0 oldugunu varsayalm. F(z) nin

kararliginin belirleme formunun incelenmesinde azalan mertebeli polinomlarin bir dizisi

bulunur. JT ve daha sonra MJT de kullanilan polinom dizisi {Fi(z )}in:O seklinde tanimlansin.
Burada F,(z)=3a(’z* formunda elde edilen polinom dizisi, {F(z)", ve
k=0

F(A)=ama" +ama" +alMa"? 4 +alm? +alma+al" karakteristik polinomunun

katsayilar1 yardimiyla asagidaki tabloyu olusturabiliriz [7].

Tablo 2. 2. Jury’nin Kararlilik Tablosu

Satir | 2° I 2 A PR
1 al” al™ al ... a™ ... an alm a
2 am a” am ... am ... ai a™ am
s (A A L A L ary
T - S - R B
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(n-2) (n-2) (n-2) (n-2) (n-2)
5 aO a'l a'2 ak an—2
(n-2) (n-2) (n-2) (n-2) (n-2)
6 | am a" a"? ... a"? ... a
(3) (3 (3) (3)
2n-5 | & aQ a, a,
- (3) (3) (3 (3)
2n-4 al al al a
2n-3 | af? al® al?

Teorem2.3.1 F (Z) nin asimtotik kararl olmasi igin;

) F(1)>0 ve (-1)"F(-1)>0

i) [ai"| >

(n-1) (n-2)
a, ', ‘>O, ‘ao ‘>

(n-2) 2 o)
a,, ‘>O,...,‘a0 ‘>‘a2 ‘>O

sartlar1 saglanmalidir. Burada a{"™ ve a{"? katsayilari;

(n) (n) (n-1) (n-1)
a(n—l) _ ak a'n a‘(nfz) _ ak an—l
k T a(n) (m| "’ k | 4(n-) (n-1)p ' "
an—k a'0 a‘n—k—l a0
k=0,1,...,n-1 k=0,1,...,n-2

ile hesaplanir [7].
2.4. Jury Testi 1l (Raible Tablosu)

Jury bu test ile verilen bir skaler denklemin karakteristik polinomu yardimiyla birim
cember icine ve disina diisen koklerin hesaplanabilecegini, boylece baska bir irdelemeye

gerek kalmadan asimtotik kararliligin tesbit edilebilecegi lizerinde durmustur [6].
F.(z)=F(z), (2.2.6) denklemi ile verilen reel katsayili polinomu yardimiyla elde

edilen azalan dereceli polinomun katsayilari

(n) (n) (n)

a a a
. (n-1) _ A(n) 0 (n) (n-1) _ A(n) 0 (n) (n) _ 4(n) 0 (n)
I:n—l N L (n) a ., =a,; — () & e @y =) — (n) a;
an an an
(n-1) (n-1) _
a a (n-1)
- q(n-2) _ o(n1) _ %o n-) o(n-2) _ A(n1) _ %o (1) (1) _ (-1 _ S (n1)
I:n—2 . an—z - an—l a(n_l) aO ,an73 - aH (n-1) al e aon - aln - (n-1) anEZ
n-1 any a,,;
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O_2 8 w2 8 @ 00 3 @

. _ 0 _ 0 _ 0

Fl ‘e =48, — (2) d & =a; — (2) a8y =a  — (2) a
aZ aZ aZ

(0)

a
. A(0) _ A(0) 0 (0)
Foray’' =q ~ oy &
a

ile verilir. Raible tablosunun her bir satir1 bir polinomu simgeler. F (Z) polinomunun birim

cember i¢indeki ve disindaki kok sayilarini sirasiyla i(F) ve o(F) seklinde gosterelim. O

halde asagidaki teoremi verebiliriz.
Teorem 2.4.1. Raible tablosunun ilk kolonunda sifir olmadigi diizenli durum igin;
(1) Eger al” >0 ise, i(F) = +{a"”,a",?,..,a"®, a}
()=l ), )
(2) Eger al” <0ise, I(F)= —{a"”, al%?, ..., a", a”}
o(F)=+{a%", ah”, ..., a", &}
ile kok sayilar1 hesaplanir [6].

Teorem2.4.2 F (Z) nin asimtotik kararli olmasi i¢in < i (F) =n olmasidir [6].

2.5 Reel MJT (Modifiye Edilmis Jury Testi)

JT’nin modifiye edilmis versiyonu ilk kez Schur-Cohn minorleri, daha sonra ig
determinantlar1 elde etmek amaciyla kullanilmigtir [1]. 2x2 boyutunda matrisin determinant
hesabr ise kararliligin belirlenmesinde kolaylik saglar. Reel-MJT asagidaki polinom dizisini

kullanarak olusturulabilir.

~[a3"F,(2) - a"F, (2)] ji=n-1
F.(2) =1[a ’F,1(2) - &), "F41(2)] i=n-2 (22.7)
1 ji=n-3n-4,.,0

a5 F..(2) - &l Rl

i+1

(i+2)

Elde edilen her polinom, bir 6nceki polinomun katsayilarina bagl olarak asagidaki sekilde

elde edilir. F,(z) ve F.(z) karsilikli polinomu

F(2)=a"z"+a"z"" +a”z"? +...+a"z +a"z +al”
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F(z)=a{"z"+a"z" +alVz"? +...+a")z? +a"z+a"

olmak iizere F _,(z)=a!"Vz"" +al""z"? +...+a""z* +al"Yz+al"™" polinomunu elde
edelim.

F.(2)=-a"a"z" —a"al"z"" —afa",z"* —...— a{"a"z* —a{"a["z - (a")’
+a"az" +aMaVz" P +al"aMz"? +. . +aaVz* +aMaVz + (aV)?
Fou(z)=[a"a” —ai"a) 1z"* + [a{Va{” —ai"a{) ] +...+
[a)a —a{"al" 22 + [aa” —a{ a1z +([a(" ]1* - [a}" ]?)
olup katsayilar,
ol =aal? el

(n-1) _ 4(n)4(n) (n)4(n)
a, =a; 'a, " —q; 'a,;

(n-1) _ 4(n)4(n) (n)4(n)
a, =a,,a, —3;, ‘&,

(n-1)

_ a(n)q(n) (n)4(n)

Q =a,5a, —a; '
n-1 n 2 n 2
A" = a1 - [a("]

seklinde bulunur. Benzer islemlerle

Fo(z)=a"z"? +...+a"z? +a{" Pz +al"?

polinomunun katsayilar

(n-2) _ A(n-1)4(n-1) (n-1) 4(n-1)
a, =3, a s, —ay,

(n-2) _ A(n-1)4(n-1) (n-1) 4(n-1)
a, =3a, a, —a,; a3

(n-2)

8

-1) 5(n-1)

a

_ af(n (n-1) 4(n-1)
=aq, —a,, a5,

Al = (a" ™) ~(aly" )’

elde edilir. Asagidaki cizelge iizerinde, katsayilar arasindaki iliskiyi daha agik bir sekilde

gorebiliriz.
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Tablo 2.3. Modifiye Edilmis Jury Tablosu

(n) (n) (n) (n) (n) (n) (n) (n)
F a‘n a'n—l an—z a'n—3 a3 a2 a'l a‘0
n
(n-1) (n-1) (n-1) (n-1) (n-1) (n-1) (n-1)
F a‘O al aZ a3 an—S an—z an—1
n-1
(n-1) (n-1) (n-1) (n-1) (n-1) (n-1) (n-1)
an—l an—2 an—3 an—4 a2 al aO
F - a(()n—?)) al(n—3) agn—a) aén—3) ar(]:3)
n-2 *°
(n-3) (n-3) (n-3) (n-3) (n-3)
an—3 a‘n—4 an—5 a‘n—G a'O
F.s:
L a? e Al el
3 -
a:(33) a§3) afs) a(()3)
F . a(()2) a‘1(2) agZ)
2 -
agZ) a‘1(2) a_(()2)
F - aél) afl)
1.
al(l) a(()1)
For | al

A, = a(()"’i) , 1=12,...,n omak tlizere katsayilara bagli A., Schur-Cohn mindrleri ve

A, 1=12,...,n i¢ determinantlar
a” +al" i=1

A = a(()nfl) + ar(:Il) i=2 (228)

(n=i+1) | (neidl) T —
a, +a 1=3,4,...,n
A

ile verilir. F (Z) nin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki gibi belirtilebilir.

Teorem 2.5.1. (2.2.6) da verilen F(z)e R, [z] polinomu i¢in F(1)>0, (-1)"F(-1)>0

olmak lzere;
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a) A, >0,i=12,...,n-1
b) n ¢ift, A4 >0,4; >0,...,4 , >0,
c) n tek, 4, >0,4; >0,..., 4 >0,
yukaridaki denk olan sartlardan biri yerine getirilmelidir [1].
2.6 Reel-BT (Bistritz Testi)
[2] de verilen bu kararlilik metodunda BT de kullanilan polinom dizisi {Ti (z )}inzo ile

i .
gosterilsin. T,(z)= >t{”z" ile tanimlanan dizinin sematik olarak gosterilmesinde ilk satir .
k=0

mertebeden polinom, ikinci satir (n-1). dereceden polinomdur ve azalan mertebeyle devam

eder.

Bistritz F(z) kararhiligini asagidaki sekilde verilen {Ti (z )}inzo simetrik polinom dizisi

kullanarak arastirdi. Reel-BT igin

F.(z)+F/(z) i n
T(2)= F“(Z)Z__';:(Z) i=n-1 (2.2.9)
5,2(2+1)s(2) =T (2) =nman=se0
z
formuna sahibiz. Ayrica;
_Tia(0) 6™ i=n-2,n-3...0 (2.2.10)

TL0)
gegerlidir. T,(z) simetrik oldugu igin t{" =t""), k =0,1,...,i yazilabilir. O halde asagidaki

teoremi verelim.

Teorem 2.6.1 Denklem (2.2.6) da verilen F(z)e®R [z] polinomu Teorem 2.5.1. deki
sartlar yerine getirildiginde kararhdir. Ayrica, T,(0)=t’ #0, i=n-1, n-2...,0 ve
v, =var{T (1),T, ,(1)....,T,(1)} =0 seklindedir.

(2.2.9) numarali denklemden F(Z) kok dagiliminin belirlenmesi i¢in bir ¢izelge

metodu gelistirilebilir. Bistritz’in belirledigi determinant kurali;
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ko 7 4 (i+D) | 4(i+) (i+1) (i+1)
to to tk +tk+1

(i+2) (i+2)
T P’ b } k=0,1,..,i

olup {Ti(z)}?:o dizisi i¢in asagida tanimlanan c¢izelge formu diizenlenir. Ayrica {Ti(z)}?:o

polinomlar1 simetrik oldugundan dolay1 sadece girislerin yaris1 degerlendirilir [2].

Tablo 2.4. Reel Bistritz Tablosu

Tn_l . t(()n—l) tfn—l) tgn—l)

Tn72 . ténfz) tl( n-2)

T, : D (@

T,: t

T,: t{%)

Simdi verilen bu iki test arasindaki iliskiyi inceleyelim.
2.6.a Reel - MJT ile Reel - BT Arasindaki Iliski

Biz reel — MJT de faydalandigimiz {Fi(z)}?:0 ve reel-BT de faydalandigimiz

{Ti(z)}i“:o dizileri arasindaki iliskiyi arastiracagiz. Sonu¢ bizim amacimiz agisindan

onemlidir. Reel-BT den elde edilen Schur-Cohn minoérleri ve i¢ determinantlar elde edelim.

Denklem (2.2.9) dan n satir ve i=n i¢in

1 1 1 1
F==T +=(z-1T._, ve F ' ==T —=(z-1)T, 2.2.11
n 2 n 2( ) n-1 n 2 n 2( ) n-1 ( )
denklemine ulasiriz. Boylece;
a™ — 1 1o 1 {0 g _ 1 1o _ 1 (0D
" ° ¢ © 27 (2.2.12)
a®™ 4™ = a™ — g™ = "D

elde ederiz. Denklem (2.2.11) i kullanarak ve (2.2.9) numarali denklemden aliman T in

degistirilmesiyle, F, , ielde edelim.
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o, T..(z)(z+1)-T,
T, =2l ()-8, (2)-6T,4(2)
T _ 25nTn—l( Z)+ ZTn—lgn _Tn—15n _Tn _ 2é‘nTn—l( z )_Tn +( z _1)Tn—15n
n-1 7 7
1 1 1
26T, (2)~ T +-T. +(z-1)T,8
Tn,z _ n n—l( ) 2 n 2 n 2( ) n-1~n
VA
1 £ S S
EZTn—Z zt(()n—*l)Tn_l_ETn +t(()n—’l)Tn_1 E(Z—l)
1 w1y Lo
t(n) 7Tnt(() l)_it(() )Tnfl(z_l)
=9 T _— 2 2
t(()n—l) n-1 t(()n—l)

t(()n—l) — aE]n) _a(()n)

t{" =al™ +al™

1 n n 1 n n
t(()“) ETn(arg )_a(() ))_E(afm )+a(() ))Tn—l(z_l)
= tén—l) Toa— tén—l)
o am T tamGoyn —a it ~Taer (2-1)
LI 2 2 2 2
t(”—l) n-1 t(”—l)
0 0

. melo 1 L1lo1
t )Tn_l—qag (T =5 (21T, )}—ag G, +2Tn_1(z—1))j

t(()n—l)

_ t(()n)Tn—l _(afln)Fni( Z)_a(()n)Fn( Z )) _ t(()n)Tn—l — Fn—l
- t(n—l) - t(”—l)
0 0

121



(n)
b T 1zT

(n—l) n-1 n-2
t{ 2

Fo=t"™"

1.,
Fn—l = t(()n)-rn—l - Et(() 1)ZTn—Z

O, T, .(2)(2+1)-T,(2) (z+1=2z—-2z+1)
n-2 Z

—
Il

ZTn—Z = 225nTn—1(Z)_ZTn—l(Z)+Tn—1(Z)_Tn(Z)
%zTn_2 =20,T, _1(2)— 20T, (z)+= T_l(z) T (2)

1 , K" 14"
EZTn—Z t(nl) n—1( ) 2 t(nl) n—1(Z)+ Tnl(z) T(Z)

e (21T (2)+ ST (2)
=1 ; 1 Tn—l(z)_2 1 2
t(()n—) tén—)
1 (n) * 1 (n-1) #
t(n) 7t0 (Fn(z)_Fn (Z))+7t0 (Fn(z)+Fn (Z))
=1z - 1 Tn—l(z)_2 12
t(()n—) tén—)
2 ;t(“)F(z)+ t"MF,(z)- G t(“)F (2)- t("‘”F (2))
-0
= n nl( ) n
t(() -1) t((J l)
1 1
Fo(z) St + 2t |- F7 t(") t§" Y
. (2} 540+ (2) T
t(n -1) n—l( )_ t(()n 1)
12 F(2)al" - Fr(2)a"
EZ n-2 t(n 1) n—1( )_ t(()n,l)
1 t§" F.(z)al” —-F7(z)a{"”
ETn—Z (n-1) n—l( )_ (n-1) 2
Ry 2t
t§" F.(z)al” —F/(z)al” t"™ F**
t(n -1) n—l( )_ Zt(()n,l) t(n 1) n—1( ) O )

ar(ln) Fn (Z) B a(()n) Fn¢ (Z)
Z

Fn—l = a‘t(1n) Fn;t (Z) - ac()n) Fn (Z) = I:n?il =
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oldugundan,

(n)
I:n;t—l( z ) _ t0n
(n-1) 7 §(n-1)
1:O tO

1
Tn—l( z ) - ETn—Z

té n—1)

Fnil = t(()n)Tn—l - —Tn—z

olarak bulunur. Boylece,

1
I:n—l = t(()n )Tn—l - Eténil)ZTn—Z

1
I:n¢—1 = t(()n )Tn—l - Et(() i )Tn—z

ve katsayilar

1
(n-1) _ +(n) +(n-1) (n-1)4(n-2) (n-1) _ +(n) 4(n-1)
al" ) =t D _ =g (n DD alm™ ="t

(2.2.13)
aén—l) + ar(::l) — Zt(()n)t(()n—l) _%ténl)ténz)’ a(()n—l) _a;(:f) — %ténl)t(()nz)

seklinde elde edilir. Denklem (2.2.11) 1 kullanarak (2.2.9) dan alinan T, ; in degistirilmesiyle;

1 2 1 1
anz — _tén—l) (Zt(()n) _Et(()n_Z) )Tn,g __t(()n)t(()n—l) .tén_z)ZTn73

2 2 (2.2.14)

- 1 n-1)° n 1 n— 1 )4 (n—1)4 (n—
I N AT

ulasiriz. Boylece;
aﬁ:z) — lt(()n—l)zt(()n—Z) (Ztén) _ lt(()n—z)) _ lt(()n) .t(()n—l) .tén—z) .t(()n—S)
2 2 2
1 2 1
(n-2) (n-1)%4 (n-2) ro¢(n) (n-2)
a =—t t 2t," — =t
0 2 0 0 ( 0 2 0 )
(2.2.15)

_ _ 2, (e 1., 1 1) (n=2)s (N
a(()n 2) +ar(:22) :tén 1) tén 2) (Ztén) _Etén 2))_§tén)tén 1)tén 2)tén 3)

1
(n-2) (n-2) _ (M) (n-1)4 (n-2)¢ (n-3)
a, —a,, = _to to to to
elde etmis oluruz.
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Teorem 2.6.2 i=n-2, n-3,...,1 i¢in reel-MJT ve reel-BT satirlar1 arasindaki iliski

Fo=xOT +y®zT

! ! i-1
. . . aéi) ) aéi) —a.(‘) . .
denklemleriyle verilir. Burada x = o y® = _t(i——l)l ve x y® R seklindedir
0 0

a(i—l) _ai(jil) ~ t(()i—z) a(()i) _aﬁi)

- _ . . O i . .
Sonu¢ 2.6.1 i=n—-2,n-3,...,2 i¢in NG =0 N gecerlidir.
0 0 0
Teorem 2.6.3 Reel-MJT ve Reel-BT nin her satirinin katsayilari,
(AR S
t(()n)_to(n—l) I=n-1
0 0
(1) (1)
& '~ _ Ll o
W_ Et0 1 I=n-2,n-3,..1
0 =0
ile birbirine baglanir ve
L i=n
al’ +a "
(i-1)
a, 2 .
m |—n—1,n—2,...,1
0 -0

bagintis1 gegerlidir.
2.6.b Schur-Cohn Minérleri ve i¢ Determinantlar

Daha 6nceki boliimde elde edilen sonuglarla birlikte, simdi Schur-Cohn mindérlerini ve
i¢ determinantlar1 reel-BT den elde edebiliriz. Once Schur-Cohn minérleri hakkinda bilgi

verelim. Asagidaki sonug A,;; Schur-Cohn mindérlerini reel-BT den nasil elde edilebilecegini

gostermektedir.

Teorem 264 A, =%(t§”““)té“‘”[2Ai_1 —%tén_iﬂ)té"‘“Ai_z] i=12,.,n bagntsi

gecerlidir. Burada A, =0,i<0ve A, =1 dir.
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Teorem 2.6.5

VA i=13,.
A, = _
%tg”"’.A‘il i=24,.

ile hesaplanir. Burada A, =A/A,1=1,2,...,n ve A, =1dir.

2.7 Hu’nun Modifiye Edilmis Tablosu Yardimyla Kararhhk Testi

Hu’nun tablosunu olustururken MJT tablosuna ihtiyag¢ vardir. Bu yiizden MIJT i

tekrar gozden gegirelim. n. mertebeden verilen bir skaler denklemin karakteristik polinomu;

D(z)=d,+d,z+...+d,z" seklinde tanimlansin. Burada, d., j=1,2,...,n reel ve n

j 1
sistemin mertebesidir. MJT deki polinomlar ve katsayilari igin daha 6nce kullandigimiz F ve f

harfleri yerine D ve d harflerini kullanacagiz. MJT Tablo 2.5 de verildigi gibidir [3].

Tablo 2.5. MJT
Satir Di(z) 2° s 22 7"? z" z"
0 D,(2) doo do, do, dons do,a do,
1 D,(z) dy, dy, dy, ... dy,s dypy
2 D,(z) d,, d,, d,, d,,

n-1 Dn—l( z ) d n-1,0 d n-11

N Dn(z) dn,O

MJT formunun bir polinom dizisi, {D(z)}, = {D,(2)D,(z)...D,(z)} olmak iizere;

D,.,(2) :P_i(di,oDi (2)-d;, D (2)) ile D,(z)=D"(z)=d, +d, ,z+...+d,z" ve

i-1

Pi_lz{dim ,i-1>0

1 , diger durumlarda
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alalim. Simdi modifiye edilmis bir Hu Tablosu (MHT) elde edecegiz, dyle ki {H,(z)}", ile
gosterilen simetrik polinom dizisi MJT’de kullanilan {Di(z)}i”:o dizisiyle, basit bir iliski
igindedir. Yani; H,(z)=D,(z)+D;(z), i=0,1,..., n olmak iizere

|+1( )__( d|n| |(Z)+d|OD(Z))

denklemini takiple;

2P ,(D.,(2) + D, (2)) = (zd; s —d; ) D, (2) + (d , — 2d; ) D/ (2)

yazilabilir. Sag taraftaki islemlere devam edilirse;
|0 I(Z) dln —i |(Z)+d|0D (Z) Zdln —i i (Z)
+2d,,D; (z)—1zd,,D; (z)+d,,D;(z)—d, ,Di(2)

=2d,,(D;(z)+ Di*(z))+di,O(Di(Z)+ DI*(Z))

—(d;p; +d;0)D,(2)—2(d;, , +d; )D (2)

=(1+2)d;o(D;(2)+D;(z))~(d; . +d; )Di(2)—2(d; . +d;4)D(2)

= A(D,(2)+D;(z))+BD,(z)+CD;(z) (2.2.16)
elde edilir. Burada A=(1+2)d,,, B=-(d,,;+d,,), C=-z(d,,+d,,) almmstr.

BDl(Z)+CD|*(Z) :Bpi( i-1,0 —l(z) d—lnH—l —1(2)):|

i-2

7z .
+C P_( 00D (2)+d Dy (2 ))}

i-2

. 1 _ _
BD;(z)+CD; (z) = P_ [( Bd;,, -2 lCdi—1,o )D i (2)+(-Bdi ;. +2 1Cdi—l,o )]

i-2
ve C = zBbagintilar elde edilir. Denklem (2.2.16) ve son esitlikten;

2R 1(D,.1(2)+DLy(2)) = A(D(2)+D; (2))+B(D,(z)+2D;(2))

# (G ~diap i )(Da(2)4D4(2)) (2217)

esitligine ulagiriz. D;(z) ve D;(z) mn katsayilar1 kullanilarak;
A+B=1zd,-d;

n—i
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A+zB=d;,—zd,

veya
A=(1+2z)d;, =(1+2)J,

B=—(d,; +di,)=-h,

in—i

yazabiliriz ve C =-zh,, olarak buluruz. (2.2.17) numarali denklemdeki A, B ve C degerleri

yerine konulursave H,(z)=D;(z)+D;(z) kullanilirsa;

Hia(2) = (147 )M, (2)+7 M, (2) @.2.19)
i-1
bulunur. Burada;
5i = hi—l,Oqi—l = di,O
g = 25i - hi,O = CIi,o _di,n—l
B 1
M= E(di—m - di—l,n+i+l )= _E h oY (2.2.19)

seklindedir. Hu’nun Tablosu (HT) ile karsilastirildiginda, Modifiye Edilmis Hu Tablosunun

(MHT) olusturulma prosediiriinde iki tane modifikasyon vardir.

(1) Denklem (2.2.18) de verilen her polinom dizisi P_, e boliiniir.
(i) Denklem (2.2.19) deki g faktorii P_, ye boliiniir.

Asagidaki teorem denklem (2.2.18) ile MJT de kullanilan denklem arasindaki iliskiyi
tanimlar.
Teorem 2.7.1. MJT de kullanilan denklem (2.2.18) deki {H,(z)}’, dizisi ve denklem
{D,(2)}, dizisi arasmndaki iliski bize;
H,(z)=D,(z)+D;(z) i=0,1,...,n (2.2.20)
verir. Teorem 2.7.1 in ispat1 yukarida elde edilen bulgular sayesinde ¢ok agiktir.

{Hi(z)}in:0 dizisini olustururken yukaridaki prosediir kolaylikla tablo teknigi

kullanilarak uygulanabilir. MHT ve HT ayni forma sahiptir ve bu Tablo 2.6 da verilmistir.
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Tablo 2.6. Hu'nun Modifiye Edilmis Tablosu

Satir 7° 7! ... 7™ 7 Mt ... zM
O h0 0 hO 1 oo hO,mk hO,mk+1 e hO My
1 hl,O hl,l s hl,mk hl,mk+1
k* hk,O hk,l s hk My ( hk My )

k+1 hk+1,0 hk+1,1 s thrl,mk+1

n-3 hn—3,0 hn—3,1

n-2 hy 20 N2z

n-1 hy 10 (hoas)
N hn 0

Tablo 2.6 nin ilk swrasindaki elemanlar H,(z)=D,(z)+D,(z) katsayilaridir.

Katsayilara gére bu terimler h,, =d;+d, ;, j=0,1...,m; sekilde yazilabilir. Ikinci sira,

birinci satir elemanlart H,(z)=D,(z)+D;(z) katsayilaridir. O halde,
H,(z)=D(z)+D;(z)

:(do,oDo(Z)_do,nD;(Z))"' Zil(do,oD;(Z)_do,nDo(Z))
=doo(Dy(2)+27Dy(2))—d,, (27 Dy(z)+Dy(2))

olarak elde edilir. Burada katsayilar h;=d;,(d,; +d,, ;) —dg,(dg s +dy, ),

1=01..m seklindedir. Daha sonraki sirada bulunan elemanlar

h., ] :Pi(& (h;+h )+uh, ), 1=12,..,n, j=01..m bagmtisma bagh olarak
i-1

(2.2.18) numarali denklem kullanilarak hesaplanabilir. n-i’nin tek oldugu satirlar igin

=h_,n—itek,i=12..,n-1 ve 6,9 ve y faktorleri (2.2.19) denklemlerinde

My

verilmistir ve 1. satirdaki m, sayisi
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— n—i cift i
n—i
m — veya m. =Int(——)
) 2
, n—i tek

seklindedir. H,(z) katsayillarmin sag tarafindaki elemanlarin asagi dogru azaldigimm

gormekteyiz. Ancak, n-i tek satirdaki h elemanlarina h elemanlarinin

i,m;, i+1,m;

hesaplanmasinda ihtiyacimiz vardir. Biz onlar tabloda parantez i¢ine alarak kullandik. Bu da

onlarn sol taraftaki h; , elemanlarina en yakin kopyalar oldugunu gésterir.

Eger n tek bir say1 ise m, =m, =(n—-1)/2 seklindedir. Yani tablodaki ilk iki sira
ayni sayida elemana sahiptir. Elemanlarin sayist 2 satirda bir diisiis gosterir. Eger n ¢ift bir
say1 ise m, :2 seklindedir. Son iki sira olan n-1 ve n siralar1 her zaman tek bir elemana

sahiptir. Yukaridaki tanimlama n-i nin tek sayr oldugu (hiy,, ) elemanlarint igermez. Bu

katsayilar ile hesaplanan A, Schur-Cohn mindrleri ve A? i¢ determinantlarina bagl olarak

asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.7.2 Verilen polinomun asimtotik kararli olmasi i¢in < A, =6, >0 i=12..n

veya i=12 icin Al =h,,> A =0,>0 ve i=34,..,n i¢in

h .
A ="2250, A; :%>0 olmasidir [3].

I i-2 i-2
2.8 Schur Dizisinin Elde Edilmesi

Teorem 2.8.1 (Rauche Teoremi) Eger f (Z) ve g (Z) kompleks fonksiyonlarin basit kapali
y egrisi i¢inde ve lizerinde analitikseler ve egri lizerinde |g(z)| < | f (Z)| ise 0 zaman f (Z) ile
f (Z)+ g (Z) nin y egrisi tizerinde sifirlarnin sayist aymdir. F (Z); denklem (2.2.6) ile

verilen polinom olmak iizere;

nk i - n- 1 * ek i
Fk(z):_%ai(k)z , R (z)=z2 ka(E)a F (Z)=_§)a§242

ve buna bagl katsayilar

k+1 k k
a*M=al-m_a ", k=0L..n-(k+1)
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al®)

— _n- —

My = K=01..,n-1
a0

(2.2.21)

Schur’un degistirilmis sabitleridir. Bu ifadeler yardimiyla; F ,(z)=F/(z)-m,,F"«(2),
k=0J1,...,n—1 olacak sekilde Schur dizisi elde edilir. Schur dizisinin katsayilar1 arasindaki

iliskiyi agik sekilde gorelim.

(0)
a
_5(0) | 5(0) (0)52 (0),n _ Gy
F(z)=a, ' +a 'z+a,’z°+...+a, ’'z2" ml_a‘o)
0
(1)
a
_ A (1) (1)52 (1)5,n-1 _ “n-l
F(z)=a;,’+a;'z+a,’z°+...+a,,2" ", mz_w
(0))2 (0) 5(0) (0) 5(0)
a(l)_a(O)_(an ) a(“—al(o’—a” Ap a® =g & &
0 — G ’ - LERRE) -1 — —
a(()o) 1 a(()o) n-1 n-1 a(()o)
(2)
a
_ 4@ 4@ ()2 (2),n-2 _ o
F(z)=a" +a”z+a,”z2" +...+a,52" ", m3_a(2)
0
M 2 W A W 40
a® — a0 _ (axh) @ _ a0 adns a® =0 _ a,; " .an
0o — %0 @ ! & =g @ >e0 Pl T M-l )
a0 a'0 aO

F (2)=a"

elde edilir. Burada birim ¢ember igindeki sifirlarin sayisim1 hesaplayan bir metot verilir.

Rouche Teoremi, Schur’un degistirme siralamasindaki ard arda gelen sayilarin sifirlari

arasinda tekrarlama orani kurar. Birim diskteki F nin sifirlari sayisini

N (F )= ND(Fk+1) ) |mk+1|<1 k:O’l N1
i ‘ n_k_ND(Fk+l)’ |mk+1|21 o

olacak sekilde N (F)ile gosterelim [5].

2.8.a Sturm Dizisi

[4] te sunulan bu dizi igin, p(X)= iaixi , der(p)=n polinomu verilsin. T, ve U,

sirastyla 1. ve 2. tiir Chebychev polinomlar1 olsun. Yinelenen iligki takibi ile tanimlanan

n
pk+l :Ul pk - pkfl y k:2,3 ,... V€ S = [E:l
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p0:.§0aiTi’ pp=>aU,, , pP,=Tp—p

i=1

k-2 n-k
P =2(ai —a i, M+ 2a,U, , k=3 ..s+]
2 D

i=k—i

polinomlarin (p,) dizisini géz Oniine alalim. Bu belirgin formiil, hafizanin minimal
kullanimi ile p, polinomunun katsayilarini kolay bir sekilde hesaplar. Yinelenen iligkide

k>s i¢in (p,,,) in derecesi (p, ) nin derecesinden daha biiyiiktiir. O zaman |. Chebyshev

polinomlar:

T, =1

T, =X

T, =25 -1 = 21,1, - T,

T, = 4x° - 3x =21 T, -1,

T, =8x* —8x* +1 =201, - T,

T, =16x° — 20x° + 5x =201, - T,

T, =32x° —48x* +18x* -1 =211, - T,

T, = 64x7 —112x° +56x° — 7x = 20T = Ts
6

T, =128x® — 256x° +160x"* —32x* +1 =2NT, =T

yapisina sahiptir. Genel form T, = 2T, T, , —T, , seklindedir. U, =2X ve diger polinomlar

ayni olarak alinirsa I1. Chebyshev polinomlari elde edilir.

2.8.b Diizenli Durum

tizerinde bir Cauchy dizini ile p nin sifirlarinin sayisi i¢in bir iliski arglimentler prensibi ile

P

0

verilir. p polinomunun birim ¢ember igindeki sifirlarmin sayisim Ng(p) =17 ile

gosterelim. Biz birim ¢ember iizerinde sifir olmadigimi varsayalim. p,(1) den p,(1) e ve

p,(—1) den p,(1) e kadar olan dizilerin farkli isaretlerinin sayis1 A( p,,,p,) olsun.

o =—Pu(=1)/ p(-1)=—-p'(-1)/ p(-1)

17, ==pu(1)/ po(1)=—p'(1)/ p(1)
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sturm degerleri olsun. &, #S Ve g, #S iS€ Py, Py, P,y StUrm dizisi takibi ile biz

s+1, eger &, ve u,>S
A(Pg,Psg)= ¢ s, eger min(&y,uy) <s< max(&o )
s-1, eger &, vey, <S

sahibiz. Burada sturm teoremi yaninda A( p,, P, )= Ifll& +17 Pselde edilir. Verilen
0 ps+1

P.,,, [-11] aralig: iizerinde ayni isarete sahipse o zaman, =0 dir. Ayn1 zamanda

I +1 ps
-1
s+l

P

s+1

No(P)=A(Pp,, P, ) esitligi gegerlidir. Fakat genelde rasyonel fonksiyonu [-11]

tizerinde Cauchy dizini degeri, yiiksek dereceli polinomlar i¢in dogrudan dogruya kolay bir

sekilde elde edilemez.
2.9 Schur-Cohn Algoritmasi:

[8] de verilen bu algoritma da p(z):=a,z" +a,_,z"" +..+a, , N>0 n. dereceden bir
polinom ve p(z) nin karsilikli p”(z) polinomu; p*(z):=a,z" +az"" +...+a, denklemi ile

2"p(1/z) z#0
0 z=0

ifade edilsin. Burada p*(z) ={ ve

n-1
Tp(z)=a,p(z)—a,p"(2) = > (33, —2,d, )z, p(z) nin “Schur doniisiimii” olmak iizere
k=0
yinelenen T?(p),T3(p),...T"(p) doniisiimleri timevarim yoluyla tanimlanar.
Simdi, 77, :==T*p(0), k=1(1)n denklemini olusturalim ve Schur teoremini verelim.

Teorem 2.9.1 p, n dereceden bir polinom olsun. p nin biitiin sifirlar1 D, kapali birim diski

disinda olmast i¢in << 77, >0, k=1(1)n olmasidir [8].

3. Skaler Denklemler i¢cin Verilen Kararhlik Testlerinin Karsilastirilmasi

Bu bolimde, literatiirde mevcut olan kararlilik testlerinin tarafimizdan verilen
asagidaki Ornek lizerinden hesaplamalarini yaparak kararliliklarini arastirdik ve birbirlerine

gore karsilastirmasini tablo olarak sunduk.
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Ornek 3.1 —0,0352x, +0,2891x,, —0,7031x,, +1,1875X, , —1,25X, o + X ,; =0

skaler denkleminin kararli olup olmadigini tiim kararlilik testleri ile inceleyelim.

Verilen skaler denklemin karakteristik polinomu:
D(z)=-0,0352+0,2891z° —0,7031z% + 11875z —1,257° + z°

dir. D(z) nin katsayilarina bagli olarak ilk satir olusturulur.

1. Jury Testi’ne gore asagidaki tablo elde edilir.

Tablo 3.1. Jury Tablosu

Satir A A A 2 A X A
1 -0,0352 0 0,2891 | -0,7031 | 1,1875 | -1,25 1
2 1 -1,25 | 1,1875 | -0,7031 | 0,2891 0 -0,0352
3 -0,9988 | 1,25 | -1,1977 | 0,7278 | -0,3309 | 0,044

4 0,044 | -0,3309 | 0,7278 | -1,1977 | 1,25 | -0,9988

5 0,8040 | -1,2339 | 1,1642 | -0,6742 | 0,2755

6 0,2755 | -0,6742 | 1,1642 | -1,2339 | 0,8040

7 0,5705 | -0,8063 | 0,6153 | -0,2021

8 -0,2021 | 0,6153 | -0,8063 | 0,5705

2n-3=9 | 0,2846 | -0,3356 | 0,1881

Jury testine gore verilen kararlilik sartlar1 tablodan
(i) D(1)=0,4883 olup D(1)>0
(-1)°D(-1) = 4,3945 olup (-1)°(-1)>0

(i) |-09988 >(0,044, 05708/ >|-0,2021
08040/ >(0,2755, 0,2846/ > |0,1881

dir. Verilen D(z) polinomunun asimtotik kararlidir.

2. Modifiye Edilmis Jury Testi (MJT) ne gore asagidaki tablo elde edilir.

Verilen skaler denklemin karsilikl1 polinomu D"(z)

D'(z)=D,(z)=1-125z +11875z° —0,7031z° + 0,2891z* — 0,0352z°
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dir. D"(z) nin katsayilarma bagl olarak ilk satir olusturulur.

Tablo 3.2. MJT Tablosu

Satir 20 A N2 2 2 2 A
D.(2) 1 1,25 | 1,1875 | -0,7031 | 02891 | 0 | -0,0352
d0,0 dO,l d0,2 d0,3 d0,4 d0,5 d0,6
-0,0352 0 0,2891 -0,7031 1,1875 -1,25 1
D.(z) | 09988 | -125 | 11977 | -0,7278 | 0,3309 | -0,044
dl,o dl,l dl,2 dl,3 dl,4 dl,5
-0,044 0,3309 -0,7278 1,1977 -1,25 0,9988
D,(2) 0,9956 -1,2339 1,1642 -0,6743 0,2755
d2,0 d2,l d2,2 d2,3 d2,4
0,2755 -0,6743 1,1642 -1,2339 0,9956
D.(z) | 09164 | -1,0440 | 08394 | -0,3318
d3,0 d3,l d3,2 d3,3
-0,3318 0,8394 -1,0440 0,9164
D.(z) | 0.7330 | -0,6813 | 0,4247
d4,0 d4,l d4,2
0,4247 -0,6813 0,7330
D.(2) 0,3895 -0,2292
d5,0 d5,l
-0,2292 0,3895
D.(z) | 0,1353

Modifiye Edilmis Jury Testi’ne gore kararlilik sartlarini tablodan elde edelim.

D(1)>0 ve (-1)°D(-1)>0

A, =d,, =09988>0, A,=d,,=07330>0

A, =d,, =09956 >0, As =d,, =0,3895> 0

Ay =d;, =09164>0

n=6 (cift)
A =dqo +0,s =1—0,0352 =09648 > 0

d, +d
A= 2207 % 1957950

1

Yio*9az 155195 g

+_
A; =
3
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A; =dy — g =1+0,0352=1,0352 >0

d,, —4

A, =22 22 -0,746>0
A+
d,,—d

A, :%:0,2474»

3

olur. D(z) polinomunun asimtotik kararli oldugu goriiliir.

3. Modifiye Edilmis Hu Testi (MHT)’ne gore; MJT ve bu tablodan yararlanarak MHT
olusturalim. D" (z) polinomunun katsayilar1 yardimiyla MJT nin ilk satir1 olusturulur.

Tablo 3.3. MJT Tablosu

0 1,0 -1,25 1,11875 | -0,7031 0,2891 0 0,0352

1 0,9988 -1,25 1,1977 | -0,7278 0,3309 -0,044

0,9956 | -1,2339 | 1,1642 | -0,6743 0,2755

0,9164 | -1,0440 | 0,8394 | -0,3318

0,7330 | -0,6813 | 0,4247

0,3895 | -0,2292

O O ] WD

0,1353

Simdi Modifiye Edilmis Hu’nun tablosunu MJT’ den yararlanarak olusturalim.
Tablo 3.4. MHT Tablosu

| S, q z° 7t z° z°

0 1 1,0352 0,9648 -1,25 1,4766 -1,4062
1 0,9988 1,0428 0,9548 -0,9191 0,4698 (0,4698)
2 0,9956 0,7201 1,2711 -1,9081 2,3283

0,9164 | 1,2482 0,5847 -0,2046 (-0,2046)

0,7330 | 0,3083 1,1578 -1,3626

0,3895 | 0,6187 | 0,16028 | (0,16028)

S| O M| W

0,1353 0,27055

Simdi, MHT igin verilen kararlilik sartlarini tablodan elde edecegiz.
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n=6 ¢ift sayr, my =n/2=3 seklindedir. Kolaylik bakimindan MHT nin ¢, ve q; degerleri

tabloda verilmistir. Bu tablo yardimiyla Schur-Cohn minérleri ve i¢ determinantlar;

A, =5, =0,9988 A} =h,, =0,9648
A, =35, =0,9956 A} =h,=0,9548
A, =0,=0,9164 A+—h2'°—1 2279
3 Y3 Y% 3~ ", - —H

Al
A, =6,=0,7330 A+—@—05607
4 — Y4 = 4 T T 2 T Y

AZ
A, = 0. =0,3895 A+—h4'°—15511
5 — U =Y 5 _ T

AS
A, =6. =0,1353 A*—h5'0—11226
6 — Y — Y 6 .- ™

4

A =0, =10352, A, = q, =10428, A, =2 = 07464
1

A, =k _13073, Ay =4~ 02511, Ay = ~11034
2 3 4

dir. Biitiin kararlilik sartlar1 saglanir. Yani Modifiye Edilmis Jury Testine gore verilen
kararlilik sartlar1 tablodan;

i) D(1)=0,4883>0 i) A >0, i=12345
(-1)°D(-1)=43945>0 veya Af>0,i=135 (ngift)

elde edilir. Verilen D(z) polinomunun asimtotik kararli oldugu goriiliir.
4. Marden-Jury Testi (M-JT)’ ne gore asagidaki tabloyu olustururuz.

Tablo 3.5. M-JT Tablosu

Satir A0 Vs yh 2 2 2 28
Do( 7 ) 1 -1,25 1,1875 -0,7031 0,2891 0 -0,0352
do,o do,l do,z do,a d0,4 do,5 do,e
-0,0352 0 0,2891 -0,7031 1,1875 -1,25 1
D,(2) 0,9988 -1,25 1,1977 -0,7278 0,3309 -0,044
-0,044 0,3309 -0,7278 1,1977 -1,25 0,9988

D,(z) 0,9956 -1,2339 1,1642 -0,6743 0,2755

0,2755 -0,6743 1,1642 -1,2339 0,9956

D,(2) 0,9153 11,043 08383 | -0,3314
-0,3314 | 0,8383 11,043 0,9153
D,(z) | 07279 | 06768 | 04216
0,4216 ~6768 0,7279
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D.(z) | 03521 | -0,2073
0,2073 | 03521
D.(z) | 008100

Marden-Jury Testine gére D(z) nin asimtotik kararli olmasi igin veya D(z) nin

biitin sifirlarimin birim ¢ember i¢cine diismesi i¢in gerek ve yeter sart & =d;, >0,

i =1,2,...,n olmasidir. Bu degerler tabloya dayanarak elde edilirse

{51'52 '53’54’55 ’56} = {dl,O ; dZ,O ; d3,0 ; d4,0 ; d5,0 ; d6,0}

={0,9988 , 0,9956 , 09153 , 07279 , 03521, 0,081}>0

olur. O halde D(z) asimtotik kararhdir.

5. Hu’nun Testi’ne gore ilk satirn D"(z) polinomunun katsayilarmi alarak asagidaki

tabloyu olustururuz.

Tablo 3.6. M-JT Tablosu

S atlr 2/0 /11 2/2 /13 2/4 /15 2/6
D,(2) 1 -1,25 1,1875 -0,7031 0,2891 0 0,0352
Dl( ) 0,9988 -1,25 +1,1977 | -0,7278 | +0,3309 -0,044
DZ( z) 0,9957 -1,2339 1,1642 -0,6742 0,2755
D3(z) 0,9155 -0,9333 0,8385 -0,3617
D4( z) 0,7073 -0,5511 0,4301
D.(z) 0,3153 -0,1528
D,(z) 0,076
Tablo 3.7. Hu’nun Tablosu

Satir 20 Y Vi 2

S,(2) 0,9648 -1,25 1,4766 -1,4062

Sl( Z) +0,9548 -0,9191 +0,4699

SZ( Z) 1,2712 -1,9081 2,3284

S,(z) 0,5538 -0,0948

S4( Z) 1,1374 -0,6712

35( Z) 0,1625

S¢(2) 0,152
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Hu Testi’ne gore verilen kararhilik sartindaki ilk durum igin gerekli olan S,

i=12,...,n degerleri tablodan elde edilirse s,,=09548, s,,=12712, s,,=05538,

S0 =11374, sy, =016250ldugu goriiliir. S;; >0 oldugundan, D(z) asimtotik kararlidir.

[lk durum yerine S;; >0 i=12,...,n—2 ve q,_, >0 sart1 alinirsa

5,0 = 09548, 5,, =1,2712, s,, =05538, s,, =11374, q, = 0,2846 — 01881 = 0,0965

olur Ki

D(z) asimtotik kararhidir. Bu kararliik sartlarma esdeger olan S, >0

i=0,2,...,n—2 olmak iizere ¢,<0 ve ¢ >0, i=2,4,...,n—2 (n cift) igin tablodan

g, =—00352—1=-10352, @, =09957—0,2755=0,7207 oldugu gorillir. D(z) asimtotik

kararlidir.

6. Raible Testi’ne gore verilen skaler denklemin karakteristik polinomu:

F(z) = z° —1,2500z° +1,1875z* - 0,70372° +0,2891z> - 0,0352

dir. Bu polinomun katsayilar1 yardimiyla asagidaki tablo olusturulur.

Tablo 3.8. Raible Tablosu

S atlr 26 15 2/4 13 /12 ll /10
1 -1,2500 1,1875 -0,7031 0,2891 0 -0,352
-0,352 0 0,2891 -0,7031 1,1875 -1,2500 1

A 0,876 -1,2500 1,289 -0,95 , 7071 -0,44

Al p, =q, 0,876 | -1,2500 | 1,289 095 | 07071 | -044
-0,44 0,7071 -0,95 1,289 -1,2500 0,876

A, 0,57 -0,78 0,71 -0,27 0,069
Al =r, 0,65 -0,89 0,81 -0,31 0,079
0,079 -0,31 0,81 -0,89 0,65

A, 0,42 -0,55 0,46 -0,13
AT, =t 0,65 -0,085 0,71 0,2
-0,2 0,71 -0,85 0,65

A, 0,38 -0,41 0,29

A /ty=u, 0,58 -0,63 0,45
0,45 -0,63 0,58

A, 0,13 -0,08

A, lu, =V, 0,22 0,14
0,14 0,22
A 0,029
Aslv, =s, 0,13
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Raible testine gore kararlilik sartlari igin

Ps >0 = i(P)=+0s, 1yt Uy VS )
o(p)= _{q57r4 .U, ’Vl’SO}
olmak tizere p polinomunun i( p) birim ¢ember icine diisen sifirlarinin sayisi ile o( p);

birim ¢ember disina diisen sifirlarinin sayisin1 bulmak i¢in gerekli olan degerler tablodan
goruldiigl gibi

gs =0876>0 u, =058>0
r,=065>0 v,=022>0
t,=065>0 s, =013>0
i(p)=6

yazilabilir. Verilen skaler denklem asimtotik kararlidir.

7. Bistritz Testi’ne gore verilen skaler denklemin karakteristik polinomu

F(z)=F,(z)=2°-12500z° +11875z* —0,70372° +0,2891z° —0,0352

dir. n=6 (¢ift) oldugu i¢in F (Z) nin asimtotik kararli olmasi igin;

) F()) >0 ve (-1)°F(~1) >0

i) 4 >0, £ >0ve £ >0, ve £ >0

sartlarinin yerine getirilmesi gerekir. Bistritz Testinde verilen bagintilar yardimiyla asagidaki
tabloyu olusturabiliriz.
Tablo 3.9. Bistritz Tablosu

T, | 0,9648 z° -1,2500 z° 1,4766 z* -1,4063 7°
T, 1,03522° '04,2148 0,68367°
z
T, 2,0146 z* -1,0397 7° 2,6806 z°
T, 0,7158 2° 0,1596 z°
T, 3,5033 27 11,7824 7
T, 0,1921 7*
To 8,7891 z°
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Bu tablo yardimiyla Schur-Cohn mindrleri asagidaki sekilde elde edilir.

A, =t 1" = 09988

A, = % B [24, —%-té”“ 1§"'1=0,9956

A, = % 22, - % 1" 1A, 1=09165

A, = % 124, — % 1§ 1A, 1=0,7330
Ay = % i 2A, - % 1 t"A,1=023895
Ag = % L[ 24, - % 1 45"A,1=01353
Yine tablo yardimiyla i¢ determinantlar asagidaki sekilde elde edilir.
A; =t{" =1,0352
A, = 1tg,“—z’A; =1,0427 A A,
2 A, A
A, =t{"¥A, =0,7464 A A
1 AL =—2-09648 A} = =2 =15511
A, = Zti"AL =13074 A A
2 A A
A; =t§"A, =10,2511 Ay = A—? A—f

A, = %tg”ﬁ)As =11034

Verilen kararlilik sartlar1 saglandigindan D(z) polinomunun ifade ettigi skaler denklem
asimtotik kararhdir.
8. Schur dizisi yardimiyla birim ¢ember igine diisen sifirlarin sayisini hesaplayalim.

Tablo 3.10. Schur Dizisi Tablosu

2 A 2 2 A K 2
-0,352 0 0,2891 -0,7031 1,1875 -1,25 1
1 0 -0,821 1,997 -3,376 3,55 -2,84
-2,84 3,55 -3,376 1,997 -0,821 0 1
A -7,06 10,08 -10,4 7,67 -5,70 3,55
1 -1,428 1,473 -1,086 0,807 -0,503
-0,503 0,807 -1,086 1,473 -1,428 1
A, 0,75 -1,022 0,927 -0,345 0,0887
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1 1,36 1236 | -046- | 0,118
0,118 0,46 1,236 | -0,299 1
A, | 0986 1,30 1,09 -0,30
1 1,32 1,10 1
0,30 11 132
A, | 091 0,99 0,70
1 1,09 0,77
0,77 1,09 1
A, | 041 0,25
1 0,61
0,61 1
A, | 063

Bu tablo yardimiyla Schur dizisi kolay bir sekilde elde edilir.

p,(x)=Aal® =-2,478 —-3548z +3,662° —2,6998z° + 2,0062* —1,24962°
p,(x)=A,al”al” = A,(2,48512) =186 — 254z +2,30z° —0.862° +0,222*
p,(x) =A,aVaMal? = A,(186386) =184 242z +2,03z° —0562°
p,(x) =Aa%a{Pal?Pal® = A,(183774624) =167 —1827 +1,292°

p.(x) =A,aVa"alPalPal” = A,(167) = 0,68 042z

ps(x) =A.alVaPalPalPalVal> = A(0,68) = 0,43

Yine olusturulan Schur dizisinin katsayilar1 yardimiyla Schur sabitlerini elde edelim.

al®
ml:a?0)=_2’84 Im|>1 = Ng(p,)=n-k=Ny(p,)
0
:6_ND( pl)
_al”  -1249 ~
m, = a(()l) - _ 2487 =05 |m2|<1 = ND( pl)_ND( pz)
_a? 022

s _af)z) - 1,86 =012 |m3|<1 = Np(p,) =Np(ps)

al¥ —056
m4:$:l,7:_0,3 |m4|<1 = ND(p3):ND(p4)
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al® 129
=2 _="""-0]77 |m5|<1 = Np(p,)=Ny(ps)

*al® 167
_a 042 0,62 1 N =N
me—@—w——, Img| < = Np(ps)=Ny(ps)

Np(pPs)=0 = ND(pl):O = ND(p):6
olup koklerinin hepsi bir gember igerisindedir. O halde f (Z) kararlidir.

9. Schur-Cohn Algoritmasi’na gore verilen skaler denkleminin
karakteristik polinomu p(z)=-0,0352+0,2891z° —0,7031z> +11875z* —1,25z° + z° polinomu

ve p(z) nin karsilikli polinomu,
p'(z)=-0,0352z° +0,2891z* —0,7031z> +118752* —1,25z +1

olmak iizere; p(0)=0,0352 ve p'(0)=1 dir. Simdi, 77, =T*p(0), k=1,2, ... ,6 katsayilarint

hesaplayalim.
17, =Tp(0)=a,p(0)—a, p*(0)=0,03522 —1=-099876 < 0

17, =T?p(0)=a,”p(0)—a,a,p* (0)=0,0352° —0,0352 = 0,035 < 0

7, =T3p(0)=a,"p(0)—a,’a,p*(0) = 0,0352* —0,03522 = —0,00124 < 0

7,=T*p(0)=a,"'p(0)—a,’a,p* (0)=0,0352° — 0,0352° = —0,00004 < 0

7, =T°p(0)=a,’p(0)—a, a,p* (0)=0,0352° —0,0352* = —-0,000001 < O

7, =T°p(0)=a,°p(0)—a,°a, p* (0)=0,0352" —0,0352° = —0,000000053 < 0
olup verilen skaler denklemin kararli oldugu goriiliir.

Kararlilik testi i¢in Sturm dizisini elde edelim. Verilen skaler denklemin karakteristik

polinomu

p(x)=-0,0352+0,2891x* —0,7031x° +11875x"* —1,25x° + x°

dir. Bu polinomun katsayilar1 ve Chebyshev polinomlarini kullanarak
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6
p, = > aT, =32x° +20x° —388x* — 27,8124x* +9,0782x* +8,3593x — 0,1368
i=0

6
p, =>aU. , =16x° +10x* —1525x° —114062x? + 2,0157x +19531
i=1
p, =T,p, — p, = —16x® —10x° + 23,25x* +39,2186x® — 7,0625x — 6,4062x + 0,1368

1 3
P, =>(a,, —a W, +>a,,U, =4x®+25x* —05546x —19531
i=0 i=2
2
p, =>(a,,, —a,, J; =20704x> +25x—19336
i=0
sturm dizisini elde ederiz. Kararlilik i¢in gerekli olan &, ve 7, degerleri

p.(—1)=-2,2188, p,(—1)=19945 = &, = —p(-1) =111#s=3
Po(-1)

p(1)=33126 , p,(1)=30883 = UO:}L((ll))z—l,onis:s
0

59936x + 41284
20704%% +25x —19336

P _1032x-1125+

s+1

Ps (1)=3902 , -Ps (~1)=-22677 olup [-1,+1] arahiginda isareti farkhidir.

s+1 s+l

1L P —3 ve 1,1 Ny(p)=4

ps+1 0

olarak bulunur. Kokler mutlak degerce incelenmistir.

Gergek kokler 0,250196916; -0,00008162634742 + 0,7500018075i; 0,5000339998 +
0,5001611927i; 0,5002049448 olup D(z) asimtotik kararlidir.

Simdi tablo yardimiyla c¢alisma boyunca ele aldigimiz testlerin birbirlerine gore

avantajin1 ve dezavantajlarini degerlendirelim.
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Tablo 3.11. Kararlilik Metotlarinin Karsilagtirilmasi

. . . Yuvarlama Determinant
Islem S Islem Kolayhg Islem H
slem Sayis1 slem Kolayhg slem Hizi Hatast Hesabi
Modifiye islemi Islem sayis1 az
oln}a('i'lgmdan oldugl_mdan, Yuvarlama hatas:
Islem sayis1 en bllgttt rﬁfl O\fiarzlc:;nun iglemn sayist az Determinant
Jury Testi | TS e kp 1 oldugundan diger hesab
az olan testir. po |n0mvar 1(;1'n atfayl arma testlere gore az gerektirir.
ﬁa}il deg?lerl b?gll olarak olur. Yuvarlama
.buyuyecegmd'e.n 1516@ }'HZI hatas1 bu testte
islem zorlasabilir. degisir. etkilidir
Kararlilik testi
. icin isaret
Isl Marden-Jur : . .
Hu’nun yiem Sayist . y . . incelemesi Determinant
Marden-Jury testinden farkl Islem hiz1 biraz .
Kararhhk . < yapildigindan hesabi1
. testine gore olarak ek toplama | daha yavaslar. .
Testi . . . yuvalama gerektirir.
fazladir. islemi gerektirir. . .
hatasinin 6nemi
yoktur.
Islem say1si
fazlalig1
_ Yukardaki Ek bolrr}e 1$1e.m.1 yuvarlama _
Jury Testi testlere obre say1 degerlerini islem hizi hatasini artirsada Determinant
I1(Raible . 8 kiigiiltiir. Bu ¥ bu testtede isaret hesabi
islem sayisi . yavagtir. . . ..
Tablosu) nedenle iglem incelemesi gerektirir.
fazladir. .
kolalagr. yapildigindan
yuvarlama hatasi
ihmal edilir.
Islem say1si Kararlilik Ik sart
raible tablosuna testinde ilk sart kullanilirsa
gore daha azdir. Modifiye islemi uygulanirsa yuvarlama hatasi Determinant
Reel MJT Kararlilik sart1 geregi islem Raible testine Onem arz etmez. hesabi
secimine gore kolaylasir. yakindir. Aksi Diger sartlar i¢in gerektirir.

islem sayis1
artabilir.

durumda daha

ge¢ Sonug Vverir.

yuvarlama hatas1
onemlidir.

144




Kararlilik i¢in ilk

sart
Reel MJT’d .
Hu’nun .. ° L. .e Diger testlere kullanildiginda .
g Bu testler i¢inde oldugu gibi . Determinant
Modifiye . . gore sonuca yuvarlama hatasi
S en fazla islem modifiye . hesabi
Edilmis . . . . ulagma hiz1 Onem arz etmez. ..
. gerektiren testir. | isleminden dolay1 .o . gerektirir.
Testi . yavastir. Diger sartlar igin
islem kolaylasir.
yuvarlama hatasi
onemlidir.
Islem say1s1 bu
I katagoride . . . Determinant
Bistritz . g Islemler kolay bir Islem hiz1 Yuvarlama
. incelenen testlere : . 1 hesab1
Testi < sekilde yapilamaz. yavastir. hatalar1 6nemlidir. ..
gore daha gerektirir.
fazladir.
Schur Sonuca ulasma Katsay1 oran
. . kliligind .
Dizisi . Islem kolaylig: hiz: yavagtir. gerekiiginden Determinant
Eldesiile | oSS sime ilemi ile olusan degisme hesabr
fazladur. 5 ; Avantaji Rouche | ayn; olacagindan .
Kararhhk saglanir. : gerektirmez.
Testi teoremine yuvarlama hatasi
esti dayanmasidir. Snemsizdir.
Islem sayis1 Sonuca ulasma
schur dizisine Dizi olusumunda hizi Schur Polinom dizisinin
gore fazladir. Chebyshev dizisine gore (-1) ve (+1) deki
sturm Dezavantaji polinomlari yavastir. isareti test i¢in Determinant
Dizisi Yiiksek dereceli | kullanildigindan Dezavantaji gerekli hesabi
polinomlar igin | mertebe artmakta Kokiin oldugundan gerektirmez.
islem satist buda iglemi modiiliine gore yuvarlama
arttigindan tesbit | zorlastirmaktadir. | degerlendirme | hatalar1 onemlidir.
yapmak zorlagir. yapar.
Say1 degerlerinin
. Yuvarl h .
Schur- islem savisi Niimerik islem kuvvet hesabi saurfﬁar'?lflﬁ?:ifel Determinant
Cohn ; y gerektiginden gerektiginden y B yueus hesab1
) azdir. . . bagli olarak .
Algoritmasi islem zorlagir. islem - gerektirmez.
o artabilir.
yavaglayabilir.

4. Sonug¢ ve Oneriler

Bu caligmada, skaler denklemlerin kararliligini test etmek icin kullanisli ve pratik

olmas1 yoniiyle, kararlilik tablolar1 elde edilmistir. Uzerinde ¢alisilan kararlilik metotlar1 Jury
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Testi, Marden-Jury Testi, Hu’nun Testi, Raible Testi, Modifiye Edilmis Jury Testi, Schur
Dizisi Eldesi ile Kararlilik Testi, Bistritz Testi, Hu’nun Modifiye Edilmis Tablosu Yardimiyla
Kararlilik Testi, Sturm Dizisi ve Schur-Cohn Algoritmasi ile Kararlilik Test teknikleridir.
Burada Schur dizisi yardimiyla olusturulan tablo ile Raible tablosu, katsayilarin tabloya dizilis
farklilig1 disinda benzerlik gosterir. Tablo olustururken yapilan islem sayisit aynidir. Daha
sonraki kisimda kararlilik tesbiti i¢in Raible tablosu i¢in olusan her polinom dizisinde en
bliyiik katsayili terimin isaretine bakmak yeterli olurken, olusturulan Schur’un tablosu i¢in bu
yeterli degildir. Bu tablodan yararlanilarak olusturulan schur dizisi katsayilar1 yardimiyla
Schur sabitleri elde edilip, bu sabitlerin 1’e gore kiyasinda her dizi i¢in birim ¢ember igine
diisen sifirlarin sayisi, diziler arasindaki iligki ile elde edilir. Dolayisiyla Raible’in kararlilik
testine gore daha fazla isleme gerek duyulmakta, bu da siireyi artirmaktadir. Burada verilen
n.ci mertebeden skaler denklemin Schur dizisi eldesi ile kararlilik tesbiti, Fonksiyonel
Analiz’in temelini olusturan Rouche teoremine dayandigi icin islem sayisinin fazlaligina

ragmen daha saglikli bir yontemdir.

Jury Testi ile Marden-Jury Testi de daha onceki bahsedilen 2 yontemde oldugu gibi
sadece tabloya dizilis yoniinden farklilik gosterir. Jury Testi n. dereceden bir skaler denklem
i¢in 2n-3 satir eleman1 hesaplamay1 ve bu elemanlar arasindaki iliskiyi géz oniinde tutarken,
Marden-Jury Testi skaler denklemin karakteristik polinomuna karsilik gelen polinom ile
baslayan tablo elemanlarindan ilk siitun elemanlarinin isaretleriyle ilgilenir. Bu olusum

yoniiyle Raible tablosuna benzer olup, Jury Testi daha az bir hesaplama gerektirir. D(1) >0

ve (-1)" D(-1)>0 sartlarinin haricinde diger sartlar tablodan ek bir isleme gerek kalmadan

kolayca gortiiliir. Yalniz burada elemanlarin birbirlerine gore biiytikliigii 6nem arz ettiginden
yapilan yuvarlama hatalarin biiylikliigi sonucu degistirebilir. Marden Jury Testinde isaret

onemli oldugundan yuvarlama hatas1 bu yoniiyle devre dis1 kalir.

Simdiye kadar Jury, Marden-Jury, Raible, Schur dizisi eldesi ile kararlilik test
metotlar1 arasinda kiyas yapacak olursak sunu soOyleyebiliriz. Raible tablosu veya Schur
dizisini elde etmek i¢in olusturulan kararlilik tablosuna bakilirsa bu iki metottaki dizileri
olusturmak i¢in Raible tablosunda en biiyiik dereceli terimin katsayisini diger terimlere, schur
dizisini elde etmek i¢in en kiiciik dereceli terimin katsayisini diger terimlere bolerek islem
yapmaktayiz. Bu da islem sayisini arttirmakta ve sonuca ulagsmadaki zamanda bu o6l¢iide
artmaktadir. Raible tablosu icin dnemli olmayan yuvarlama hatasi aslinda Schur dizisi ile

yapilan tespitte de pek 6nem arz etmez. Ciinkii bulunan Schur sabitleri polinom dizisindeki
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en biiyiik terim ile en kiigiik terim orani ile bulundugundan ve 1’e gore kiyas yapildigindan
sonucu biiylik oranda degistirmeyecektir. Raible tablosunun daha kisa siirede cevap verdigini
sOylemistik. Su ana kadar ele alinan Jury ve Marden Jury Testinde tablo olusumundaki
hesaplama, Raible ve Schur dizisi ile yapilan kararlik tablosuna gore daha kisa siirede
olusturuldugu goriilmektedir. Metotlar arasinda en kisa siirede cevap veren metot Jury
Testidir. En gec¢ cevap veren metotsa Schur dizisi eldesi ile yapilan incelemedir. Bu sonuca
ragmen Jury tablosundaki yuvarlama hatas1 géz 6niine alinirsa, sonuca ulasma hizina ragmen
daha sagliksizdir. Marden-Jury tablosundan faydalanilarak dizi elemanlarinin karsilikli
toplamlar1 ile Hu’nun tablosu, yani simetrik polinom dizisi elde edilir. Polinom simetrik
oldugundan bu tablodaki elemanlar, Marden Jury tablosundaki elemanlarin yaklasik yarisi
kadar oldugu goriiliir. Bu sayede ilk siitun elemanlarinin isaretleri goz oniine alinarak sonuca
ulagilir. Marden-Jury Testine gore tekrar bir tabloya daha ihtiya¢ duyuldugundan islem sayist
fazladir. Literatiirde skaler denklemlerin kararlilik testinde yaygin olarak kullanilan tablo
formlart M-JT (Marden-Jury Testi) ve MIT (Modifiye Edilmis Jury Tablosu) olarak dikkat
cekmektededir. M-JT, skaler denklemden elde edilen karakteristik polinomuna karsilik gelen
polinomu alarak tablo olustururken, MJT ise yine ayni polinomu kullanarak fakat 3. satirdaki
polinomdan itibaren her terimin katsayisini iist iki satirdan ilk satirin ilk elemanina boliinmiis
hali olarak karsimiza ¢ikar. Aslinda MJT nin dikkat ¢ekici olmasi yapilan bu modifikasyon
islemidir. Bolme islemi say1 degerlerini kiigiiltme avantajinin yaninda yuvarlama hatalarinin
artmasina sebebiyet verir. Bahsedilen her iki testte de isaret incelemesi yapilarak sonuca
ulasilsa da, MJT de M-JT den farkli olarak karalilik testi i¢in Schur-Cohn mindérleri ve i¢
determinant hesabida gerekeceginden siire uzayacaktir. Hu’nun Tablosu M-JT tablosundan
yararlanarak dizi elemanlarinin karsilikli toplamlar ile simetrik polinom dizisi elde ederken
Bistritz tablosu MJT’deki polinom dizisinden yararlanarak kararlilik testi i¢in simetrik
polinom dizisine ulasir. Aradaki fark Hu’nun polinom dizisi M-JT den kolayca elde edilirken,
Bistritz polinom dizisi matematiksel islemlere gerek duyar. Benzer sekilde Hu’nun simetrik
polinom dizisi kullanilan tablo formunda baska bir niimerik isleme gerek kalmadan ilk siitun
elemaninin isaretine bakarak sonuca ulasabilirken, Bistritz elde edilen simetrik polinomlari

kullanarak A, Schur-Cohn mindrlerini bulduktan sonra kararlilik incelemesi yapmasidir. Bu

durumda Hu’nun tablosu daha pratik géziikmektedir.

MHT’ nin; MIJT iizerindeki bariz avantaj, MHT’nin eleman sayist1 bakimindan

MIJT’nin eleman sayisinin yarisi kadar hesaplamay: gerektirmesidir. o;,q; ve h,, faktorleri

A, Schur-Cohn mindrleri ile A i¢ determinantlarin hesaplanmasinda dogrudan kullanilabilir.
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Gorildigi gibi Marden-Jury tablosunun pek ¢ok formu vardir. Bunlardan bazilari artan bir

diizende D(Z) katsayilarin1 kullanarak ilk sirasini olustururken digerleri azalan bir diizeni

takip eder. Hu’nun tablosu Marden-Jury tablosundan ve MHT ise Modifiye edilmis Jury

tablosundan yararlanilarak olusturuldugu i¢in bu durum MHT ve HT’de ortaya g¢ikmaz.
Ciinkii bu tablolar simetrik bir polinom olan H(z)=D(z)+ D"(z)’den olusurlar. MHT daha
acik kararlilik sartlariyla birlikte BT ile benzer karisikliklara sahiptir. BT Schur-Cohn

mindrleri ve i¢ determinantlarin elde edilmesi igin bir yol gosterir. Schur-Cohn mindrlerinin
MJT’den elde edilmesi ihtimali, 2-D ve n-D skaler denklem sistemlerine uygulanabilen
basitlestirilmis kararlilik kriterinin gelistirilmesine yol agmistir. Bu sonuglara ulasarak, MJT
ve BT satirlar1 arasinda bir iliski de olusturduk. Daha sonra sade parametreler sunuldu. Bu
sonucun kullanimi hesaplama bakimindan avantajli olabilir. Ancak hesaplama prosediiriiniin

elde edilmesi daha karmagiktir.

Sturm dizisi ile yapilan kararlilik testi birim ¢ember i¢indeki sifirlarin modiiliiniin
sayisini hesaplar. Bu ylizden verilen n. dereceden polinom kararli olsa dahi biz birim ¢ember
icindeki sifirlarin sayisin1 n’den daha kiigiik hesaplayabiliriz. Bu durum bizi, ¢ift kath veya
eslenik kokiin ka¢ tane oldugunu bilmedigimizden verilen polinomun kararli olmama
sonucuna ulastirabilir. Bunun yaninda Sturm dizisi eldesi ile kararlilik testi yiiksek mertebeli
skaler denkleminin kararlilik incelemesini zorlagtirir. Sturm dizisinin bir avantaji determinant

hesabini icermemesidir.

Schur-Cohn Algoritmast TkP(Z), k=1,2,....n donisimi ile kararlilik incelemesi

yapar. Uygulamasi oldukga kolay olup determinant hesabi1 gerektirmez. Yiiksek mertebeden

skaler denklemler i¢in kuvvet alma islemi arttigindan fazla haneli islemler siireyi uzatabilir.

Kararlilik belirleme semasinin gelismesi gilinlimiizde lizerinde calisilan arastirma
konusudur. Kararlilig1 belirlemekte cizgesel yaklagimlarin 6nemi sade parametreler dikkate
alindiginda belirgin hale gelir. Boylesi durumlarda yaygin bir sekilde mevcut olan net kok
yerlestirme prosediirleri cogu zaman etkisizdir. Ancak, bu amaca yonelik olarak polinomsal
alan yaklagimlariyla birlikte cizgesel yaklagimlar etkili, basit ve sistematik semalar ortaya

cikardigi goriiliir.
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