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Oz

Bu ¢alismanmin amaci, soldan kapali idealler iizerinde Nobusawa anlaminda asal
gamma halkanin kesirler halkasini olusturmaktir.

Anahtar kelimeler: Asal gamma halka, sol ideal, soldan kapali ideal.

Quotient rings of prime gamma ring on the closed ideals

Abstract

The aim of this paper is to give a construction of quotient gamma rings of prime gamma
rings in the sense of Nobusawa on left closed ideals.

Keywords: Prime gamma ring, left ideal, left closed ideal.

1. Giris

Gamma halkalar teorisi hakkindaki ¢alismalar Nobusawa’ nin [7] 1964 yilinda yaptigi
calisma ile baslamistir. Bu calismasinda Nobusawa, Wedderburn-Artin Teoreminin
genellestirilmesini ispatlamigtir. Giiniimiize kadar birgok yazar, gamma halkalar hakinda
cesitli caligmalar yapmislardir. Birlesmeli halkalar (cebirler) teorisinde, (yar1) asal
halkalar biiylik bir sinifi olusturmaktadir. Bu teorideki siklikla calisailan bolim
genellestirilmis polinom o6zdesliklerini (GPI) saglayan (yar1) asal halkalardir. W.
Martindale [6], asikar olmayan genellestirilmis polinom 6zdesliklerini saglayan merkezi
kapali asal halkanin giiglii ilkel (primitive) halka oldugunu géstermistir. Bu onemli
sonucu ispatlamak icin, Martindale, kendi adiyla amilan (sag, sol) kesirler halkasi
kavramimi tanimlamistir. Daha sonra Amitsur [1] bu kavrami yariasal halkalara

* Ahmet GENC, agenc@adu.edu.tr, http://orcid.org/0000-0002-2535-1689

645


http://orcid.org/0000-0002-2535-1689

GENC A.

genisletmistir.

Asal gamma halkalarinda klasik asal halkalar teorisinde oldugu gibi iizerinde ¢alistigimiz
halkadan daha genis olan ve halkanin kendisini homomorfik olarak igeren bir kesirler
halkasini idealler {izerinde insa etmektir. Bu calismada kesirler halkasini soldan kapali
idealler iizerinde olusturulmustur. Idealler iizerinden elde edilen kesirler halkasinin
soldan kapal1 idealleri iizerinden elde edilen kesirler halkasini igerdigini ancak gamma
halka birimli ise bu iki kesirler halkasinin ¢akistigini ifade ettik. Kesirler halkasini, tek
yanli kapal1 idealleri iizerinden olusturmamizin sebebi, gamma halkanin tek yanli kapali
idealleri ve operator halkanin tek yanli kapali idealleri arasinda birebir esleme olmasi ve
bunun gamma halkalarinin kesirler halkas1 ile operatdr halkasinin kesirler halkasi
arasindaki iliskiyi arastirabilmeyi olanak saglamasidir.

2. Onbilgiler

2.1 Tanmm: M elemanlar1 a, b, c..... ile gosterilen toplamsal degismeli grup ve I’
elemanlart o, B, 7,.... ile gosterilen toplamsal degismeli grup olsun. Her a, beM ve v,
Bel i¢in, ayb M toplamsal grubunun elemani ve yaP elemani da I toplamsal grubunun
eleman olarak tanimlansin. Eger bu ¢arpimlar asagidaki ii¢ kosulu da saglaniyor ise M
toplamsal grubuna I'-halkasi denir.
(1) (artaz)yb = aryb+azyb

a(y1t+yz2)b = ayib+ay2b

ay(bit+b2) = aybitaybz
(i) (ayb)Bc = ay(bpc) = a(ybp)c
(iii) Hera,b e Miginayb =0 isey = 0.

Barnes [2] makalesinde Nobusawa’nin vermis oldugu I'-halkasi taniminin kosullarini
zayiflatarak asagidaki tanimi vermistir.

Tamm 2.2 M = {a,b,c,....} ve I = {a,B,y,....} toplamsal degismeli gruplar olmak iizere,
her a, b, ceM, a, Bel i¢in,

(i) aob, M grubunun elemanidir.

(ii) (a+b)ac = aac+boc
a(o+p)b = aab+apb
aa(b+c) = aab+aac

(iii) (aab)Bc = aa(bpc)

kosullarini saglaniyorsa M toplamsal grubuna I=-halkast denir.

Bundan sonra tanimlarda karigikliga yol agmamak i¢in Barnes anlaminda M TI'-halkas1
icin (I'’M)s ve Nobusawa anlaminda M TI-halkasi i¢in (I',M)n gOsterimini
kullanilacaktir.

Tamm 2.3 IcM olmak iizere, (I, M) gamma halkasinin, II'M={aac|acl, ael’, ceM }
(MI'1) kiimesini kapsayan | toplamsal grubuna (I',M) gamma halkasinin sag (sol) ideali
denir. Eger | hem sag hem de sol ideal ise | toplamsal grubuna (I",M) gamma halkasinin
iki yanl ideali veya kisaca (I',M) gamma halkasinin ideali denir.
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Tamm 2.4 (I',M)s olmak iizere, xe M ve S eI olsun. Her ye M igin, y[J,Xx] = yox
ile tanimlanan [8,X]:M - M  doniisimi, M  toplamsal  grubunun  bir

endomorfizmasidir. &, €I, X, € M olmak iizere, Z[é‘i,xi] formundaki tiim toplamlari

iceren R kiimesi, End"(M) (sag taraftan M ile isleme konulan endomorfizmlerin
halkasi) nin bir alt halkasidir. R ye (I',M)s nin sag operator halkasi denir.

Benzer  sekilde, (I''M)s  gamma  halkasinin  sol  operator  halkasi

L:{Z[yj,,uj] |yj eM, g EF}S End'(M) tanimlanr.
j

Tamm 2.5 (I',M)s gamma halka ve R (L), onun sag (sol) operator halkasi olsun. Eger

her  xeM igin, ) x5 =X (z fw,x= Xj olacak  sekilde ) '[5,e]eR
i i i

[Z[fj,wj]e Lj var ise Z[di,ei] (Z[fj,wj]J elemanina M gamma halkasinin sag
i i i

(sol) birimi denir. Z[éi,e.] elemanin R nin birimi, Z[fj,wj] elemanin L nin birimi
i i

oldugu kolaylikla goriilebilir.
Ayni zamanda, Z:[éi e] [Z[ f;, Wj]j eleman1 I" M-halkasinin sol (sag) birimidir.
i i

Tanmm 2.6 (I, M)n gamma halka olsun. Her XxeM igin, e6x=X olacak sekilde
eeMve oel var ise (9,e)¢iftine (I, M) gamma halkasinin giiclii (strong) sol
birimi denir. Her xeM igin, Xde=X olacak sekilde eesMve oel" var ise
(9,e) ¢iftine (I', M) gamma halkasinin gii¢lii (strong) sag birimi denir. (J,e) ¢ifti, (T,
M) gamma halkasinin hem giiglii sag ve sol birim ise kisaca giiglii (strong) birim denir.

Tanmm 2.7 [5] (I'1, My)n ve (2, M2)n gamma halkalari, ¢ ve @ sirasiyla 't grubundan
I'2 grubuna ve M1 grubundan M2 grubuna iki doniisiim olmak {izere, asagidaki kosullari
saglayan (¢,6) sirali giftine (I'1, M1)n gamma halkasindan (I'2, M2)n gamma halkasina
homomorfizma denir.

(i) 6, M1 grubundan M2 grubuna grup homomorfizmasidir.
(ii) ¢, I'1 grubundan I'2 grubuna grup homomorfizmasidir.
(iii) Her x, y € M ve a. € T olmak iizere,

(xay) 0= (xO)(ah)(y )

(iv) Her xeM ve a, yeI olmak tizere,

(axy)¢ = (ad)(xO)(v4)

[laveten, ¢ ve @ bire bir ve orten ise (¢,6) sirali ¢ifti (I't, Mi)n gamma halkasindan
(2, M2)n tizerine izomormorfizma denir ve (I't, Mi)n = (2, M2)n ile gosterilir.
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Tanmm 2.8 Hern,n1,n2 e N,m,m1, m2 € M ve a, B € I' i¢in, asagidaki kosullar
saglayan N toplamsal degismeli grubuna sag I'M — modiil denir.

(i) name N

(if) (N1 + n2 )am = n1 am + N2 am
(iii) n(a + )M = nam + nm

(iv) na(m1 + mz2 ) = namz + namz

Tanim 2.9 N1 ve N2 sag I'M — modiil olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan
0 : N1— N2 doéniisiimiine sag I'M — modiil homorfizmasi denir.

(i) 6 : N1— N2 grup homomorfizmasidir,

(i) Herx e Nivem € M, a € I igin, 6(xam) = 6(x)am.

Tamm 2.10 (I',M) gamma halka olsun. Eger (I',M) gamma halkasinin herhangi iki A ve
B ideali i¢in, AI'B <P olmast A < P veya B < P olmasini gerektiriyorsa, (I',M) nin P
idealine asal ideal denir.

Tamm 2.11 (I',M) gamma halkasinin sifir ideali asal ideal ise (I',M) gamma halkasina
asal gamma halka denir.

Tamm 2.12 R ve L sirasiyla (I',M) gamma halkasinin sag ve sol operator halkalar1 A, R
halkasmin sol ideali olsun. RA = A ise A sol idealine soldan kapah ideal denir. U,
(I',M) gamma halkasinin sol ideali olsun. LU=MI"U=U ise U sol idealine, M nin soldan
kapah ideali denir.

Benzer sekilde, B, L halkasinin sag ideali olsun. BL=B ise B sag idealine sagdan kapah
ideal denir. V, (I';M) gamma halkasinin sag ideali olsun. VR=VI'M=V ise V sag
idealine, M nin sagdan kapah ideali denir.

Tamim 2.13 A, R sol operator halkasimin sol ideali ise MA da (I',M) gamma halkasinin
sol idealidir. MA sol ideali A ile gosterilir. U, (I';M) gamma halkasinin sol ideali ise
[I",U] da R sol operator halkasinin sol idealidir. [I",U] sol ideali <U ile gosterilir.

Benzer sekilde, B L sag operator halkasinin sag ideali ise BM de (I',M) gamma
halkasinin sag idealidir. BM sag ideali B+ ile gosterilir. V, (I',M) gamma halkasinin sag
ideali ise [V, I'] da L sag operatdr halkasinin sag idealidir.[V, T'] sag ideali V= ile
gosterilir.

Ozellik 2.14 Eger R sol operator halkasinin A sol ideali soldan kapali ise (I',M) gamma
halkasinin *A sol ideali de soldan kapalidir. Eger (I',M) gamma halkasinin U sol ideali
soldan kapali ise R sol operator halkasinin U sol ideali de soldan kapalidir. Benzer
ozellikler sagdan kapalilar i¢inde verilebilir[5].

Teorem 2.15 R sol operatoér halkasinin soldan kapali sol idealleri ile (I',M) gamma
halkasinin soldan kapali sol idealleri arasinda birebir esleme vardir [5].
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3. Asal gamma halkamin soldan kapal idealleri ile kurulan kesirler halkasi
N a o0 x 0 o
Ornek 3.1 M= a0 caeZ;y ve I'= 00 :XeZ, glglii sag birimli gamma

1 0j|1 0
halkadir. [{O 0},{1 ODE(F,M)N gamma halkasinin  giicli sag birimidir.

3a 0
U= {Sa 0}: ae Z} (F, M )N gamma halkasinin soldan kapali bir idealidir.

(T, M), giiglii sag birimli asal gamma halka ve U, (I', M)n gamma halkasinin sifirdan
farkli soldan kapali bir ideali olsun. (I", M)n, sag gii¢lii birimli oldugundan MI'M =M
ve Tanim 2.6 dan R operatér halkasi birimlidi. MI'M =M olmasi kullanilarak,
R?=[I" M]. [T ,M]= [ ,MI'M ]=[I" ,M]=R elde edilir. Yani R operatér halkas1 da
kendisinin soldan kapali bir idealidir. A ve B, R operatér halkasinin soldan kapali
idealleri olmak tizere, RCANB)c AnBoldugu ANB nin ideal olmasindan agiktir.
ANB < R(ANB) oldugu R operator halkasinin birimli olmasindan goriiliir. O halde,
soldan kapali ideallerin arakesiti de soldan kapali bir idealdir. Ozellik 2.14 ve Teorem
2.15 kullanilarak, (I',M)n gamma halkasinin soldan kapali ideallerinin arakesitinin de
soldan kapal1 bir ideal oldugu kolaylikla goriiliir.

Ozellik 3.2 (I, M)n gamma halkasmin sifirdan farkli soldan kapali U ve V idealleri
icin, UT'V ideali de soldan kapalidir ve UT'V cU NV dir.

Ispat U soldan kapali oldugundan MIUTV =UTV ve U ve V ideal olmasi
kullanilarak UTV cU ve UTV <V elde edilir. Yani, UT'V cU NV dir.

U, (T, M)n gamma halkasinin sifirdan farkli soldan kapali bir ideali olsun.
N={U,f)|f:U-—>M f sol MI" — modiil homomorfizma}

kiimesi iizerinde, “~” bagmtis1 “(U, f) ~ (V, g) < f|, = g|, olacak sekilde (I', M )n
gamma halkasinin U NV tarafindan kapsanan sifirdan farkli en az bir soldan kapali W
ideali vardir” olarak tamimlansin. (I, M )n asal gamma halka oldugundan, sifirdan
farkli soldan kapali W ideali bulmak her zaman miimkiindiir. Ornegin, eger W=UI'V
alirsak, U=0, V=0 ve U, V (I', M )n gamma halkasinin ideali ve (I', M )n asal gamma
oldugundan 0% UT'V olur. Ozellik 3.2 den UI'V cUnV ve ULV , (I, M )n gamma
halkasinin soldan kapali bir idealdir.

a) 0zU (I, M )N gamma halkasinin ideali igin, W=UT'U alindiginda W =0 dur.
(U, f)~(U, ) oldugu agiktir. Yani “~” bagintis1 yansima 6zelligini saglar.

b) (U, f) ~ (V, g) olsun. f|W = g|W olacak sekilde (I', M )n gamma halkasinin U nV
tarafindan kapsanan sifirdan farkli en az bir W ideali vardir. Buradan, (V, g ) ~
(U, f) elde edilir. Bu da “ ~” bagintisinin simetrik oldugunu gosterir.

c) (U, f)~(V,g)ve(V,g)~ (K, h)olsun. (U, f) ~ (V, g) oldugundan
(T', M)n gamma halkasinin sifirdan farkli bir Wic UNV ideali igin, f|Wl =g

Wl
esitligi saglanir. (V, g) ~ (K, h) oldugundan (I', M)n gamma halkasinin sifirdan
farkli bir W2 VK ideali igin, g|W = h|W olur. W=WTI'W, alalim. W, (T', M)n
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gamma halkasinin sifirdan farkli soldan kapali idealidir ve W=WIW,

cW W, cUnVnNKcUnNK saglanir.  Diger taraftan, f|W =g ve

Wy
g|W2 =h|Wz oldugundan f| =g| ve g| =h|, oldugu agiktir. O halde, (T,
M)n gamma halkasinin sifirdan farklh W=WI'W, soldan kapali ideali i¢in
f|, =h|, dir. Béylece, (U, f) ~(K, h) oldugu goriiliir. Yani “~” bagmntisi
gecismelidir.

29 9
~

Oyleyse bagintis1 N kiimesi lizerinde bir denklik bagintisidir.

Denklik siniflarmi (U, f) = ? ile gosterelim.

N kiimesinin tiim elemanlarinin denklik siniflariin kiimesi Qci olsun.
Qci iizerinde "+ islemi agagidaki gibi tanimlansin.

f+g=(U, O+, 9)=UNV, f+g)

Yukarida tanimlanan toplama islemi iyi tammhdir. (U, f), (V,9), (U, "),
V', g")eQigin, ((U, f),(V,9)=(U,1),(V,g')) olsun. O  halde,
U, f)=u,f) ve (V,g9)=(V',g') dr. Buradan, (U, f)~U",f") wve
(V, g)~(V', g')elde edilir. “~” bagmtisinin tanimmdan, W, cU nU " olacak sekilde
(I', M )n gamma halkasinin sifirdan farkli soldan kapali bir W1 ideali {izerinde f= f' ve
W, =V NV olacak sekilde (I', M )n gamma halkasinin sifirdan farkli soldan kapali bir
W2 ideali iizerinde g=9' dir. W=W,I'W, alalim. W =0 ve Wc U nNV)nU'nV")
dir. Her weW ig¢in, (w)(f+g) = (W)f+(w)g = (W)f’+(w) g’ = (w)(f+g’) oldugundan,
UnV,f+g)~U'nV', f'+g") bulunur. O halde, (UNV, f+g)=(WnNT, h+k)
elde edilir.

Buradaf+g: U NV — M sol MI' -modiil homomorfizmasidir. Qci kiimesinin bu
islem altinda toplamsal degismeli grup oldugu bir Onceki boliime benzer sekilde
kolaylikla gosterilir.

Benzer sekilde, (M, I')n asal gamma halka ve 0= Q (M, I')n gamma halkasinin soldan
kapal1 bir ideali olsun.

(13 2
~

R={(Q;1)|1:Q — I'1,sag MI' — modiil homomorfizmasi} ‘R kiimesi lizerinde “~
bagintist su sekilde tanimlansin.

“Q, T )=(A, 0) < Z'|H =G|H olacak sekilde (M, I')n gamma halkasinin QNA
tarafindan kapsanan sifirdan farkli en az bir soldan kapali IT ideali vardir”
(M, T')n asal gamma halka oldugundan, sifirdan farkli (M, I')N gamma halkasinin IT

ideali her zaman bulunabilir. Yukaridaki bagintiya benzer sekilde “ = ” bagmtisinin
denklik bagintist oldugu goriiliir.
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A

Denklik siniflarini (€, 7) =7 ile gosterelim. R kiimesinin biitiin elemanlarinin denklik

siiflarinin kiimesini Aci ile gosterelim. Aci ilizerinde toplama islemini asagidaki gibi
tanimlayalim.

t1o=(Q0)+(MNo)=(QNA 7 +0)

Yukarida yaptiklarimiza benzer sekilde Aci kiimesinin toplamsal degismeli grup oldugu
kolaylikla goriiliir.

T, Q dan I' ya sag MI' — modiil homomorfizmasi olmak {izere, T yardimi ile

toplamsallik 6zelligini saglayacak sekilde 7 MOM — M, ;(myn) = mt(y)n ile 7
doniistimiint tanimlayalim.

Qci ve Aci toplamsal degismeli gruplari goz Oniline alinarak asagidaki islemini
tanimlayalim;

.- Qc1 x Act X Qcl — Qci isleminti,

ASEAN

A AAA A
(f,z,9)— f.z.g = (U, F)(Q,7).(V,9) = (VQU, f rg)ile tammlayalim.

Bu islemin iyi tanimli oldugunu gésterelim.

(U, 1),(7),(V,9)) = ((Uy, £,),(€,7,),(V,,9,)) olsun.

9

~” ve “x” bagintisinin tanimindan,

(U, f)~U,f)=f |w = filw olacak sekilde, (I, M )N gamma halkasinin UnU1
tarafindan kapsanan sifirdan farkli en az bir soldan kapali W ideali vardir,
Q, )=, ) = T|H:2'1|n olacak sekilde, (M, I')N gamma halkasinin QNQ1
tarafindan kapsanan sifirdan farkli en az bir soldan kapali II ideali vardir ve
(V,9)~(V,,0,) = 9k = 01 |k olacak sekilde, (I, M )n gamma halkasinin VN\V1
tarafindan kapsanan sifirdan farkli en az bir soldan kapali K ideali var oldugu elde

edilir. A=KITWI'KITW # 0. Eger A= 0 olsa (I", M )n asal olmasi ve KITW in (I, M)n
halkasinin ideali olmasi kullanilarak IT=0 elde edilir. Bu da IT # 0 olmasi ile gelisir.

A=KTITWI'KITW = { Z kywBky’w’ |[Vw, WweW, v,y ell |k k’e K, Bel'}.
sonlu
(kywB k7y'w?) f 29 = (kywp k'y’f(w?) 7 g = (kT (ywp k'y)f(w)) g
= (kta (ywB ky")fr(w?)) 91

= (kywpk y’w’) f1 ;'191, Vw,wWeW,y,yell, k k’eK, Berl.

oldugu goriiliir.
A

=f50
A

Ayrica, f1 ;'1 g1 toplamsal oldugundan, f . g

(Aci, Qci)n nun gamma halka oldugunu Geng [4] benzer olarak gosterilir. Boylece, (Aci,
Qci)n gamma halkadir. Benzer sekilde asagidaki islem altinda (Qci, Aci)n nin gamma
halka oldugu goriilebilir.
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AN AN A A A

A A
(r,f,o0)—> 7.f.0 = (1)U, f).(A 0)=(AUQ,7 f o)olacak sekilde,

.2 Act X Qc1 X Act — Aci “.” islemi ve burada f:rur—r (ymp) f= yf(m)p olarak
tanimlanir.

(Aci, Qci)n gamma halkasi birimlidir. Im : M — M ve Ir : I' — I’ birim dontisiimleri

MTI'—modiil homomorfimasidir. Her (U, f) e Qci igin,
U, )@ )M, 1y )=M, 1, ). 1) .(U, f)=(U, f)
(M, 1, ), (@, 1)) cifti (Act, Qei)n halkasimnin birimidir.

Sonug¢ 3.3 (Aci, Qci)n kesirler halkasi (A, Q)n kesirler halkasi tarafindan kapsanir. Eger
(T" ,M)n asal gamma halkasi gii¢lii birimli ise bu halkalar birbirine esittir.

Ispat: (Aci, Qci)n kesirler halkasi kapali idealler {izerinden kuruldugundan ve her kapali
ideal oOncelikle ideal olarak alindigindan (Aci, Qc)Nc (A, Q)n oldugu agiktir. Eger
(T" ,M)n asal gamma halkas1 giiglii birimli ise her ideali kapali oldugundan (Aci, Qci)n
=(A, Q)n oldugu kolaylikla goriiliir.

4. Sonug¢

Bu calismada, asal gamma halkalarinin soldan kapali idealler iizerinde kesirler halkas1
olusturulmus ve bu halkanin birimli oldugu, asal gamma halkanin kesirler halkas1
tarafindan kapsandigi ve eger asal gamma halkas1 giiglii birimli ise bu iki kesirler
halkasinin esit oldugu gosterilmistir.
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