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MAKALE BIiLGILERI OZET

Makale ge¢misi: Bu makalede, Carathéodory esitsizliginin bir sinir versiyonu, pozitif reel fonksiyonlar agisindan incelenmistir.

Buna gore, Z(s) siiren nokta empedans fonksiyonu; s diizleminin sag yar1 diizleminde tanimlanmus, Z(s) = 24
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Anahtar kelimeler:

¢ (s = 1) + (s — 1)? + -+ olarak verilen analitik bir fonksiyondur. Z(s) fonksiyonunun sanal eksen iizerinde s
= 0 sinur noktasinda da analitik oldugu varsayilarak, Rogosinski lemmasi yardimiyla, Z(s) 'nin tiirevinin modiilii
icin yeni esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica, sunulan esitsizliklerin kesinligi kanitlanmis ve elde edilen ekstremal
fonksiyonlarin spektral 6zellikleri arastirilmistir. Bu dogrultuda, ¢aligmada 6nerilen analizler kullanilarak gesitli
filtre yapilarinin elde edilmesinin miimkiin oldugu gézlenmistir.
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Giris
Pozitif reel fonksiyonlar (PRF), elektrik
mithendisliginde devre teorisinde [1], ag

sentezinde [2], kontrol sistemlerinde [3], sinyal
islemede [4] ve mikrodalga miihendisliginde [5]
siklikla kullanilmaktadir. Bir fonksiyonun pozitif
reel olabilmesi icin, asagidaki kosullar
saglamasi gerekmektedir [6]:

s, karmasik frekans degiskeni olmak tizere,

1-) Z(s) analitik and Rs > 0’da sanal eksen
tizerindeki kutuplar hari¢ olmak {izere tek
degerlidir,

2-) Z(s) = Z(s)
3-)Rs > 0’da RZ(s) = 0 olmalidur.

Bu c¢alismada, sliren nokta empedans
fonksiyonlarinin (SNEF) tiirevi i¢in bir simnir
analizi yapilmast amaglanmistir. SNEF'lerin
tiirevi jiroskop tasarimi [7], dogrusal karsilikli
sistemlerin yorumlanmasi [8] gibi ¢esitli amaglar
icin kullanilabilmektedir.

Burada, Z(s) siren nokta empedans
fonksiyonunun tiirevinin  modiliiniin  sifir
noktasindaki degeri, yani |Z'(0)| g0z Oniine

alinarak ii¢ teorem igerisinde Z'(s) i¢in li¢ alt
smir sunulmaktadir. [9] ve [10] ile benzer
sekilde, bu c¢alismanin  amact  Z(s)
fonksiyonunun tiirevinin sinirdaki davranisini
anlamaktir.  Burada  sunulan  ¢alismanin
oncekilerden temel farki, yeni smirlar1 elde
etmek igin Rogosinski Lemmasi ile beraber
Carathéodory Esitsizligi kullanilmasidir. Ayrica,
Z(s) fonksiyonunun tiirevinin analizi, ¢alismada
ele alinan problemin dogal bir sonucudur.
Sunulan analizlerle, Carathéodory Esitsizligi ile
SNEF'lerin arasindaki iligkinin ortaya konulmasi
hedeflenmistir. Bu iliskiyi somutlastirmak adina,
devre teorisinde sik¢a kullanilan ekstremal
fonksiyonlar olan SNEF'lerden faydalanilmistir.

Elde edilen sonuglara gore, Rogosinski Lemmasi
ille  beraber Carathéodory  Esitsizligi’nin
SNEF’lere  uygulanmasiyla  ¢ok  ¢entikli
siizgecler de dahil olmak {izere cesitli slizgeg
yapilar1 olustugunu sdylemek miimkiindiir.
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On Degerlendirmeler

f(2), birim disk igerisinde (U = {z:|z| < 1})
analitik  bir  fonksiyon olsun. Maksimum
Prensibi’nin  bir sonucu olan Schwarz
Onermesi’ne gore, f: U — U fonksiyonu f£(0) =
0 ile analitik oldugu durumda, her z € U igin
lf(2)| < |z| ve |[f'(0)] < 1’dir. Ayrica, z # 0
icin |f(2)| = |z| gegerli oldugu takdirde veya
|f'(0)| =1 ise f bir rotasyondur. Bagka bir
ifadeyle, O reel olmak iizere f(z) = ze¥ dir
[11].

Bunun  kesin  bir versiyonu  Rogosinski
Lemmasi’dir [12,13]. Rogosinski Lemmasi’na
gore, biitin z €U degerleri i¢in a; =
2 (0)(1-I2[2) _12P(a-1r o)
1-1z|2| £ (0)I? LT 1-1zlP15 ()12
|f (2) — a;| < rydir.

Carathéodory’nin Esitsizligi, literatiirdeki g¢esitli
caligmalarda ele almmustir.  Carathéodory
Esitsizligi’nin tam fonksiyonlar ve analitik
fonksiyonlar teorisindeki rolii kapsamli bir
sekilde tartisilmistir [14]. Ayrica, Carathéodory
Esitsizligi’nin birim diskteki esitsizliginin bir
siir versiyonu da [15] ve [16] calismalarinda

olmak uzere

dikkate alinmakta ve yeni sonuglar elde
edilmektedir. Mercer [12], Schwarz
Lemmast’nin, 1iki noktanin  gdriintiilerinin

bilindigi bir versiyonunu kanitlamistir. Ayrica;
Mercer, sinirdaki bazi Schwarz ve Carathéodory
esitsizliklerini, Rogosinski'ye bagli bir lemmanin
sonucu olarak gormektedir [13]. Buna ek olarak,
birim diski  kendisine esleyen analitik
fonksiyonlar i¢in yeni bir sinir Schwarz Lemmasi
elde etmistir [17].

Ik olarak, Carathéodory’nin pozitif reel
fonksiyonlar i¢in sag yarim diizlemdeki esitsizligi
sunulacaktir.

Z(s) =5+ ci(s — 1) + cp(s — 1)? + - pozitif
reel bir fonksiyonve Rs > 0’da0 < RZ(s) <A

olsun. f(z),U igerisinde analitik bir fonksiyon,
f(0) =0ve|z|] <1igin|f(z)| < 1 olmak tizere

ei?n[%z(%)_l]—l
O = oL,
fonksiyonunu goz 6niine alalim.

(1) denkleminden

_s-1

T os+1

1)
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4im L1+ 2z 2,4z
, A(1—z)22( —z) )
f (Z) - in[f2,_(1+z 2
(97 Z( ) 1] + 1)
sonucu  bulunur.  Dolayistyla, = Schwarz

Lemmasi’n1 f'(z) i¢in uygulayarak

4L7TZ ez [Az(1) 1]

(eT[ZZ(l)_l] + 1)

If'(0)] =

ve
A
1Z' (D] < -
Vs
esitsizligi elde edilir.
Simdi bu esitsizligin esitlik halini gosterelim.
A 2
Z(s) = (1 + —lns)

olsun. Bu durumda,

A
E+c1(s— D+ c(s—1)%+

= 2(1 + %lns),

A
(=D +cy(s—1)2%+- = Elns
ve
A Ins
Cq + CZ(S - 1) + = EE

Son ifadede s — 1 igin limite gegersek

ol = 2
| =—
17T

elde ederiz. Bu da

1Z' (D] = —

oldugunu gosterir.

Dolayisiyla, asagidaki lemma elde edilir:
Lemma 1. Z(s)= §+ c1(s—1)+cy(s—
1)2 + -+ fonksiyonu Rs > 0’da 0 < RZ(s) <

A i¢in pozitif reel bir fonksiyon olsun. Bu
durumda asagidaki esitsizlik elde edilir:

)

Esitsizlik (2) kesindir ve ekstremal fonksiyon
asagidaki gibi verilir:

, A
1Z'(1)] S;
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A 2
(1 + —lns)

Bu sonug, sag yarn diizlemdeki pozitif reel
fonksiyon i¢in Carathéodory Esitsizligi'ni
dogurmaktadir.

Sekil I'de, Lemma 1'de elde edilen SNEF'nin
biiyiikliigii frekansa bagli olarak ve A = 1 oldugu

Z(s) =

varsayilarak gosterilmistir. Sekilde
goriilebilecegi gibi A parametresi, SNEF'nin
alabilecegi en diisik empedans degerini

belirleyen parametredir. Sekil 1°dekine benzer bir
frekans karakteristigini seri olarak baglanmis bir
LC devre yapisi elde etmek miimkiindiir.

(

105

Sekil 1. Lemma [’de elde edilen Z(s)=
2(1 +%lns) fonksiyonu i¢in frekans yaniti.

Schwarz Lemmasi’’nin Onemli bir sonucu,
Osserman tarafindan asagidaki sekilde ifade
edilmistir [18]:

f, U dairesinde analitik, f(0) = 0 ve |z| < 1 igin
|f(z))| <1 olsun. Ayrica varsayalim ki, f
fonksiyonu bir z, € dU = {z: |z| = 1} noktasina
siirekli devam ediliyor, |f(z)| =1, ve f'(z)
mevcuttur. O zaman

1f'(z0)| 2

esitsizligi saglanir.

©)

— >
1+|f 0] 1

(3) esitsizliginde, esitlik hali (z, = 1 oldugunda)
f(z)=2z f:mz, 0 <m < 1 fonksiyonu icin
gergeklenir. (1.3) esitsizliginin ikinci kismiin
esitlik hali f(z) = ze'*, areel  oldugunda




DUMEF Miihendislik Dergisi 12:1 (2021): pp. 61-68

miimkiindiir. (3) esitsizligi ve genellemeleri
geometrik  fonksiyonlar  teorisinde  Onemli
uygulamalara sahiptir. [18, 19, 20, 21, 22].

Ana Sonuclar

Bu kisimda, pozitif reel fonksiyonlarin smir
analizi sonuglar1 sunulmaktadir. Pozitif reel
fonksiyonlarin tanimindan, Z(s) fonksiyonu
analitik ve s-diizleminin sag yarisinda tekil
degerli olarak ifade edilebilir. Asagidaki
teoremde, Z(0) = A olmakla birlikte, pozitif reel
fonksiyonlar igin Z(0)’mn tlrevinin tizerinde
asagi sinirlar olusturulmaktadir.

Teorem 1. Z(s) = §+ c1(s—=1)+cy(s —
1)%+... fonksiyonu, Rs > 0 i¢in 0 < RZ(s) <
A olan ve Z(0) = A ile sanal eksenin s =0
noktasinda da analitik olan pozitif reel bir
fonksiyon olsun. Bu durumda,

, 24
12/(0)] = 2

(4)

(4) sonucu asagidaki fonksiyon i¢in kesindir.
A 1- 1
265 = (1 22 (%))

AQ+is+1-
Ispat. Asagidaki f(z) fonksiyonunu goz dniine
alalim.

ezi (1+Z) 1]—1

7T 41

f(z) fonksiyonu U igerisinde analitik bir
fonksiyondur, f(0) =0’dir ve |z| <1 igin
|f(2)| < 1°dir. Ayrica, s = 0 igin (sanal eksenin
s = 0 noktasi)

f(2) =

Tl 1 JF 1 i1

Tt

f=1) = Z(0) =

67[22(0)_1] +1 - e%n +1
ve

lf (=Dl =1.
sonuglarma ulasilir.

f (z)’in tanimindan, basit hesaplamalarla

, 1 1+z
o (12) Sl
(el;r[Z (1+Z) 1] + 1)

sonucunu elde ederiz. Dolayisiyla,
dU i¢in |f'(zo)| = 1 oldugundan

4in
Al -

f'(2) =

2

Z0=_1E

64

4l7TZ "(0)e 2[ 2(0)-1]

<e?[zZ(°)‘1] + 1)

L<|f'(=Dl=

A IEA O]
- in 2| Al in 2°
(67 + 1) ez +1
i 2
ez +1| =i+ 1|*> = 2 oldugundan
24
1Zz'(0)| = —
s
elde edilir.
Simdi, (4) esitsizliginin  kesin  oldugu
gosterilecektir.

_A 2 ((1=D)s+1+i
Z(s)=-(1+ P In (—(1+i)5+1_i)> olsun. Bu
durumda,

Z'(s)

A A-D(A+iDs+1-1i)

Tin((A+Ds+1-D(A—Ds+1+i

A A+ -i)s+1+10)

T (A +Ds+1-0D(A—)s+ 1+

ve
1Z'(0)] =—

olur.

Teorem 1’de elde edilen SNEF’in biiytikliigiiniin
frekansa gore ¢izimi A = 1 varsayim yapilarak
Sekil 2’de gosterilmektedir. Sekil 1’den farkli
olarak, Sekil 2°de en yiiksek empedans degerini
belirleyen parametre A parametresidir. Sekil
2’deki grafigi, paralel baglanmig bir LC devresi
ile yaklasik olarak elde etmek miimkiindiir.
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[Z(s)]

i)
Sekil 2. Teorem 1’de elde edilen Z(s) = 2(1 +

2

in ln(

(A-i)s+1+i
(1+0)s+1—i

)) fonksiyonu igin frekans yaniti.

(4) esitsizligi, Z(s) fonksiyonunun Taylor
acilimindaki ilk katsayr olan [Z'(1)|’i dikkate
alarak asagidan kuvvetlendirilebilir.

Teorem 2. Teorem 1 ile ayni varsayimlar altinda
12" (0)] = ()

olur. Buna ek olarak, (2.2) esitsizligi asagida
verilen fonksiyon i¢in kesindir:

442
w(A+m|Z" (D))

Z(s)
s—1 s—1 ., s—1
_4 1£ln l-a s+1+l(s+1) S
2 i s—1 ./s—1 . s—1
1_a5+—1_l(s+—1) tilagyT

Burada, a katsayisi a = %IZ’(l)I olarak verilen
(0,1] araliginda deger alan keyfi bir sayidir ((2)
esitsizligine bakiniz).

Ispat.  f(z) fonksiyonu Teorem 1’in

ispatindakiyle ayni1 fonksiyon olsun. Rogosinski
_ zf'(0(1-lz1?)

Lemmasi’ndan  q, = I OF ve n=
1212 (1-Is' o ) .
1—|(Tf’(0)|2) olmak iizere |f(z) — a,| < ry dir.
Dolayisiyla,
f@Q-1_1-lal—n
z—1 |~ 1-|z
12 O —1z[*) _ Jz]*A — |f"(0)]*)
_ 1 - 1z]?[f"(0)[? 1 - 1zI?[f"(0)[?
1-|z|

65

_1-1zPIf @ — 12l 01 — |21?) — 12121 — 1f"(0)1*)
(1 - 1zD@ = IzI?1£"(0)1%)
14|
~ 1+ 1zlIf (0]

olur.

Son esitsizlikte limite gegersek

2
"Dl = TEIF(0)]

(-1 = 2O

sonucunu elde ederiz.
(0] =

ve
oldugundan

n12'(0)]
A 2

2
m|Z'(D)|
A

- 1+
ve

2
n(A+7lZ' (D)
esitsizliklerine ulasilir.

Simdi, (5)
gosterilecektir.
1+z

2%y =1 <1 +Zn (
denklemden, |z'(0)| =
%IZ’(I)I

saglanir.

Teorem 2’de elde edilen SNEF’in frekans
karakteristigi Sekil 3’de gosterilmektedir. Sekil
3’e gore, SNEF 0 < w < 8 rad/sn. araliginda iki
kutup ve bir sifira sahiptir. Diger yanda; SNEF,
w > 8 rad/sn i¢in, A degerinde bir direng gibi
davranmaktadir  (sekilde A =1 oldugu
varsayilmistir).

1Z'(0)] =

esitsizliginin ~ kesin  oldugu

1—az+i22—iaz)
1-az-iz%+iaz

olsun. Bu

oldugu goriiliir. a =
esitlikle

(1+ )

oldugundan, (5) esitsizligi
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L 1 I
0 1 2 3 4 6 T

o[z
Sekil 3. Teorem 2’de elde edilen Z(s) = 2(1 +

ln(

2

i

(A-i)s+1+i
(1+0)s+1—i

)) fonksiyonu igin frekans yaniti.

Asagidaki teoremde, Z(s) fonksiyonunun c; ve
c, ardisik katsayilart eklenerek (5) esitsizligi
kuvvetlendirilmistir.

Teorem 3.3. Z(s) =2+ci(s— 1) +cy(s — D2+
fonksiyonu, %s >0 igin 0 < RZ(s) <A olan ve
Z(0) = A ile sanal eksenin s =0 noktasinda da
analitik olan pozitif reel bir fonksiyon olsun. Bu
durumda,

)

2(A-mcy )2
A2-12|cq |2 +ATT|c1+2¢5]|

(6)

: 24
HOIEE (1 +
olur.

(6) esitsizligi asagida verilen ekstremal fonksiyon
i¢in kesindir:

A 2
Z(S) =E<1 +Eln<

Ispat. f(z) Teorem 1°deki ile aym fonksiyon
oldugunu varsayalim. r(z)= % ve v(z) =
r(z)—-r(0)
l_mr(Z) . . . ., .

Burada; v(z), U igerisinde analitik, v(0) = 0 ve
lv(2)| < 1 for z € U olmak tizere,

rO 'O
= rOF 20 -7 @P

(s+1D2+i(s—1)2
(s+1)2—-i(s—1)2

fonksiyonlarin1 gbéz Oniine alalim.

v'(0) =

Rogosinski Lemmasi ve [12], [13]’den

If(z) —axl <1,

66

1 2
sonucuna ulasilir. Burada, a, = Arola-) y =

1-12[£'(0) 12
xlzl(1-|' O)) oz o
1-k2|f" ()1 ve k=l olarak
verilmektedir. Dolayisiyla,
f@-1 _1-la-mn
z—1 11— 1-|z|
1 2O =) rlzl (3 — If'(0)[?)
_ 1-«k*f' (02 1-k*If'(0)I?
1—|z|

_1-€1f" @)1 — IzlIf" (01 — k) — klzl(1 = 1f"(0)1*)
1 —1zD@ = k2| (01

_ 1+ klf'(0) = |z|1f'(0)| — K|z
A= 1z2DA + x|f'(0)])
sonucu elde edilir.

_ |z|+|v' (0) -
K =| |—1+|z||v’(0)| oldugundan,
f(Z)—1|
L+ 1l 7)1 = 1l )1 - 12 AT L e
>
z _ 2+ VO,
(= 12D (1+ I AT I O)

1+ |zl + |z + |zllv'(0)I(1 — |zI)

T 1+ 12[[v' (0] + 2IZIf'(0)] + [2IIf'(0)[[v'(0)]
1zI1f" () = |z]) + |zlIf" () [lv' (0] (A — |z])

T 1+ [zl @)1 + 121 (O] + [zI1f ()] [v' (0]

sonucuna ulasiriz. Son esitsizlikte limite gegilirse

I (=) = 3+ V'O =1+ 10w (0)]
14O+ 1 (0)] + [ (0)]]v'(0)]

_ 3+ 1O = 1O+ [f(0)[v' (0]

- A+ v @D+ 10D

olur. Bazi kii¢tik degisiklikler yapilarak

21 =1f"(h?
1+ v (0D —-1f(0)I?)
41 =1 (D?

If'-DI=1+

BRSO BRI
elde edilir. |f'(_1)|=§@,|f,(0)|=% ve

If"(0)] = 27” le; + 2¢,| oldugundan
4(1_nkﬁf
A
2
2 <1 - (TT|§1|) > +ZITT[|C1 + 20, |

)

|2/

1
A 2 +

ve

2(A — m|cy])?
2 —m?|cy|? 4+ Amlcy + 2¢,|

|z’0|>2A 1+
()—7r 2
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olur. Simdi, (6) esitsizliginin kesin oldugu
gosterilecektir. Asagidaki fonksiyona bakalim:

2(52) =41+ 2m(22))

1+ i n
Dolayisiyla, |Z'(0)| = %’dlr.

1+iz2
1—-iz2

T

Diger yandan,
A 2z 2z \*
E+C11_Z+C2<1_ ) +
_ A 14 2 1 1+iz?
) i \1-iz2))
Z_Z + (2_2)2 + e = i] (1+i22)
2 1-z €2 1-z Tim n 1-iz2

sonuclarina ulagilir. Limit durumuna gecildiginde
son denklem, ¢; = 0 oldugunu ifade etmektedir.

Benzer sekilde, basit hesaplamalarla ¢, = zin
oldugu goriilebilir. Bu yiizden,

ﬁ<1 L 24—l )
/i) A% —7t2|cy|? + Art|cy + 2¢,]
2A 242 4A
= ?(1 +m) =7

sonucuna ulasilir.

Sekil 3’tekine benzer bir frekans yanit1 burada da
elde edilmektedir. Bu yamt, Sekil 4’te
gosterilmektedir. Teorem 2°deki gibi, burada da
frekans yaniti 5 rad/sn’den biiyiik frekans
degerleri i¢in direngsel (rezistif) bir yap1
gostermektedir. Daha once sunulan teoremlerde
oldugu gibi, direncin degeri A parametresine
baghdir.

12(s)]

67

Sekil 4. Teorem 3’te elde edilen Z(s)=§<1+

in (

2

in

(s+1)2+i(s-1)?
(s+1)2-i(s-1)2

)) fonksiyonu i¢in frekans yaniti.

Tartisma

Bu calismada, siiren nokta empedans
fonksiyonlarinin siir analizi yapilmistir. Buna
gore, Rogosinski Lemmas: ile beraber
Carathéodory Esitsizligi’ni kullanarak |Z(s)| i¢in
alt smirlar belirleyen ii¢ teorem sunulmustur.
Teorem 1’de verilen esitsizlik, |Z'(1)| teriminin
eklenmesiyle Teorem 2’de gii¢lendirilmistir.
Benzer sekilde, ardistk ¢; ve ¢, katsayilarmi
hesaba katarak Teorem 2 kuvvetlendirilmis ve
Teorem 3’te ortaya yeni bir sinir konmustur. Elde
edilen biitiin esitsizlikler, kesinlik analizine tabi
tutulmus ve bu sayede her teorem igin ekstremal
fonksiyonlar elde edilmistir. Elde edilen bu
ekstremal fonksiyonlarin, frekans karakteristigi
grafiklerine gore, bu c¢alismada Onerilen
teoremlerle farkli 6zellikte slizge¢ (filtre) yapilari
tasarlamak miimkiindiir.
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