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Oz
G bir inimodiiler yerel kompakt grup ve P = min{pl, pz} olmak lzere We Bp olsun. Bu calismada,
APz (G, W) uzaymin indislerin degismesi durumunda kapsama 6zellikleri incelenmistir. Ayrica W agirhgmin

P/t

baz1 6zel sartlar1 saglamas1 durumunda Aﬁi'chz (G, W) uzayl i¢in AlG (W) agirlikli Lorentz uzayinda bir yaklagik

birim elde edilmis ve Agzéz (G, W) uzaymin bir Banach sag A1G (W) — modiil oldugu ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Agirlik, Banach Sag A — Modiil, Girisim Operatorii, Yaklasik Birim

Some New Results on the Banach Space Afz;2(G,w)

ABSTRACT
Let G be a unimodular locally compact group and W € Bp where p = min { P, pz} . In this work, in the case of
changing indices, the inclusion properties of the space Aﬁf’;ﬁz (G,W) have been examined. Also, if the weight
W provides some special conditions, an approximate identity for the space Agf;ﬁz (G, W) has been obtained in
the weighted Lorentz space Aé (W) and it has been proved that the space A;’f"quz (G,W) is a Banach right

Ag (W) —module.
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|. GIRIS

Lebesgue uzaylarinin genellemeleri olarak Lorentz [1,2] tarafindan tanimlanan Lorentz uzaylar
matematiksel analizin harmonik analiz, interpolasyon teorisi gibi pek ¢ok dalinda 6nemli rol oynar. Bu
uzaylar cesitli topolojik, fonksiyonel ve geometrik 6zellikleri sayesinde bir¢ok arastirmacinin dikkatini
cekmis ve farkli alanlardaki ¢esitli uygulamalari [3,4,5,6] ile popiiler bir arastirma konusu olmustur.

Avci ve Giirkanl [7] 2007 yilinda, Lorentz uzaylarimi kullanarak G yerel kompakt abel grup,
1<p,p, <o vel<q,q, <oo olmak iizere bir Agﬁgjz ( G) uzay1 tanimlamig ve bu uzay iizerinde bir

norm elde etmistir. Ayrica yine Avci ve Giirkanli [7], her h e Appfgz (G) igin L' (G) uzayinda belirli

P20

ot (G) uzayinin

bazi sartlar saglayan {aa} ve {bﬁ} yaklagim birimlerinin varligini ispatlamis ve A

L (G) lizerinde bir Banach modiilii oldugunu elde etmistir.

Li ve Sun [8] ise 2012 yilinda, Carro, Raposo ve Soria [9] tarafindan 2007 yilinda tanimlanan agirlikli
Lorentz uzaylarini ele alarak G iinimodiiler yerel kompakt grup, C >0 iken W (t) >Ct,weB, ve

1< p<m,1<q<o olmakiizereher f € AZ® (W) igin f*a, > f vela =1 olacak sekilde

@ llAg (w)
AlG (W) da bir {aa} yaklagik biriminin var oldugunu ispatlamistir. Ayrica yine Li ve Sun [8],

l<p<ow,1<g<o,weB,, yada p=gq=1 weB, ve ¢ birsabitiken W>C>0 olmak iizere

Ag‘q (W) agirlikli Lorentz uzayinin bir sag AlG (W) —modiil oldugunu gdstermistir.

Degirmen ve Degirmen [10] 2021 yilinda, Li ve Sun [8] tarafindan tanimlanan Agfy'qu (G, W) uzayinin

Banach uzay oldugunu elde ederek bu makalenin zeminini olusturmustur.

Buradan yola ¢ikarak, bu ¢alismada, Avci ve Giirkanli [7] nin kullandig1 yontemlerle G iinimodiiler
yerel kompakt grup, p = min{pl, pz} ve We Bp olmak iizere Li ve Sun [8] tarafindan tanimlanan

Agfa‘:z (G,W) uzaymin 0, ve 0, sayilarmin degisimine gore kapsama ozellikleri, C >0 iken

W (t) >Ct ve We B olmasi durumunda yaklasik birim 6zelligi ve Banach sag AlG (W) —modiil

yapis1 incelenmistir.

[Il. MATERYAL VE METOT

Tammm 2.1. A, F cismi iizerinde bir cebir, M, F cismi {izerinde bir lineer uzay olsun. Bir
AxM — M,(a,m) —am (M xA—>M,(ma)—> ma) doniistimii asagidaki ozellikleri saglarsa

M lineer uzayina bir sol (sag) A—modiil, AxM — M, (a,m) - am (M xA—>M,(m,a) > ma)
doniistimiine de modiil ¢arpimi1 denir.
i) Her bir sabitlenmis @ € A i¢cin m—am (m - ma) doniisiimii M {izerinde lineerdir.

i) Her bir sabitlenmis M€ M i¢in @ — am (a - ma) dontisimii A {izerinde lineerdir.
iii)  Her a,a, A veher meM icin & (a,m)=(aa,)m ((ma)a, =m(aa,)) dir.

M lineer uzay1 hem sol hem de sag A— modiil ise M ye bir A—bimodiil denir. Burada modiil ¢carpimi
her a,be A veher me M icin a(mb)=(am)b seklindedir [11].
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Tamm 2.2. A,F cismi tlizerinde bir normlu cebir, M, F cismi tlizerinde bir normlu lineer uzay olsun.

Eger M bir sol (sag) A—modiil ve her a€A ve her meM icin ||am||sK||a||||m||

(||ma|| <K ||m||||a||) olacak sekilde pozitif bir K sabiti varsa M lineer uzayina bir normlu sol (sag)

A—modiil denir. M lineer uzay1r hem normlu sol A— modiil hem de normlu sag A—modiil ise M
ye bir normlu A—bimodiil denir. Bir normlu sol (sag) A—modiil bir normlu lineer uzay olarak tam ise
bu modiile bir Banach sol (sag) A—modiil denir. M lineer uzay1 hem Banach sol A —modiil hem de
Banach sag A—modiil ise M ye bir Banach A —bimodiil denir [11].

Tamim 2.3. (A, ||||) normlu cebirinde bir (ea) ag1 verilmis olsun. Eger her X € A i¢in |in|1 e X=X

ael ae

oluyorsa (ea )ael agina A normlu cebiri i¢in sol yaklagik birim, her X € A i¢in limxe_ = X oluyorsa

acel

(e{l)w€I agina A normlu cebiri igin sag yaklagik birim denir. Eger her Xe A igin

lime,x=limxe, = x oluyorsa (e, )

ael ael

., agma A normlu cebiri i¢in yaklagik birim denir [12].

Tamm 2.4. X,Y ve Z aym F cismi iizerinde ti¢ normlu lineer uzay olsun. Bir ¢: X xY — Z

doniisiimii verilsin. Eger asagidaki dzellikler saglanirsa ¢ doniisiimiine bilineer doniisiim denir.
i) Her yeY igin X > ¢(X, y) doniigiimi lineerdir.
ii) Her xe X igin Yy — ¢(X, y) dontigtimii lineerdir.

Egerher X X veher yeY igin H¢(X, y)H <M ||x||||y|| olacak sekilde pozitif bir M sayisi varsa ¢
Al=sup{Jo(x y)]: X< LIyl =<1} e

bilineer doniistimiine siirlidir denir. ¢ doniistimiiniin normu;

tanimlanir [11].

Tamm 2.5. X ve Y, F cismi {izerinde iki normlu uzay, X' ve Y ' de sirasiyla X ve Y nin dual
uzaylari olsun. X 'xY ' uzaymdan F cismine tanimli biitiin smrli, bilineer doniistimlerin Banach
uzayini BL(X VY F) ile gosterelim. Herhangi bir Xe X ve yeY verilsin. x® vy, BL(X WY F)

nin feX' ve geY' olmak iizere x®y( f,g): f(x).g(y) ile tanimli elemani olsun.
{X®y:Xe X,y eY} kiimesinin BL(X VY F) uzayinda gerdigi uzaya X ve Y nin cebirsel
tensor ¢arpimi denir ve X ®Y ile gosterilir [11].

Teorem 2.6. Bir ¢: X xY — Z bilineer doniisiimii verildiginde her X X ve her yeY igin
O'(X ® y) = ¢(X, y) olacak sekilde bir tek : X ®Y — Z lineer doniisiimii vardir [11].

Tamm 2.7. X ve Y iki normluuzay olsun. X ®Y cebirsel tensor ¢arpimi lizerinde y projektif tensor
normu; y(u)=inf {Z”xl ||||y,|| U= in ® yi} ile tanimlanir. Burada infimum U nun tim sonlu
i i

gosterimleri lizerinden alimr. X ®Y uzaymin y normuna gore tamlamasina X ve Y uzaylarinin

projektif tensor carpimi denir ve X ®7 Y ile gosterilir. Projektif tensor ¢arpim uzaymin her U elemani

i”xi ||||y, || < o olmak lizere U= i X, ®Y, seklindedir [11].
i1

i=1
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Tanim 2.8. (X, u), (Y,;) ve (Y,S) li¢ Olglim uzayi olsun. Bir T operatoric X ve X iizerinde
tanimli basit fonksiyon ¢iftlerini Y {izerinde tanimh negatif olmayan Olgiilebilir fonksiyonlara
donugtirsin. Eger f, f, f, ve g,0,,d, basit fonksiyonlar1 i¢in asagidaki kosullar saglanirsa bu T
operatoriine pozitif girisim operatorii denir.

DR L) R

i Tt o, <[t lal.

i) [Tt o, <[t [l

iv)  T(f+5,,0)=T(f,9)+T(f,,9)

v)  T(F,0,+9,)=T(f,9,)+T(f,g,)[13]

Tanim 2.9. (X , ,u) bir 6l¢iim uzay1 ve M (X ) ,u), X {izerinde hemen hemen her yerde sonlu olan
6lgiilebilir fonksiyonlarm simfi olsun. f € M (X , y) ,0< A <00 igin

Uy (/I)zﬂ(XeX :|f(X)|>ﬂ,)

f fonksiyonunun dagilim (veya distribiisyon) fonksiyonu olmak iizere 0 <t < oo igin
f*(t)=inf {}t:yf (;t)st} :sup{;t:yf (1) >t}

esitligi ile tammli f~ fonksiyonuna f fonksiyonunun rearrangementi, 0 <t < oo igin

ile tanimli f~ fonksiyonuna da f fonksiyonunun ortalama (averaj) fonksiyonu denir. y77 five f7

fonksiyonlar1 pozitif tamimli, artmayan, sagdan siirekli fonksiyonlardir.

0< p,q <o oldugunu kabul edelim. L™ (X ) Lorentz uzay,

o a g\
ey ={J[51° 0 4] <

0

olacak sekildeki tiim f € M(X,,u) fonksiyonlarinin simifi olarak tanimlanir. 0< p<oo igin
LP” (X)) uzay,

1

:suptgf*(t)<oo
t>0

]

LP=(X)

olacak sekildeki tim f € M (X 7 ) fonksiyonlarmin simnifi olarak tanimlanir.

LPd (X ) Lorentz uzay1 iizerinde
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*

LPa(x)

P73
1

Suptgfﬁ(t), 0<p<oo,g=

t>0

. a4\
| (gj(t%’f**(t)j %) , 0<p<ow,0<g<oo
f

ile tanimh ||||* ) fonksiyonu bir normdur. Ayrica L** ( X ) ve 1< p<oo, 1<q <00 igin L"1 (X )

LPd

*

pa(x) DOTMunNa gbre bir Banach uzayidir [14]. Ustelik 1< p <oo, 0< (<00 icin C(p,q), P

uzay1

ve ( ya bagh bir sabit olmak iizere || f ||
[13].

) < ||f Ip,q(x) <C( p,q)|| f ||Lp‘q(x) esitsizligi gerceklenir

LP9(X

Tamm 2.10. [1* i{izerinde tammh negatif olmayan yerel integrallenebilir fonksiyona, yani hemen
hemen her yerde (0,00) da degerler alan fonksiyona [1* da bir agirlik fonksiyonu denir ve W ile
gosterilir [9].

(X ,,u) = ([I +,W('[)dt) alirsak; 0 <A <o igin

yf(ﬂ)z,u(XeD*:|f(x)|>}t):w(XED*:|f(x)|>2,): j w(x)du(x)

{xe | (x)\>/1}

ve 0<t <o igin f*(t) =inf {/I iy (ﬂ) St} olur. Boylece L™ (X,,u) =P (D +,W(t)dt) uzay1

elde edilir ve bu uzay LP%(w) ile gosterilir. 0< p,q<oo veya 0< p<oo,q=00 igin AJ?(W)

agirlikli Lorentz uzay1 Carro, Raposo ve Soria [9] tarafindan

AL (w)={ 1 M (X )] ] gy =] 1

< oo}
L9 (w)

olarak tanimlanir. P =(Q olmas1 durumunda

fr =|f"

LPP(w)

Af('p(w)={feM(X,y):|

| f “AQ"’(W) - LP (w) < OO}

uzay1 elde edilir. Burada

e (w(t))”dt}" [0 ) e =1,

*

Fllop :“

oldugundan A}P(w)=LP(X,w) dir. ARP(W) uzayt A§(w) ile gosterili. W=1 olmasi
durumunda

£

AZ (@) =] eM(X.p):] ]

Af(*q(l) = LPYQ(]_) < OO}
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ve u . =, esitligi kullamldiginda

" T K A G

oldugundan A§7(1)=L"%(X) dir [9].

* *

Lp'q(L *,1) :‘

A;"(‘q (W) uzayinin dualini ifade etmek igin Lorentz uzaylarinin bagka bir ¢esidi olan I" tanimlanmstir.
t

Tamm 2.11. A operatori; f eM*(0,0) ve t>0 olmak iizere Af (t)= 1J. f(s)ds ile tammh
s

Hardy operat6rii olsun. 0 < p <o igin
Y
e (w)= feM(X,y):||f||r§(W):U(f (1)) W(t)dt] <o
0

ve 0< p,q<oo igin W IW(S)dS olmak iizere

L
Cyf(w)=T} (W P le

o g

X /4
tamimlanir. Burada || f ||rpq = || f ||rqx [wilw] = U‘( £ (t))qW P ('[)W('[)dtj dur [9].

0

L”” da

negatif olmayan artmayan fonksiyonlarm sinifi olmak iizere A: L[, (W) —L° (W) Hardy operatorii

Tammm 2.12. 0< p<oo, Li ; L de negatif olmayan artmayan fonksiyonlarm smifi, L ;

smirliise We B, A: L °°( )—) L (W) Hardy operatorii sinirli ise W e B

dec

o ile gosterilir [9].

1<p<ooigin B, =B, esitligi vardir [15,16].

Arino ve Muckenhoupt, 1990 yilinda 1< p <oo olmak iizere W e B, olmasi igin gerekli ve yeterli

© t
W(X c c e e ..
sartin J % dx < o I w(X)dx esitsizliginin saglanmasi oldugunu géstermistir [17].
t 0

Carro, Garcia ve Soria, 1996 yiinda We B, olmas: igin gerekli ve yeterli sartin S<t iken

1 17
EIW(X)dX <C.— j w(X)dx esitsizliginin saglanmasi oldugunu elde etmistir [15].
S
0 0

Ornek 2.13. 0<a<1,0<b <o olmak iizere W(X) =X"*+b ile tammh W agirlik fonksiyonu B,

sinifina aittir, ancak B, sinifina ait degildir.
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ve  benzer  sekilde —.[W(X)dx = s<t iken t*<s?® olacagindan

1J‘W(X)dx < %IW(X)dX elde edilir. Boylece istenen esitsizlik saglanmis olur. Yani We B, dur
59 0 '
Ancak

(Fi:+w}—££+bwﬂ=

© t
IW X)dx = IW(X) dx g%jw(x)dx olacak sekilde ¢ >0 yoktur. Bu
t 0

ylizden W ¢ B, dir.

Tamim 2.14. G bir yerel kompakt grup olmak lizere G iizerinde tamimli ve asagidaki kosullar1 saglayan
pozitif, regiiler ¢ Borel dl¢limiine sol (sag) Haar 6l¢iimii denir.

i) Her E — G kompakt kiimesi i¢in ,u(E)<oo dir.
i) Her E = G Borel kiimesi ve her X € G igin ,u(XE):,u(E) (,u(EX)z,u(E)) dir [18].

Her yerel kompakt grup bir sol Haar 6l¢limiine sahiptir [18].

Tamm 2.15. G bir yerel kompakt grup ve #, G iizerinde tanimli sol Haar dlgiimii olsun. Eger x sol

Haar 6l¢giimii aym zamanda sag Haar 6l¢iimii ise G grubuna iinimodiiler grup denir [18].

G degismeli, diskret veya kompakt bir grup ise {inimodiilerdir [18].

1426



Tamm 2.16. (X,Z, ,u) bir lgiim uzayr ve A€ . olsun. Eger asagidaki kosullar saglanirsa A
kiimesine bir atom denir.

i) #(A)>0 dr.

ii) B < A olan herhangi bir Be Y. i¢in £(B)=0 veya u(A)=x(B) dur.

Eger pozitif 6l¢iimlii her dl¢iilebilir kiime bir atom igerirse 4 6l¢iimiine atomik 6lgiim, 4 igin 2. de
hicbir atom bulunamiyorsa u Olglimiine atomik olmayan Olgliim denir. 4 atomik bir dlgiim ise
(X,Z, ,u) Ol¢lim uzayina atomik Sl¢iim uzayi, 4 atomik olmayan bir 6lglim ise (X,Z, ,u) Olclim

uzayina atomik olmayan 6l¢iim uzay1 denir [19].

Tamm 2.17. (X,Z,,u) bir 6lgiim uzay1 olmak tizere her N €[] igin ,u(En) <o ve X =LJEn olacak

n=1

sekilde bir (En ) c X kiime dizisi varsa (X 2 ,u) uzayina o — sonlu 6l¢iim uzay1 denir [19].

Lemma 2.18, Lemma 2.19, Teorem 2.20 ve Teorem 2.21 de G bir yerel kompakt grup, A, G nin bir sol

Haar dl¢timii ve (G, /1) , O —sonlu atomik olmayan 6l¢iim uzay1 olarak alinacaktir.

Lemma 2.18. G bir tinimodiiler yerel kompakt grup, T bir girisim operatérii, 0 < p;, p,,d;,0, <,

1 1 .
—+4+-—>1, ¢ bir sabit olmak iizere W=>C>0, p:mln{pl, pz} olmak lizere We Bp ve

P P,

f e A% (w),geA™% (w) icin k=T (f,g)=f*g olsun. O halde %+pi:1+%, s>1 ve
1 2

l+i21 olmak iizere K eAr's(W) ve ”k“

<c.|t
G G S =il

| dir [8].

RELCY L1 O oy
Lemma 2.19. C >0 olmak iizere W (t)>Ct, we B, ve 1< p<oo, 1< <oo olsun. O halde her
feAL (W) igin fxa, > f ve |a, ”A}.,(w) =1 olacak sekilde Ag (W) dabir {a,} yaklasik birimi
vardir [8].

Teorem 2.20. G bir Gnimodiiler yerel kompakt grup, 1< p<oo,1<q<oo, weB , ya da
p=0q=1 we B, ve ¢ birsabit olmak {izere W> ¢ >0 olsun. O halde A5* (W) agirlikli Lorentz uzay1

f e A% (W), peAg (W) icin (f,@)—> @+ f doniisiimil ile birlikte bir sag Ag (W) — modiildiir [8].
Teorem 2.21. 0< p<oo ve 0< @, <@, <o ise AZ% (W)= AZ% (w) dir [9].

Bu kesimin devaminda ve bulgular boliimiinde G bir iinimodiiler yerel kompakt grup, A, G nin bir sol
Haar 6l¢iimii ve (G, /1) , 0 —sonlu atomik olmayan 6l¢iim uzayi,
1<p, P, <o0,1<0y,0, <o,
1 1 1 1 1 1 1.1
—F—>1 —+—=14+-,r>0, —+—2=>—,52>]
PP VI r @ 4 S

¢ >0 olmak iizere W>c¢ >0,
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p=min{p, p,} olmak iizere We B,
olsun. f(x) =f(—x) olmak iizere her A20 igin g (A)=p;(4) oldugundan

*

P o = H( )

f e AR (W) olur. Boylece Lemma 2.18 geregi her f € A2 (W), g e AZ* (w) i¢in

Ir(f.e)

esitsizligi yazilir. O halde A& (W)></\Gp2‘q2 (W) uzayindan Ags(w) uzayma bir K bilineer

ve dolayisiyla || f ||

LP9(w) AR (w) = H f”Aé“(w) dir. Yani f e Agl’ql (W) iken

L 1 N L O

AG(

déniisimiini f € A2 (W), g e AZ* (W) olmak iizere k(f,g)= f*g seklinde tanimlayabiliriz.

Bu k doniisiimii iyi tanimlidir. Ayrica

”k(f : g)”A“(W)
” ” Sup{” f “Agl«h(w) ”g”/\gz,qz(w) ” ||Aglm(w) = ’”g"Acgz'qz(W) :

AB2(w)

C“f”APlCIl( )”g”APZvQZ( )
<sup & (w P22 (y ||f|| gy Sl,”g” . <1l=c
{ [t lpagl9lgngy — A2 (w)

fxg| .
_sup H W) |t ||Am(w) <1 ||g||Ap2,q2(W) <1
[ ] 19 ) )

oldugundan K déniisiimii smirlidir. O halde Teorem 2.6 geregi bu sinirli K bilineer déniisiimiine her
feA® (W), geAX® (W) icin K ( f® g) =f*g olacak sekilde Ay (W) ®, AZ® (W)
uzaymdan Ag’ (W) uzayma tammli bir tek K lineer doniisiimii kargilik gelir. Yine ||K|| <C olup K

doniisiimii de smirhidir [8].

Tamim 2.22. K lineer déniigiimii altinda A2 (W) ®, Az (W) uzayinin goriintiisiini Agf&z (G, W)

ile gosterelim. Boylece

=3 et eAr () g enzt () K[ 00 =S g,
Aglz’gjz (G,W) — i=1 i=1 i=1

;II f ”Agl'o‘l(w) o ”Agzww) <®

olur. Her he APzt (G,w) i¢in f, e A2 (W), 0, € A% (W) olmak iizere

[In]] = inf {Zl:” f ”Agl'od(w) o ||Aéz'q2(w) ‘h= ZI: firg, fe A (W), g e AZ™ (W)}

P2,92

ot (G, W) uzay1 bir normlu uzay olur [8].

ile tanimlanan HHH fonksiyonu bir normdur. Boylece A
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Teorem 2.23. Agf"q?z (G, W) uzay1 HHH normuna gore bir Banach uzayidir [10].

1. BULGULAR

Onerme3.1.1<q, <n <o, 1<g, <n, <oo ise A (G,w)c A (G,w) kapsamasi vardir.

Ispat. Herhangi bir he A" (G,w) alalm. Bu durumda f e AZ%(w), g, e AZ™(w) olmak
lizere h= i f~I * gi,i” f, ||Ap1,q1(w) ||gi ||Ap2,q2(w) <oo yazilir. g, <n;,Q, <N, oldugundan Teorem 2.21
= i-1 ¢ ©

geregi  AS™ (W) c A" (W) ve AZ® (W) c AZ™ (W) dir. Buradan f e AZ™ (W) ve

g, e AZ™ (W) elde edilir. Yine Teorem 2.21 den dolay: ve

[z <1 filiga)

||g| ”Agzv'u(w) < ”g, ||Asz,q2(W) dir. Buradan

2l l0i gy < 2l il 19y <2
1= 1=

olup he Agﬁgz (G,W) bulunur. Bu durumda Agﬁﬁz (G,W) c A,ffy’nqz (G,W) kapsamasi gergeklenir.

Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 3.2. 1<q, <n, <o, 1<, <n, <o olmak iizere Af2," (G,w)= A (G,w) olmast icin
gerek ve yeter sart (f, =N, ve (4, =N, olmasidir.

Ispat. Aﬁl Zéz (G, W) = A;’fﬁz (G, W) olsun.  Bu  durumda  Onerme 3.1  geregi
A;’fv'(gz (G,W) c Aﬁﬁgz (G,W) kapsamasindan @, <n, g, <n, ve A;’fv'nrlz (G,W) c A,flzéz (G,W)

kapsamasindan n, <, N, <, yazilir. Boylece g, =n,, q, =n, dir.

Tersine, g, =n;, 4, =N, olsun. Budurumda n, <q,, n, <q, ve ¢, <N, g, <N, yazilabilir. O halde
Onerme 3.1 geregi ASIZ’;EZ (G,W) c Agfa‘jz (G,W) ve Agﬁ’q‘jz (G,W) c Agﬁ;:z (G,W) dir. Buradan

A;’l Z’gjz (G, W) = Ar’;fyhr;z (G, W) elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 3.3. C>0 olmak iizere W (t)>Ct ve we B, olsun. Her he At (G,w) icin

H‘h—(éa *bﬂ)*h‘

‘—) 0 ve (éa *bﬂ), Ag (W) uzayinda smirli olacak sekilde AlG (W) uzayinin

(aa )ael ve (bﬁ)ﬂel yaklagik birimleri vardir.

Ispat. Lemma 2.19 geregi her f EAgl'ql(W) i¢in ||f —a, * f”Apl,ql(W) —>0 ve her ¢el igin
G

||aa|| A (w =1 olacak sekilde Ag (W) uzaymda bir {aa}ael yaklagik birimi vardir. Yine her

geAZ® (W) icin Hg —b,*g AB2(w) —0 ve her feJ igin Hbﬂ " =1 olacak sekilde Ag (W)

Ag(

uzayinda bir {bﬁ}ﬂ ; yaklasik birimi vardir. Her o € | igin @, € AlG (W) oldugundan 4, € AlG (W)
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dir. Buradan her ael,fel ic¢in &, 6*b, e Ag (W) olur. ||aa W) = ||5.a

A (w) =1 oldugu
kullanilirsa

=C

Héa * bﬂ As(w)

<C.|a,
w)

Ag(w) Hbﬂ

A (
bulunur. Yani (&, *b, ), A% (W) uzayinda siirhdir.

Herhangi bir he A% (G,w) alalm. O halde f € AZ®(w),g, € AZ® (W) olmak iizere
=3 £2 0 g [0 < o

A&®(w) ve AZ™ (W) Banach uzaylarmin Ag (W) Banach cebiri iizerinde

A (w)x AL (W) > A2 (W), (F,0) > 5+ f

ve

AZ (W)x AL (W) > A2 (W), (f,0) > G+ f

déniisiimleri ile bir Banach sag Ag (W)—modilii oldugu biliniyor [8]. Bu durumda her ez € 1, B e J

igin

8 * fill gy < Gl o | fillsg gy = &l il g

[bs * g

AL (w) = C, Hbﬂ AL (w) ”gl AR (w) =G, ”gl

AE2(w)

esitsizlikleri geregi @, * f, e AZ™ (W), b, *g, e A& (W) olur. Yine
(3, b, )*h=(a, *bﬁ)*i fixg, :i(aa «f ) (b, *g,)
i1

i=1

dir. Ayrica her X € G igin

(fiva,) (x)=(f, *aa)(—X)=£ fi(y)a, (=x=y)du(y)

oldugundan ( f;*a,) =&, * f; yazilir. Bu durumda
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(2. <0, )nl]-

l

S o)

<czna 4 s

qu )

= C; Cl ” fi ”Agl'”“(w) C2 ||g| ”Agz-qz (w)
= CC1C2Z]-:|| fi ”Agl’ql(w) ||g| ||A(22'q2(w) <
i=

ve dolayisiyla (éa b, ) *he Az F (G,w) olur. Diger yandan

> +g, g(aa*j)*(bﬂ*gl)
=i?*gi—g(éa*ﬂ)*g.+i(ﬁa*ﬁ)*gi—iﬁ*g.+i7*9.

dir. Bu esitlikte norma gegilirse

<c32Hf —(f,*a,)

+C Z”f —(fi*a, )] e

H‘h a,*b, *h‘

—(b,*g;)

s 19z +C4Z|| g

qu )

olo-(e*9)

APZ CIZ W)

elde edilir. Burada
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I/\

iZ:ufi-(fi +a, )

3 (LTSS LT WA [ e
X (1l + €l N0l e

=1

(1+ Cl)z |1, ”Agwa(w) o ”Agz‘f&(w) <>
i=1

AR (w) ”gi ||A(§2’°'2

IA

ZII lpagloi-(sa)],

i < 2 g 19 g #1050
=93 L S (Y St 1 ey
e2) 2 g 10 <=

ve

ZHf - f *a, A ng b *0; )

APZ CIZ W)

( | f ”Agl"‘l(w) +|| fi *a, ”Agl*“i(w) )(”gl ”Ag?-“Z(w) +Hbﬂ Y

IA

AZ(w) )

5

< ( ww TCIT M(w))( iAéﬂ%w)+C2||gi”A£2’“2(w>)
=(L+c,)(1+ Cz)z_l:” fi”Agl’q‘(w) o Az (w) <%

dir. Boylece

Cszwllu fi—(f*a,)

A2 (w) ”gi AR (w) +C4iZ:1:” 1=i ||Agl’c“(w) Hgi _(bﬂ * gi) AL (w)

+C5;” f; _( fi*xa, )”Agb"ﬂ(w) Hgi _(bﬂ * gi)

AZ (w)
toplami siirl olur.

Diger yandan f e A& (W), g, € AZ*% (W) oldugundan || f,—a, * fi”AM(W) —>0 wve

\h—(aa*bﬂ)*h\

Hgi —b, *g, ‘= 0 olur. Boylece ispat

tamamlanir.

—0 dir. Bu durumda lim
AZ®(w) a,Belxd

Onerme 3.4. We B, , ve C bir sabit olmak iizere W>C >0 olsun. O halde A% (G, W) uzay1 bir

Banach sag Ag (W) —modiildiir.

Ispat. Herhangi bir feAq (w) ve he At (G,w) alalim.

Az (G, w)x Ag (W) > A (G,w),(h, f)— f *h doniisimiiile A2 (G, W) uzaymnn bir sag
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Ag (W)— modiil oldugunu gésterelim. h e A™:* (G,W) icin f, e AZ® (W), g, e AZ* (W) olmak

P,
tizere h= Zl: fi+ gia;” fi”Aglm(W) o

AR (w) <0 yaZIhI'. Ayrlca

Jeonl=Je oS ool -[Si(ee o]
i=1 =1

S TR RS T T
dir.

A2 (W) uzaymnm bir sag Ag (W)— modiil oldugunu Teorem 2.20 den biliyoruz. O halde

LS L LA I

AZ ()

olur. Bdylece

Jenl<e3elt

=cG, | f

s | filagag [9ilg g st 22l il 191y <2
i=!

elde edilir. Bu ise fxhe Ak (G,w) demektir. Bu durumda

Agf”q(jz (G, W)x Aé (W) - Agf‘gz (G, W) , (h, f ) — f *h fonksiyonu iyi tanimhdir. Son esitsizlikte

toplam {izerinden infimum alinirsa H|f *thC”f A (w) H|h|” yazilir. A% (G, W) uzaymnm HHH

P10
normuna gore bir Banach uzay1 oldugunu Teorem 2.23 den biliyoruz. O halde Agﬁ;ﬁz (G, W) uzay1 bir

Banach sag AlG (W) — modiildiir. Boylece ispat tamamlanir.

V. SONUC

Bu caligmada, Avci ve Giirkanli [7] nin ele aldigi yontemlerle Li ve Sun [8] tarafindan tanimlanan
Aﬁi;ﬁz (G,W) uzaymin bazi 6zellikleri arastirilmistir. Oncelikle bu uzaydaki  ve N sayilarmin

durumuna goére kapsama o6zellikleri incelenmistir. Ayrica baz1 6zel W agirliklart i¢in herhangi bir

he AR (G,w) verildiginde [|n—(&, b, )*h

—>0 ve (ﬁa * bﬁ), Ag (W) uzayinda sinirli olacak
sekilde Ag (W) uzaymin (aa )ael ve (bﬂ )ﬂel yaklagik birimlerinin var oldugu ve Agﬁgz (G,W)

uzaymnin bir Banach sag Aé (W) —modiil oldugu elde edilmistir. Bu ¢alismadan sonra, Aglf’qu (G, W)

uzayindaki fonksiyonlara trigonometrik polinomlarla diiz ve ters yaklagim problemlerinin irdelenmesi
planlanmaktadir.
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