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Öz 
 
Bu çalışmada, Fonksiyonel Derecelenmiş (FD) malzemeli simetrik ve simetrik olmayan katmanlardan 
oluşan sandviç kirişlerin statik davranışı araştırılmıştır. Mekanik özellikleri kesit yüksekliği boyunca 
değişen sandviç kirişlerin, yüzey tabakaları FD, çekirdek veya öz tabakası ise izotropik homojen malzeme 
olarak kabul edilmiştir.  FD Sandviç kirişlerin eğilme davranışını idare eden kanonik denklemler 
minimum toplam enerji prensibi yardımıyla Euler-Bernoulli ve Timoshenko kiriş teorilerine göre elde 
edilmiştir. Elde edilen bu denklemler Tamamlayıcı Fonksiyonlar Yöntemi (TFY) ile sayısal olarak 
çözülmüştür. Araştırmada, farklı sınır koşullarının, uzunluk-yükseklik (L/h) oranlarının, malzeme değişim 
katsayılarının ve tabakalanma oranlarının kirişlerin eğilme davranışı üzerindeki etkileri incelenmiştir. 
Önerilen yöntemin doğruluğu ve uygulanabilirliği, elde edilen sonuçların literatürde bulunan çalışmaların 
sonuçları ile karşılaştırılarak gösterilmiştir.  
 
Anahtar kelimeler: İki noktalı sınır değer problemi, Tamamlayıcı fonksiyonlar yöntemi, Sandviç kiriş, 

Fonksiyonel derecelenmiş malzemeler 
 

Static Analysis of Functionally Graded Sandwich Beams by the Complementary 
Functions Method 

 
Abstract 
 
In this paper, the static analysis of sandwich Functionally Graded (FG) beams made of symmetric and 
asymmetric layers is investigated. The surface layers of the sandwich beam of which mechanical 
properties change along the thickness of the section are functionally graded and the material of the core 
layer is assumed to be isotropic homogenous. Canonically equations that govern the bending response of 
sandwich FG beams are obtained with the aid of the minimum total potential energy principle based on 
Euler-Bernoulli and Timoshenko beam theories. Obtained equations are solved numerically via the 
Complementary Functions Method (CFM). In this research the effects of different boundary conditions, 
length-height (L/h) ratios, material variation coefficients and layer ratios on the bending response of the 
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beam are investigated. The accuracy and applicability of the suggested approach are demonstrated by 
comparing the current results with those of the existing studies in the literature. 
 
Keywords: Two-Point boundary value problem, Complementary functions method; Sandwich beam; 

Functionally graded materials 
 
1. GİRİŞ 
 
FD malzemeler, sahip olduğu birçok üstün 
mekanik özelliklerinden dolayı denizcilik, inşaat 
ve havacılık gibi çeşitli mühendislik dallarında 
geniş bir uygulama alanı bulmaktadır. İstenilen 
mekanik özelliklerin elde edilebilmesi için bu 
malzemeler, çoğu zaman katmanlı olarak 
kullanılmaktadır. Bu uygulamaya en iyi örnek FD 
sandviç kirişler verilebilir.  Bu nedenle FD sandviç 
kirişlerin statik ve dinamik analizi önem kazanmış 
olup, davranışları birçok araştırmacı tarafından 
farklı yöntemler ve teoriler kullanılarak 
incelenmiştir. 
 
Vo ve arkadaşları [1], yarı-üç boyutlu kiriş 
teorisini kullanarak düzgün yayılı yükler altındaki 
FD malzemeli simetrik ve simetrik olmayan 
sandviç kirişlerin statik davranışını incelemek için 
çeşitli sonlu eleman modelleri geliştirmişlerdir. 
Kadoli ve arkadaşları [2], yüksek mertebe kayma 
deformasyon teorisini kullanarak, sabit ve ankastre 
sınır koşullarına sahip FD kirişlerin statik 
davranışını incelemişlerdir. Şimşek ve arkadaşları 
[3], Timoshenko kiriş teorisini (TKT)  kullanarak 
çeşitli kesit özellikleri ve sınır koşullarına sahip 
FD sandviç kirişlerin, sabit ivme ile hareket eden 
harmonik yükler altındaki statik, serbest ve 
zorlanmış titreşim analizlerini incelemişlerdir. 
Şimşek [4], basit mesnetli FD malzemeli kirişlerin 
statik davranışlarını Ritz metoduyla incelemiştir. 
Bunun yanı sıra elastisite modülünün değişiminin 
gerilme ve şekil değiştirme üzerindeki etkilerini 
araştırmıştır. Demirhan ve Taşkın [5] ise, transfer 
matris metodu yöntemi ile öz ve yüzey kalınlık 
oranlarının FD sandviç kirişlerin doğal frekans 
değerleri üzerindeki etkilerini incelemişlerdir.  
 
Aslan ve arkadaşları [6], FD malzemeli kirişlerin 
serbest titreşim frekanslarını TFY yardımı ile 
sayısal olarak elde etmişlerdir. Karamanlı [7], iki 

yönlü FD sandviç kirişlerin farklı sınır şartlarına 
sahip üniform yayılı yükler etkisi altındaki statik 
davranışlarını yarı-üç boyutlu teorisi ve 
İnterpolasyonlu Parçacık Hidrodinamiği 
yöntemleri yardımı ile incelemiştir. Fereidoon ve 
arkadaşları [8], Euler-Bernoulli ve yüksek mertebe 
kayma deformasyon teorisini kullanarak, radyal 
yükleme altındaki eğri eksenli ve enine doğrultuda 
FD malzemeli sandviç kirişlerin statik davranışını 
incelemişlerdir. Li ve arkadaşları [9], Timoshenko 
ve Euler-Bernoulli kiriş teorilerini (EBKT) 
kullanarak FD kirişlerin farklı sınır koşulları 
altında eğilme davranışlarını analitik olarak 
incelemişlerdir.  
 
Vo ve arkadaşları [10], Hamilton prensibi 
yardımıyla olayı idare eden hareket denklemlerini 
elde etmişler ve FD kirişlerinin statik ve serbest 
titreşim analizlerini kayma deformasyon teorisi 
kullanarak yapmışlardır. Noori ve arkadaşları [11], 
malzeme özellikleri eksen boyunca derecelenmiş 
çeşitli sınır şartlarına sahip FD kirişlerin farklı 
yükler altında gösterdiği eğilme tepkisini TFY 
yardımı ile incelemişlerdir. Sayyad ve Avhad [12], 
hiperbolik kayma deformasyon teorisini kullanarak 
yüzey malzemesi kalınlık boyunca değişen 
simetrik FD sandviç kirişlerin statik ve serbest 
titreşim analizlerini yapmışlardır. Apetre ve 
arkadaşları [13], birçok mevcut sandviç kiriş 
teorilerinin tek boyutlu FD çekirdekli sandviç 
plakların üzerine uygulanabilirliğini 
incelemişlerdir. Çalışmalarında dört farklı analitik 
modelleri, sonlu eleman çözümleri ile 
karşılaştırmışlardır. 
 
Erdurcan ve Cunedioğlu [14], malzeme özellikleri 
kalınlık boyunca fonksiyonel değişen ankastre 
mesnetli sandviç kirişin serbest titreşim analizini 
Timoshenko Kiriş Teorisi (TKT)’yi kullanarak 
incelemişlerdir. Kahya ve Mosallam [15], orta 
tabakası homojen izotropik, diğer iki tabakası 
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bu büyüklükler Timoshenko kiriş teorisi için 
sırasıyla Eşitlik 3-4’te verilmektedir. 
 
Ux=u x,t +z θ x,t  ; Uz=w x,t  (3) 
  

εx=
∂u

∂x
+z

∂θ

∂x
 ; γxz=θ+

∂w

∂x
 (4) 

  
 
Sandviç kirişlere ait gerilme ve şekil değiştirme 
arasındaki ilişkiler Eşitlik 5’te verilmektedir. 
 
σx

(i)=E(i) z  εx  ;  τxz
(i)=G(i) z γxz (5) 

 
Eşitlik 5’te verilen E(i) z  elastisite modülü 
ve G(i) z  kayma modülü kiriş kalınlığı boyunca 
hacim oranına bağlı olarak değişmektedir. 
Timoshenko kiriş teorisine dayalı olarak minumum 
toplam potansiyel enerji ifadesi Eşitlik 6’da 
verilmiştir. 
 

2

11 12 

2 2 
L  

t 22 33 0 A

x z  

u u θ
A +2A +

x x x

1 θ w
Π = A  +A θ+ - dA dx

2 x x

(q u+q w)

  
  

 
 

  
  

  
             
 
 
  

    (6) 

 
Bu eşitlikte görülenA11,A12,A22 ve A33, kesit 
rijitlik sabitlerini simgelemekte olup, Eşitlik 7’de 
verilen integrallerden hesaplanmaktadır. 
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Burada , kayma düzeltme faktörüdür. Gerekli 
büyüklüklerin impulsif bileşenleri ve türevleri 
teşkil edilerek, FD malzemeli sandviç kirişlerin 
statik davranışını idare eden adi diferansiyel 
denklemler elde edilmiş ve Eşitlik 8-13’de 
verilmiştir.  
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Bu çalışmada, ele alınan kiriş teorilerinden 

EBKT’yi kullanılırken, Eşitlik 9’daki 
 Qz

 b ks A33 
 

terimi ihmal edilmektedir. Eşitlik 8-13 matris 
formunda aşağıdaki gibi tanımlanabilir. 
 

          
Y

A Y F
d x

x x x
dx

     (14) 

 
Burada x, bağımsız değişkendir. Eşitlik 14 TFY ile 
çözülmektedir. Bu yöntem, iki noktalı sınır değer 
problemini başlangıç değer problemine 
indirgemektedir. Bu Eşitliğin genel çözümü ise, 
 

         
1

Y U V
n

m
m

m

x C x x


     (15) 

 
şeklindedir. Burada [U(m)(x)] homojen çözüm olup, 
m’inci bileşenine 1, diğerlerine sıfır değeri 
verilerek elde edilir.{V(x)} ise özel çözüm olup, 
başlangıç şartları sıfır alınarak elde edilir. 8-13 
Eşitliklerinin çözümü için gerekli olan sınır şartları 
[22]’de verilmiştir. İntegrasyon sabitleri (Cm) ise, 
problemin sınır şartlarından bulunur. (bkz. [21-
24]).  
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  1-1-1 1-2-1 2-1-1 2-2-1 

20 

EBKT 

0 0,5757 0,5757 0,5757 0,5757 0,5757 0,5757 0,5757 0,5757 
1 1,1836 1,1836 1,0160 1,0160 1,2349 1,2349 1,0989 1,0989 
2 1,6015 1,6015 1,2811 1,2811 1,6947 1,6949 1,4368 1,4370 
5 2,1623 2,1623 1,6282 1,6282 2,2693 2,2698 1,8777 1,8774 

TKT 

0 0,5936 0,5936 0,5936 0,5936 0,5936 0,5936 0,5936 0,5936 
1 1,2083 1,2083 1,0385 1,0385 1,2607 1,2608 1,1226 1,1227 
2 1,6297 1,6297 1,3058 1,3058 1,7250 1,7253 1,4635 1,4636 
5 2,1952 2,1952 1,6554 1,6554 2,3060 2,3064 1,9074 1,9077 

 
Çizelge 3. Sabit- Sabit sınır şartları için boyutsuz deplasman değerleri 

 Tabakalanma oranı 

1-1-1 1-2-1 2-1-1 2-2-1 

L/h 
Kiriş 

Teorisi 
nz 

Vo        
[1] 

TFY 
Vo        
[1] 

TFY 
Vo        
[1] 

TFY 
Vo        
[1] 

TFY 

5 

EBKT 

0 2,8783 2,8784 2,8783 2,8784 2,8783 2,8784 2,8783 2,8784 

1 5,9181 5,9181 5,0798 5,0803 6,1746 6,1746 5,4944 5,4947 

2 8,0074 8,0069 6,4056 6,4053 8,4744 8,4750 7,1846 7,1848 

5 10,811 10,811 8,1409 8,1413 11,348 11,349 9,3867 9,3867 

TKT 

0 3,1657 3,1651 3,1657 3,1651 3,1657 3,1651 3,1657 3,1651 

1 6,3128 6,3123 5,4408 5,4410 6,5886 6,5890 5,8749 5,8755 

2 8,4582 8,4582 6,8003 6,8006 8,9597 8,9600 7,6112 7,6115 

5 11,337 11,337 8,5762 8,5758 11,934 11,934 9,8720 9,8728 

1-1-1 1-2-1 2-1-1 2-2-1 

20 

EBKT 

0 2,8783 2,8783 2,8783 2,8783 2,8783 2,8783 2,8783 2,8783 

1 5,9181 5,9181 5,0798 5,0798 6,1746 6,1746 5,4944 5,4945 

2 8,0074 8,0074 6,4056 6,4056 8,4744 8,4746 7,1846 7,1848 

5 10,811 10,811 8,1409 8,1409 11,348 11,348 9,3867 9,3870 

TKT 

0 2,8963 2,8963 2,8963 2,8963 2,8963 2,8963 2,8963 2,8963 

1 5,9428 5,9428 5,1024 5,1024 6,2004 6,2005 5,5182 5,5183 

2 8,0356 8,0356 6,4302 6,4302 8,5047 8,5049 7,2113 7,2114 

5 10,844 10,844 8,1681 8,1681 11,385 11,385 9,4170 9,4173 

 
Çizelgeler incelendiğinde, FDM sandviç kirişler 
için önerilen yöntem ile hesaplanan boyutsuz 
maksimum deplasman değerlerinin literatür ile 
uyum içerisinde olduğu görülmektedir. 
 
Ayrıca, Ankastre-Sabit (A-S) sınır şartlarında 
farklı uzunluk-yükseklik oranları (L/h=5 ve 20) 
için FD sandviç kirişin boyutsuz deplasman 
değerleri hesaplanmış ve Çizelge 4’de    
verilmiştir. 
 
Çizelgelere göre tüm sınır şartları ve tabakalanma 
durumları için FD sandviç kirişlerin açıklık 
ortasındaki düşey deplasmanın Timoshenko kiriş 

teorisi kullanıldığında daha büyük olduğu 
gözlemlenmiştir. Bunun yanı sıra her üç sınır 
şartında da TKT’ne göre L/h oranı arttıkça düşey 
deplasman değeri azalmaktadır. Ayrıca, her iki 
kiriş teorisinde de L/h oranı fark etmeksizin tüm 
tabakalanma durumlarında malzeme değişim 
katsayısı arttıkça boyutsuz düşey deplasman 
değerlerinin arttığı görülmüştür. Tabakalanma 
durumlarına göre çizelgeler incelendiğinde          
FD sandviç kirişlerde en büyük düşey deplasmanın 
2-1-1 tabakalanma oranında gerçekleştiği 
görülmüştür. Son olarak çizelgelere göre en büyük 
boyutsuz düşey deplasmanın S-S sınır şartlarında 
meydana geldiği anlaşılmaktadır. 
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Son olarak, iki ucundan ankastre mesnetli 
Timoshenko kirişinin L/h=5 oranı ve farklı 
malzeme değişim katsayıları (nz=0,1,2,5) için 
çözümleri Şekil 11’de sunulmuştur. Şekil 11 
incelendiğinde görülmektedir ki, malzeme değişim 
katsayısı arttıkça deplasman değeri de artmaktadır.  
 
4. SONUÇLAR 
 
Bu çalışmada, FD malzemeli simetrik ve simetrik 
olmayan sandviç kirişlerin statik davranışı 
incelenmiştir. Problemin statik davranışını idare 
eden kanonik denklemler, birinci mertebe kayma 
deformasyon teorisine göre minimum toplam 
potansiyel enerji ilkesi ile elde edilmiştir. Elde 
edilen kanonik denklemler, TFY ile sayısal olarak 
çözülmüştür.  
 
Çeşitli malzeme değişim katsayılarının, sınır 
koşullarının ve L/h oranlarının üzerindeki etkileri 
ayrıntılı bir şekilde incelenmiştir. Malzeme 
değişim katsayısı arttıkça yer değiştirmelerin de 
arttığı görülmüştür. Ele alınan sınır koşulları 
arasında en büyük yer değiştirmeler S-S ve en 
küçük deplasmanlar A-A durumunda 
gözlemlenmiştir. Sandviç FD kirişlerde de L/h 
oranı arttıkça kayma şekil değiştirme etkisinin 
azaldığı görülmüştür.  
 
Tabaklanma oranı hem simetrik hem de simetrik 
olmayan FD sandviç kirişlerin eğilme davranışını 
önemli ölçüde etkilemektedir. Dolayısıyla, 
istenilen mekanik özelliklerine sahip FD sandviç 
kirişler oluşturulurken bu oranlar göz önünde 
bulundurulabilir. 
 
Son olarak bu çalışmada önerilen metodun, FD 
sandviç kirişlerin eğilme analizi için oldukça etkin 
ve kolayca uygulanabilir olduğu görülmüştür. 
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