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Oz: Bir egri veya yiizey akist eger yay uzunlugu ve egrilik korunursa uzatilamaz olarak adlandirilir. Fiziksel anlamda, elastik
olmayan egri(inextensible flows) ve yiizey akislar1 herhangi bir gerilme enerjisinin yoklugu ile karakterize edilir. Bu ¢calismada
2 ideksli 4 boyutlu Q3 c EF lightlike koni uzayinda dogal Frenet gatis1 kullanilarak ifade edilen bir null x:1 » Q3 c EF
egrisinin elastik olmayan akisi(inextensible flows) ifade edilerek matematiksel agidan bazi karakterizasyonlar1 verilmistir.

Anahtar kelimeler: Elastik olmayan akis (inextensible flow), Q5 c E5 Lightlike koni uzay1, null egri.

The Inextensible Flows of Null Curves in the Lightlike Cone Q3 c E}

Abstract: A curve or surface flow is called inextensible if arc length and curvature are preserved. In a physical sense,
inextensible flows and surface flows are characterized by the absence of any strain energy. In this study, the inextensible flows
of anull x: I — Q3 < E% curve expressed using the natural Frenet framework in the 4-dimensional lightlike cone space Q3 c
E% with 2 index are given some mathematical characterizations.

Key words: Inextensible flow, Q3 c EJ Lightlike cone space, null curve.
1. Giris

Yar1 Riemann manifoldlarinin incelenmesi, diferansiyel geometri ve fizikte, 6zellikle de gorelilik teorisinde
onemli bir rol oynamaktadir. Oyleki matematiksel olarak ifade etmeye calisigimiz elastik olmayan egri
(inextensible flow) kavrami ve dolayisiyla da yiizey akislar1 fiziksel olarak hareketlere neden olmaktadir. Ornegin
higbir gerilme enerjisi olmadan riizgar tarafindan taginan bir kagit pargasi elastik olmayan egri (inextensible flow)
ve yiizey akislart ile tarif edilebilir ki bu tiir hareketler oldukg¢a dogal bir sekilde giinliik yasantimizda fizik yasalari
altinda gergeklesen sadece birka¢ fenomenden biridir.

Oncelikli olarak elastik olmayan akislar(inextensible flow) Oklid 3-uzayinda Korpinar tarafindan
incelenmistir, [11]. Akabinde Oklid n-uzayinda elastik olmayan akislar i¢in bazi karakterizasyonlar ifade edilmistir
[13]. Ayrica, bir¢ok aragtirmaci farkli uzaylarda elastik olmayan akislari inceleyerek ¢alismuslardir [6, 10, 11].
Ayrica, yazarlar tarafindan M3(5o) uzaymin alt uzay1 olan Sitter 3-uzay1 veya Anti de Sitter 3-uzay iizarinde
Sabban catisina gore dejenere olmayan egriler kullanilarak slant helisler incelenmistir [4]. Abazari ve digerleri
tarafindan 1 indeksli lightlike konide spacelike egriler i¢in bazi durumlar incelenmistir [1]. Liu tarafindan lightlike
konide egriler ilizerine bazi temel ifadeler verilmistir [16]. Ayrica, lightlike koni uzayinda farkli tipden egriler [2,
3, 12, 13] calismalarinda ele alinmigtir. Uygulama alanlarinda elastik olmayan egri(inextensible flows) ve ylizey
akiglari, bilgisayar destekli ve bilgisayar animasyonu gibi ve hatta mekanik ile ilgili bir ¢ok alanda problem olarak
ortaya ¢ikmakta ve aragtirmacilar tarafindan ele alinmistir [7, 8, 20, 21].

2. On bilgiler
E™ uzay1 (s, m — s) isaretine sahip m-boyutlu pseudo-Oklid uzayz, standart koordinat sistemi (x;, x, x3, X,)

olmak tizere (, ) metrigi ile verilen R™ reel vektor uzayi olup,

1=s+

(== [@n)+ I (@x)? @
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metrigi ile ifade edilir. EJ" de bir v vektorii
i) Eger (v, v); > 0 veya v sifir ise space-like,
ii) Eger (v, v); < 0 ise time-like,

iii) Eger (v, v); = 0 ise null (veya lightlike) olarak adlandirilir.

ET" de I agik aralik olmak tizere regiiler bir egri a: 1 — EI*, Vt € I olsun (a’(t) +* Z—f). Bu durumda, eger
(a'(t),a'(t)) > 0,(a'(t),a'(t)) = Oveya(a'(t), a’(t)) < 0 esitlikleri saglaniyorsa egri sirasiyla space-like, null
veya time-like olarak adlandirilir. Ayrica, EJ* de bir v vektoriiniin normu ||v|| = /|{v, v)| seklinde tanimlanir. Bu
baglamda E = R alinip elde edilen R™ uzayi igin ii¢ farkli hiperyiizey vardir. Oyle ki EI" uzayinda sirasiyla;

1) r > 0 yarigaph, x, € E™ merkezli bir pseudo-Riemannian kiire S~ (x,, 1)
SMY(xo, 1) = {x € EM: (x — x,x — Xo) = 7%}
2) r > 0 yarigapl, x, € E™ merkezli bir pseudo-hiperbolik uzayr H™7* (x,,7)

HM™ Y (xo, 1) = {x € EM™: (x — x,x — x) = —7%}

ile verilir. Ayrica, S™1(x,,7) pseudo-Riemannian kiire R X S™ 175 uzayina, H"7*(x,,7) pseudo-hiperbolik
uzayi ise S5~ x R™~5 uzayna diffeomorfiktir. Ayrica, H™~1(x,, ) Hiperbolik uzay1

H2 7 (x0,7) = {x € E":{x — X0, x — Xo) = —1%,%; > 0}

ile verilir. Genelligi bozmaksizin, E = R alinarak m = 4 ve s = 2 degerlerine karsilik elde edilen 2 indekse sahip
4-boyutlu semi Oklid uzay1 R i¢in 3 tip hiperyiizey vardir. Oyle ki

1) Anti-de Sitter ve de Sitter uzayi sirasiyla
H? ={x e R}: g(x,x) = —1}and S3 = {x € R%: g(x,x) = 1} )
ile tanimlanir.

2) Lightlike koni uzay1
Q3 ={xeR3: g(x,x) =0} ®)

ile verilir. R de I agik aralik olmak iizere her t € I regiiler bir egri x: I — R3 olsun (x'(t) * %). Bu durumda,
eger (x'(t),x'(t)) > 0, (x'(t),x"'(t)) = 0 veya (x'(t),x'(t)) < 0 esitlikleri saglaniyorsa egri sirasiyla space-like,
null veya time-like olarak adlandirilir.

Eger x time-like veya space-like bir egri ise non-null olarak adlandirilir ve egri i¢in x'(t) vektorii tanjant
vektor olarak isimlendirilir. Bu nedenle bir non-null egrisinin yay uzunlugu s(t) = ftto [lx"(®)|ldt ile bulunur.

Boylece x egrisinin yay parametresi s ile gosterilir ve <Z—:,Z—:> = ¢ = *1 seklinde yazilir. Herhangi bir null egri
icin t parametresinde &€ =0 olur [14], null x egrisi igin asagidaki ifadeleri saglayacak sekilde

{x(t),&(t), N(t), W(t)} dogal Frenet ¢atisindan bahsedilebilir.

(x(®), x(©)) = (x(8),§ (1)) = (x(8), N(©)) = 0;{§(t), §(£)) = (§(£), B(t)) = O (42)
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(N@®),N(@) = (W), WD) = (W(t), N®)) = 0;(§(1), N(©)) = (x(t), B(1)) = 1 (4b)

burada &(t) teget vektor, N(t) vektorii &(t)’ye transversal vektor olup W (t) vektiirii ise x(t) vektoriine
transversal vektordiir [19]. Dolayisiyla da dogal Frenet ¢at1 vektorleri

x'(t) =$(®)
§'(1) = h(B)E(®) + ky (D)x(1)
N'(t) = —h(ON(t) + k2 (D)x(t) — W (L) (®)

W'(t) = =ka()§() — k1 ()N ()

seklinde verilir ve bu ¢at1 Q3 lightlike koni uzayimnda x null egrisinin dogal Frenet denklemleri olarak adlandirilir.
Ayrica, h, k4, k, fonksiyonlar1 x egrisinin egrilik fonksiyonlar1 olup sirasiyla

h(t) = x"(£), N(£)), k1 ((£) = (x" (£), W (), ko (£) = (N'(£), W (t)) (6)
seklinde ifade edilir [9].

Definition 1 Q3 uzayinda bir null egri x olmak iizere dogal Frenet gatis1 {x, &, N, W} seklinde verilsin. Bu durumda
null egrinin akig(flow) ifadesi

Z—’:=m0x+m1€+m2N +m3B;m; € C% @)

seklinde verilir.
3. Q3 uzayinda null egrilerin elastik olmayan akislar1 (inextensible Flows) iizerine inceleme

Q3 lightlike koni uzayinda bir null egri x olmak iizere egrinin yay parametresi

dx

dt

u

s(w) = |, du

ile verilir. Ayrica, v = ”%” ifadesi % = iaa_u seklinde u parametresine gore ifade edilebilir. Bu durumda
s(u,t) = fou vdu yazilabilir. Ayrica, x(u,t) null egrisinin % akig(flow) degeri igin %(Z—i) =0 esitligi

saglaniyorsa % akig(flow) elastik olmayan(inextensible) egri olarak ifade edilir.

Theorem 1. Q3 lightlike cone uzayinda bir akis(flow) ifadesi % = myx + m;& + myN + m3B seklinde verilsin.
Bu durumda

1) Eger akig(flow) elastik degilse(inextensible) ise

ov am;
20— =—2

3t gu (hm, + kym3)v (8)

esitligi saglanir.

2) Aksin(flow) non-elastik (inextensible) olmast i¢in

% = (hmy + kym3)v 9)
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esitligi saglanir.
Proof. Q3 lightlike koni uzayinda ifade edilen x egrisinin akigi(flow) % = myx + my& + myN + m3B seklinde

verilsin. Bu durumda v = ”d—x” ve dolayistyla da v? = <Z—z,%> seklinde yazilip esitligin tiirevi alinarak

617 <ax6 6x> <6x6 4 N + B>
Vot au'%(ﬁ) g’ gy (X T g+ meN + msB)

ifadesi elde edilir. Buradan u parametresine gore tiirev alinarak frenet ¢atisi kullanilip ve (¢(t), N(t)) = 1 oldugu
g0z Oniine alindiginda

w _ 9
2v 6_‘; = % — (hmy + kymg)v (10)

esitligi elde edilir. Ayrica, % akig(flow) degeri igin %(Z—z) = 0 esitligi saglandigindan % akis(flow) elastik

olmayan (inextensible) egri olarak ifade edilir ki bu ise % = (hm, + ky;m3)v olmas1 demektir.

Theorem 2. Q3 lightlike koni uzayinda % = myx + m & + myN + m3B akisi(fow) ile verilen bir null egri x

olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler saglanir.

[;_IZ = 51X - (mo + aﬁ% + hm1 - kzmo)N - m1W
Bmo
- = _61€ - ( + klml + kzmz)N - mow
i3 6m0 aml
6t - ( + k1m1 + kzmz)x + (mo + + hm1 - k2m3)$
am, amg
- k1m3)N + (_mz + ?)W,

burada — <:—T,N> = §; seklindedir.

Proof. Kabul edelim ki Q3 lightlike koni uzayinda (7) ile verilen elastik olmayan akis(inextensible flow) x olsun.
O halde,

9 _ 9 (9x\ _ 2 (ox\_ o
at 6t(05) ds (6t) ~ as (mox +my$ + myN +msB)

= (Z2 4 kymy + kyma)x + (Mo + 222+ himy — kymy)E

Bmz 5"13
=)

+( hmz - k1m3)N + ( mz + W
elde edilen son esitlikten (4) de verilen gat1 ifadeleri yardimiyla

6m1

<a_f W> amo + k1m1 + kzmz, <Z€,N> = mo + + hm1 k2m3;

at’

98 g\ _omg 9¢ - _ ams
<6t'€>_ ds hm, — k1m3'<6t x> m; + s

esitlikleri elde edilir. Ayrica, (7) esitliginden
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a a a a
R R T

esitlikleri yazilabilir. Oyle ki Z—IZ = ngx + N ¢ + n,N + n3B degeri igin

a
<a_1Z,W> = TlO 61, <_ > m1 = 0:

N am N
<E'f> =n, = (m0+—1+hm1—k2m3) <at,x>= —-my

esitlikleri elde edilir. Boylece,

6N
6t

6m1

- 513{ (mo + + hm1 - kzmo)N m]_W

yazilir. Ayrica, W wox +w; & + wy,N + w3 B; w; € C™ degeri igin

at

ow ow
<E'W> =Wy = 0; <E,N> =w; = —61;

ow a ow
<E,€>=W2 (m0+k1m1+k2m2) <6 x>=W3=_m0

esitlikleri bulunur. Boylece,

6m0

516 ( + k1m1 + kzmz)N - m()W

vektori elde edilir.

(11

(12)

(13)

Theorem 3. Q3 lightlike koni uzayinda % = myx + m& + myN + m3B akisi(fow) ile verilen bir null egri x

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

1) 60_1: degerine karsilik

51— h8y — 22 = —ky(2mg + mi + hmy — kymg); 8, = 1;

S+ h(2kymy — 2hmy —m}) + (2 — ky)mj + kymy — my + h'my — kymg = 0;
2hmy = k,(m3 + my)
diferensiyel denklemler saglanir.

2) :—Mt/ degerine karsilik

ak2

81 + 6:h = 2+ k(2 + my); my = sabit;

2 = ho + myky + koW + 22

s + k0

esitlikleri saglanir.
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3) g degerine karsilik

Z—f+¢'(.(2+m0 — h) + 8,(m) — hmy — maky) = +moky + 52 (19)
2 _ 0h oY
esitlikleri saglanir. Burada @, 2 ve ¥ degerleri
P = m6 + mlkl + mzkz;ﬂ = mo + m’l + hml - mgkz; Y= m’Z - h,mz - m3k1
seklindedir.
Proof. ispat icin
66_1: = 51)6 (mo + m + hm1 kzmo) N — m1W; aa_l;l = hN + k2x -w (21)

ifadesi g6zoniine alinip sirastyla ai (B—N) ve 2 (aa_t) degerleri bulunarak

0 ("”) 2 (hN + kpx = W) = (h6, + ‘”‘2

ot o5 + k,mg)x + (kymy + 8;)¢

0m0

+(Gr = hmg — h 22 + h2my + hkymo + 222 + myky + 2k;m)N

+(_hm1 + m3k2 + mo)W

ve
a (0 P
E(alr) as (61x (mo + 5+ hmy = kymo)N — m1W)
= (61 — ko(my + my + hmy — kymg))x + (81 + komy)E

(—m{) +my —h'm; — hmy + kymg + k2m0’

N+ (mg+ hmy —k,my)W
+hmg + hm, + h*m, — hkymg + kymy ) (mo 1~ kammo)

esitliklerinde bilesenlerin cebirsel esitligi goz oniine alinarak sirasiyla

ak

6 - h61 —Z = _kz (zmo + mi + hml - kzmo); 61 = 1,

Z—f: + h(2k,my — 2hm; —m7) + (2 — k,)mgy + kym, —my{ + h'm; — kjmy = 0;

thl = kz(m3 + mo)

denklemleri elde edilir. Benzer sekﬂde — Ve - degerlerl i¢in sirastyla — (Z—I:) ve ;s (ZIZ) ile = (zi) ve % (g—i)

degerleri bulunup cebirsel ifadelerin eslthgmden sirastyla (17), (18), (19) ve (20) esitlikleri elde edilir. Boylece
ispat tamamlanir.
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Tesekkiir

FA, belirtilen baslikta ilk fikri ortaya koyarak makaleyi yazarak yorumlamistir. MAK verileri tekrardan analiz

ederek yeniden yorumlamigtir. Son taslak tiim yazarlar tarafindan okuyup onaylanmistir.
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