
 
 

80 
 

S.Ü. FEN FAKÜLTESİ FEN DERGİSİ Nisan(2021) 47(1), 80-93 
DOI: 10.35238sufefd.881298 

 
 

Geliş (Recieved) :16/02/2021 
Kabul (Accepted) :21/03/2021 

Araştırma Makalesi 

Üçgen Kuyu Potansiyeli ile Modellenen Ar ve Xe Akışkanlarının 
Termodinamik Özellikleri 

 

Enes YILDIRIM1*, Mustafa KOYUNCU2 
 

*Sorumlu yazar: Enes-yildirim-27@outlook.com 
 

1Selçuk Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Fizik Ana Bilim Dalı, KONYA 
Orcid No: 0000-0003-2668-6998 / Enes-yildirim-27@outlook.com 

2Selçuk Üniversitesi, Fen Fakültesi, Fizik Bölümü, KONYA  
Orcid No: 0000-0001-5409-9171 / mkoyuncu@selcuk.edu.tr 

 
Öz: İkinci mertebeli Barker-Henderson pertürbasyon teorisine dayalı olarak üçgen kuyu potansiyeli için 

türetilen analitik durum denklemi Ar ve Xe akışkanlarının sıvı buhar dengesi, basınç ve iç enerji gibi 
termodinamik özelliklerinin hesaplanmasında kullanılmıştır. Elde edilen sonuçlar hem simülasyon hem de 
deneysel veriler ile karşılaştırılmıştır. Her iki akışkan için sıvı buhar dengesi için elde edilen sonuçların kritik 
nokta yakındaki bölge haricinde hem deney hem de simülasyon verileriyle uyumlu olduğu görülmüştür. Diğer 
taraftan basınç ve enerji sonuçları için bazı uyumsuzlukların ortaya çıktığı gözlenmiştir. 

 
Anahtar Kelimeler: Durum denklemi, Termodinamik özellikler, Pertürbasyon teorisi, Buhar-sıvı dengesi 

 
Thermodynamic Properties of Ar and Xe Fluids Modeled by Triangular 

Well Potential 
 

Abstract: The simple analytical equation of state derived for the triangular well potential based on the 
second order Barker-Henderson perturbation theory is used to calculate the thermodynamic properties such as 
liquid-vapor equilibrium, pressure and internal energy of Ar and Xe fluids. Obtained results were compared with 
both simulation and experimental data. It was seen that the results obtained for liquid-vapor equilibria for both 
fluids were compatible with both the experimental and the simulation data except for the region near the critical 
point. On the other hand, it has been observed that some incompatibilities occur for pressure and energy results. 

 
Keywords: Equation of state, Thermodynamic properties, Perturbation theory, Vapour-liquid equilibria

 
 

1. Giriş 

İstatistiksel mekaniğin temel 

amaçlarından biri, moleküler sistemlerin 

termodinamik özelliklerini sistemi oluşturan 

parçacıklar arasındaki etkileşim potansiyeli 

üzerinden hesaplamaktır (Nezbeda, 2001; 

Barcenas ve ark., 2015; Guerin, 2015). Bu, 

gerçek etkileşim potansiyeli kesin olarak 

bilinemediğinden genellikle model 

potansiyeller kullanarak pertürbasyon 

teorileri, integral denklemi teorileri ve 

bilgisayar simülasyonları (Monte Carlo ve 

moleküler dinamik) gibi farklı teknikler 

kullanarak gerçekleştirilir (Barcenas ve ark., 

2015). Üçgen-kuyu (TW) potansiyeli, basit 

gerçek akışkanların termodinamik 

özelliklerini ve buhar-sıvı faz geçişini doğru 

bir şekilde modelleyebilen basit bir model 

potansiyeldir (Largo ve Solana, 2000; Trejos 

ve ark., 2018). Her ne kadar TW potansiyeli, 

bir diğer basit model olan kare-kuyu 

potansiyelinden daha gerçekçi bir potansiyel 
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olsa da gerek teorik gerekse de bilgisayar 

simülasyonları aracılığı ile yeterince 

incelenmemiştir. Dolayısıyla termodinamik 

özellikleri hakkında yeteri bilgiye (veriye) 

sahip olunmadığı düşünülmektedir. Bu 

nedenle son yıllarda üçgen-kuyu 

potansiyelin gerek termodinamik gerekse de 

taşınım özellikleri üzerindeki çalışmalarda 

görece bir artış gözlenmektedir.  

TW potansiyeli ilk olarak 1940 

yılında bir boyutlu akışkanları modellemek 

üzere Nagamiya (1940) tarafından 

tanımlanmış ve bir sıvı-buhar faz geçişi 

gösterdiği belirtilmiştir.  TW potansiyeli için 

ilk simülasyon çalışması 𝜆 ൌ 2 potansiyel 

menzili için 0.8 ൑ 𝑇∗ ൑ 5 indirgenmiş 

sıcaklık ve 0.14 ൑ 𝜌∗ ൑ 0.86 indirgenmiş 

yoğunluk aralığında durum denklemi, iç 

enerji ve radyal dağılım fonksiyonu (RDF) 

verilerini elde etmek için Card ve Walkley 

(1974) tarafından yapılmıştır. Elde edilen 

veriler ayrıca Barker-Henderson (BH) 

(1967) ve Weeks-Chandler-Andersen 

(WCA) (Weeks ve ark., 1971) pertürbasyon 

teorilerini test etmek amacıyla kullanılmış, 

yüksek yoğunluk bölgesinde WCA 

yaklaşımının, düşük yoğunluk bölgesinde 

ise BH yaklaşımının daha iyi sonuçlar 

verdiği bulunmuştur. TW potansiyelinin 

gerçek sistemlere ilk uygulaması, farklı 

mikro emülsiyonların Rayleigh oranlarının 

hesaplandığı ve deneysel verilerle 

karşılaştırıldığı çalışma ile yapılmıştır 

(Somasekhara Reddy ve Murthy, 1983). 

Largo ve Solana (2000), referans katı küre 

(HS) sistemine ait Chang ve Sandler (1994) 

tarafından türetilen analitik RDF ifadesini 

ikinci mertebeli BH pertürbasyon teorisinde 

kullanarak TW akışkanının termodinamik 

özellikleri için yoğunluk, sıcaklık ve 

potansiyel menzilinin fonksiyonu olan 

analitik ifadeler elde etmişlerdir. Elde edilen 

sonuçların simülasyon verileri ile uyumlu 

olduğunu ve ayrıca, ሺ𝜀, 𝜎, 𝜆ሻ potansiyel 

parametrelerinin ayarlanabilir parametreler 

olarak ele alınmasıyla basit gerçek 

akışkanların durum denkleminin analitik 

olarak ifade edilebileceğini belirtmişlerdir. 

Adhikari ve Kofke (2002), TW model 

sisteminin buhar-sıvı, katı-sıvı ve katı-katı 

birlikte bulunma eğrisi sınırlarını 1.05 ൑

𝜆 ൑ 2.5 çekim menzili aralığında belirlemek 

için Monte Carlo simülasyonları ve hücre 

modeli hesaplamaları yapmışlardır. Wang ve 

Lai (2002), van der Waals benzeri bir teori 

bağlamında kısa menzilli çekici TW 

potansiyeli için faz diyagramını inceledikleri 

çalışmada, etkileşim menzili ve şiddetinin 

sıvı-sıvı, sıvı-katı ve katı-katı faz 

diyagramları üzerinde oynadığı rolü 

araştırmışlardır. Betancourt-Cardenas ve 

ark. (2007), TW akışkanı için BH 

pertürbasyon teorisini kullanarak kuyu 

genişliği, yoğunluk ve sıcaklığın fonksiyonu 

olarak 1.1 ൑ 𝜆 ൑ 2 aralığında uygulanabilen 

analitik bir durum denklemi türetmişlerdir. 

Ayrıca Helmholtz serbest enerji açılımındaki 

birinci ve ikinci mertebeli terimlere ilave 
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olarak termodinamik özellikleri Gibbs 

kümesi ve NPT Monte Carlo simülasyonları 

ile de elde etmişler, teori ve simülasyon 

sonuçlarının karşılaştırmasını yapmışlardır. 

Betancourt-Cardenas ve ark. (2008), 

tarafından yapılan diğer bir çalışmada ise 

uzun menzilli ሺ𝜆 ൌ 2.5, 3.0, 4.0ሻ TW 

akışkanının termodinamik özellikleri üç 

farklı yaklaşımla (pertürbasyon teorisi, öz 

uyumlu Ornstein-Zernike integral teorisi ve 

GEMC simülasyonu) incelenmiştir. Ayrıca, 

modelin gerçek akışkanları temsil etme 

kabiliyetini test etmek amacıyla metan ve 

etan için durum denklemi ile yapılan 

hesaplama sonuçları deneysel verilerle 

karşılaştırılmış ve mükemmel uyum 

bulunmuştur. 

Zhou (2009), TW potansiyelinin ve 

yoğunluğa bağlı versiyonunun 

termodinamiğini ve faz davranışını 

incelemek için çiftlenim parametresi 

açılımına dayalı bir termodinamik 

pertürbasyon teorisi (TPT) kullanmış ve 

bilgisayar simülasyonu ile üretilen verilerle 

karşılaştırıldığında beşinci dereceden 

TPT’nin hem sayısal olarak kararlı hem de 

nitel olarak doğru en iyi performansı 

gösterdiğini ortaya koymuştur. Koyuncu 

(2011), uzun menzilli üçgen kuyu akışkanı 

(LR-TW) için analitik durum denklemini 

kısa menzilli çekici Yukawa potansiyelini 

referans alarak genişletilmiş van der Waals 

teorisine dayalı olarak türetmiştir. Elde 

edilen durum denklemi, sıvı-buhar faz 

diyagramı ve termodinamik özelliklerin 

belirlenmesinde kullanılmış, literatür verileri 

ile uyumlu sonuçlar elde edilmiştir. Guerin 

(2012), TW akışkanı için makroskopik 

sıkışabilirlik yaklaşımına dayalı BH 

pertürbasyon teorisi kullanılarak Betancourt-

Cardenas ve ark. (2007) tarafından türetilen 

durum denklemini daha doğru bir HS RDF 

kullanarak basit analitik forma indirgemiştir. 

Rivera ve ark. (2012), TW akışkanın durum 

denklemini, katı küre akışkanının radyal 

dağılım fonksiyonu için rasyonel fonksiyon 

yaklaşımını kullanarak ikinci mertebeli BH 

pertürbasyon teorisine dayalı olarak elde 

etmişler ve farklı potansiyel menzilleri için 

sıvı-buhar faz dengesi ve kritik parametre 

hesaplamaları yapmışlardır. Orea ve 

Odriozola (2013) ve Barcenas ve ark. 

(2015), TW akışkanının faz birlikteliği ve 

arayüz özelliklerini farklı çekim menzilleri 

için Monte Carlo ve moleküler dinamik 

simülasyonları ile incelemişlerdir. Sengupta 

ve Adhikari (2016), Büyük kanonik kümede 

geçiş matrisi Monte Carlo (GC-TMMC) 

simülasyonlarını çekim menzilinin akışkan 

faz dengesi üzerindeki rolünü araştırmak 

için kullanmışlardır. TW potansiyelinin 

menzili artarken, buhar-sıvı bir arada var 

olma eğrilerinin artan kritik sıcaklık ve 

basınca, azalan kritik yoğunluğa sahip 

olacak şekilde daha yüksek bir sıcaklık 

aralığına doğru kaydığını gözlemlemişlerdir. 

Reyes ve ark. (2016), TW potansiyelinin 

sıvı-buhar faz diyagramını ve arayüz 
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gerilimini farklı etkileşme menzilleri için 

MC ve MD simülasyonları ile iki boyutta 

hesaplamışlar, her iki simülasyon sonucunun 

birbirleriyle uyumlu olduğunu bulmuşlardır. 

Barcenas ve ark. (2017), kolloidal 

süspansiyonların faz davranışını geniş bir 

sıcaklık aralığında Monte Carlo Raplica 

Exchance (REMC) simülasyonu ile 

inceledikleri çalışmada kısa menzilli 

ሺ1.15 ൑ 𝜆 ൑ 1.4ሻ TW potansiyelini 

kullanmışlardır. TW akışkanlarının ve 

protein süspansiyonlarının faz davranışı 

arasında nitel bir uyumun olduğunu, 

dolayısıyla protein süspansiyonlarının bazı 

termodinamik özelliklerinin TW potansiyeli 

ile hesaplanabileceğini ve anlaşılabileceğini 

ifade etmişlerdir. Benavides ve ark. (2018), 

TW potansiyeli için ሺ𝜎, 𝜖, 𝜆ሻ potansiyel 

parametreleri ile sıcaklık ve yoğunluğa açık 

bir şekilde bağlı analitik bir durum 

denklemini elde etmek için kesikli 

pertürbasyon teorisini (DPT) 

kullanmışlardır. Durum denkleminin 𝜆 ൐

1.2 olmak kaydıyla geniş bir aralıkta doğru 

olduğunu, sıvı-buhar faz diyagramaları, iç 

enerji ve basınçlar için elde edilen 

sonuçların kritik nokta yakınındakiler 

dışında mevcut simülasyon verileri ile 

uyumlu olduğunu ifade etmişlerdir. Trejos 

ve ark. (2018), TW akışkanının 

termodinamik özelliklerini belirlemek için 

kullandıkları durum denklemini yine Barker-

Henderson pertürbasyon teorisine dayalı 

olarak türetmişler, ሺ1.2 ൑ 𝜆 ൑ 2.6ሻ 

aralığında Monte Carlo simülasyon 

verileriyle uyumlu sonuçlar elde etmişlerdir. 

Teorik yaklaşımı geniş bir sıcaklık ve basınç 

aralığında metan, oksijen, florometan ve 

hidrojen sülfür gibi gerçek akışkanları 

modellemek için kullanmışlardır. Montero 

ve Santos (2019), TW potansiyeli ile 

etkileşen parçacıkların bir boyutlu sıvılarının 

hem termodinamik hem de yapısal denge 

özelliklerinin tam istatistiksel-mekanik 

çözümlemesini yaptıkları çalışmada, RDF 

için istenilen herhangi bir mesafe için 

kullanılabilecek tam bir analitik ifade elde 

etmişlerdir. Çözümü, durum denklemi, 

parçacık başına artık iç enerji, artık çok 

parçacık entropisi, yapı faktörü, RDF ve 

direkt korelasyon fonksiyonunu incelemek 

için kullanmışlardır.  

Bu çalışmada Trejos ve ark. (2018), 

tarafından TW potansiyeli için BH 

pertürbasyon teorisine dayalı olarak türetilen 

analitik durum denklemi Ar ve Xe 

akışkanlarının termodinamik özelliklerini ve 

faz davranışını belirlemek için 

kullanılmıştır. Elde edilen sonuçlar deneysel 

veriler ve faklı teorik çalışmalardan elde 

edilen sonuçlarla karşılaştırılmıştır.  

 

2. Materyal ve Metot 

2.1. TW Sıvıları için BH 

Pertürbasyon Teorisi 

Pertürbasyon teorileri, özellikle saf 

akışkanların termodinamik özelliklerinin 

belirlenmesinde en sık kullanılan 
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yöntemlerden biridir. Bu teoriler, 

akışkanların termodinamik özelliklerinin 

başlıca itici etkileşmeler tarafından 

belirlendiği, çekici etkileşmelerin ise 

pertürbasyon olarak alınabileceği kabulüne 

dayalıdır. İtici etkileşme katkısı, 

termodinamik ve yapısal özellikleri bilinen 

bir referans akışkanından elde edilebilir. Bu 

teoriler grubu içinde, yüksek sıcaklık açılımı 

olarak bilinen ve serbest enerjinin mutlak 

sıcaklığın tersine göre kuvvet serisi 

açılımına dayanan teoriler öne çıkar. 

Zwanzig (1954), tarafından önerilen bu 

açılımda, sıfırıncı mertebeli terim, referans 

akışkanın katkısı olup basit akışkanlar 

durumunda genellikle HS akışkanı ile temsil 

edilir. Basit akışkanlar için birinci mertebeli 

pertürbasyon terimi, referans akışkanının 

durum denklemi ve radyal dağılım 

fonksiyonuna bağlı olarak doğru bir şekilde 

belirlenebilir. İkinci dereceden terim için ise 

özellikle yüksek yoğunluk ve düşük sıcaklık 

bölgesinde yeterince doğru olmayan birkaç 

teorik yaklaşım geliştirilmiştir (Barker ve 

Henderson, 1967; Weeks ve ark., 1971). 

İkinci dereceden terim için ampirik 

düzeltmeler de teklif edilmiştir ancak bunlar 

da geniş bir potansiyel menzili aralığı için 

tatmin edici sonuçlar sağlamamaktadır 

(Zhang, 1999; Paricaud, 2006). Daha yüksek 

dereceli terimlerin elde edilmesi çok daha 

zordur ve kabul edilebilir bir doğruluk ve 

basitlik derecesine sahip bir teorinin 

türetilmesi hâlen açık bir problemdir 

(Akhouri ve Solana, 2020). 

Parçacıkları arasındaki etkileşimleri 𝑢ሺ𝑟ሻ 

küresel simetrik potansiyeli ile tanımlanan 

bir akışkan göz önüne alındığında, 

potansiyel 

 

𝑢ሺ𝑟ሻ ൌ 𝑢௢ሺ𝑟ሻ ൅ 𝑢ଵሺ𝑟ሻ                                ሺ1ሻ  

 

şeklinde iki kısma ayrılabilir. Pertürbasyon 

teorisinde potansiyelin baskın kısmı olan 

𝑢௢ሺ𝑟ሻ, referans potansiyel, 𝑢ଵሺ𝑟ሻ ise 

referans potansiyelin pertürbasyonu olarak 

göz önüne alınır. HS sisteminin 

termodinamik ve yapısal özellikleri 

neredeyse tümüyle bilindiğinden yaygın 

olarak kullanılan bir referans potansiyelidir: 

 

𝑢௢ሺ𝑟ሻ ൌ 𝑢ுௌሺ𝑟ሻ ൌ ቄ
∞,    𝑟 ൏ 𝜎

  0,    𝑟 ൒ 𝜎               ሺ2ሻ 

 

Bu ifadede 𝑟, parçacıkların merkezleri 

arasındaki uzaklık σ ise parçacık çapıdır. BH 

pertürbasyon teorisine göre parçacıkları TW 

potansiyeli ile etkileşen bir sistem için, 

çekici katkı yani pertürbasyon kısmı; 

 

𝑢ଵሺ𝑟ሻ ൌ 𝑢௔௧௧ሺ𝑟ሻ ൌ ൞

 0,                   𝑟 ൏ 𝜎,

െ
𝜀ሺ𝜆 െ 𝑟ሻ

ሺ𝜆 െ 𝜎ሻ
,        𝜎 ൑ 𝑟 ൏ λ

0,                   𝑟 ൒ λ

  ሺ3ሻ 

 

şeklinde ifade edilir. Burada ε ve λ sırasıyla 

potansiyelin enerji derinliği ve menzilidir. 

BH pertürbasyon teorisine göre 𝑢ሺ𝑟ሻ 
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potansiyeli iki katkıya ayrıldıktan sonra 

Helmholtz serbest enerjisi ሺ𝐴ሻ 

𝐴
𝑁𝑘஻𝑇

ൌ
𝐴௜ௗ

𝑁𝑘஻𝑇
൅

𝐴௘௫௖

𝑁𝑘஻𝑇
                     ሺ4ሻ 

 

formunda ifade edilir (Barker ve Henderson, 

1967). Burada 𝑁 sistemdeki parçacık sayısı, 

𝑘஻ Boltzmann sabiti ve 𝑇 mutlak sıcaklıktır. 

𝐴௜ௗ ve 𝐴௘௫௖   sırasıyla ideal ve artık 

Helmholtz serbest enerjisidir. İdeal gazın 

serbest enerjiye katkısı 

 

𝐴௜ௗ

𝑁𝑘஻𝑇
ൌ lnሺ𝜌λ஻

ଷ ሻ െ 1                     ሺ5ሻ 

 

ile verilir ve burada λ஻ de Broglie dalga 

boyu,  𝜌 sistemin yoğunluğudur. Artık 

serbest enerji, parçacıklar arasındaki farklı 

etkileşmelerden kaynaklanan katkılardan 

oluşur. Dolayısıyla, 

 

𝐴௘௫௖

𝑁𝑘஻𝑇
ൌ

𝐴ுௌ

𝑁𝑘஻𝑇
൅

𝐴௔௧௧௥

𝑁𝑘஻𝑇
…             ሺ6ሻ 

 

şeklinde ifade edilebilir (Trejos ve ark., 

2018). HS akışkanının serbest enerjisi 

genellikle, Carnahan-Starling durum 

denkleminden elde edilen 

 

𝐴ுௌ

𝑁𝑘஻𝑇
ൌ

4𝜂 െ 3𝜂ଶ

ሺ1 െ 𝜂ሻଶ                              ሺ7ሻ 

 

ifadesi ile verilir (Carnahan ve Starling, 

1969). Burada 𝜂 ൌ 𝜋𝜌𝜎ଷ/6 ile verilen 

paketlenme kesri, 𝜌 ൌ 𝑁 𝑉⁄  sayı 

yoğunluğudur. Yüksek sıcaklık 

yaklaşımında çekici Helmholtz serbest 

enerjisi 𝐴௔௧௧௥, sıcaklığın tersine göre kuvvet 

açılımı ile temsil edilebilir; 

 

𝐴௔௧௧௥

𝑁𝑘஻𝑇
ൌ 𝛽

𝐴ଵ

𝑁𝑘஻𝑇
൅ 𝛽ଶ 𝐴ଶ

𝑁𝑘஻𝑇
൅ ⋯   ሺ8ሻ 

 

Burada 𝛽 ൌ  1 / 𝑘஻T ve 𝐴௜ katsayıları 𝑖 ൌ

1,2, … , 𝑛 olmak üzere BH pertürbasyon 

teorisinin 𝑖. mertebeli pertürbasyon 

terimleridir. Üçüncü ve daha yüksek 

mertebeli terimlerin kesin olarak 

hesaplanmasındaki güçlükler ve ayrıca ilk 

iki mertebeli terimle karşılaştırıldıklarında 

katkılarının oldukça az olması dikkate 

alınarak açılım genellikle ikinci mertebede 

kesilir yani 𝑂ሺ𝛽ଷሻ mertebeli terimler ihmal 

edilir (Espidola-Heredia ve ark., 2009).  

Helmholtz serbest enerjisine birinci 

mertebeli katkı 𝐴ଵ,  

 

𝐴ଵ

𝑁𝑘஻𝑇
ൌ 2𝜋𝜌 න gுௌሺ𝑟ሻ

ஶ

ఙ
𝑢௔௧௧ሺ𝑟ሻ𝑟ଶ𝑑𝑟             ሺ9ሻ 

 

ile verilir ki burada gுௌሺ𝑟ሻ, HS akışkanının 

radyal dağılım fonksiyonudur. “Lokal 

sıkıştırılabilirlik yaklaşımı” (LCA) olarak 

adlandırılan yaklaşım altında ikinci 

mertebeli pertürbasyon terimi, 

 

𝐴ଶ

𝑁𝑘஻𝑇
ൌ െ𝜋𝐾ுௌ𝜌

𝜕
𝜕𝜌

ቈ𝜌 න gுௌሺ𝑟ሻ
ஶ

ఙ
ሾ𝑢௔௧௧ሺ𝑟ሻሿଶ𝑟ଶ𝑑𝑟቉     ሺ10ሻ 
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şeklinde verilir. Burada 𝐾ுௌ ൌ

𝑘஻𝑇ሺ𝜕𝜌/𝜕𝑃ுௌሻ் HS akışkanının izotermal 

sıkıştırılabilirliği olup Perkus-Yevick 

ifadesine göre 

 

𝐾ுௌ ൌ
ሺ1 െ 𝜂ሻସ

1 ൅ 4𝜂 ൅ 4𝜂ଶ                       ሺ11ሻ 

 

ile verilir (Barker ve Henderson, 1976). 

Helmholtz serbest enerjisinin 

paketlenme kesrinin fonksiyonu olarak 

analitik ifadesi bilindikten sonra, basınç ሺ𝑃ሻ, 

kimyasal potansiyel ሺ𝜇ሻ, sıkıştırılabilirlik 

çarpanı ሺ𝑍ሻ (yani durum denklemi) vb. 

termodinamik değişkenleri standart 

termodinamik bağıntılar aracılığıyla 

belirlenebilir. 

 

𝑃 ൌ െ ൬
𝜕𝐴
𝜕𝑉

൰
்,ே

                                          ሺ12ሻ 

𝜇 ൌ ൬
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൰
்,௏

                                               ሺ13ሻ 

𝑍 ≡
𝑃𝑉
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1
𝑘஻𝑇

൬
𝜕𝐴
𝜕𝑁
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்,௏

െ
𝐴

𝑁𝑘஻𝑇
                   ሺ14ሻ 

𝑈
𝑁𝑘஻𝑇

ൌ െ𝑇
𝜕

𝜕𝑇
൬

𝐴
𝑁𝑘஻𝑇

൰
௏,ே

                   ሺ15ሻ 

 

Herhangi bir etkileşim aralığı için 

belirli bir sıcaklıktaki sıvı ሺ𝑙ሻ ve buhar ሺ𝑣ሻ 

fazları arasındaki termodinamik denge, her 

bir faz için kimyasal ሺ𝜇௟ = 𝜇௩), mekanik 

ሺ𝑃௟ ൌ 𝑃௩ሻ ve termal denge ሺ𝑇௟ ൌ 𝑇௩ሻ 

şartları çözülerek elde edilebilir. Bu 

denklemleri sağlayan tüm noktalar 𝜌 െ 𝑇 

düzleminde binodal çizgiyi oluşturur. 

2.2. Hesaplamada Kullanılan 

Analitik İfadeler 

Helmholtz serbest enerjisine ait 

birinci ve ikinci mertebeli terimlerin (9) ve 

(10) eşitliklerine göre hesaplanabilmesi için 

HS akışkanına ait uygun bir RDF ifadesine 

ihtiyaç vardır. Hâlihazırda literatürde 

mevcut olan HS RDF ifadeleri genellikle 

sayısal hesaplama yapmayı zorunlu kılar 

ancak farklı yaklaşımlar kullanarak analitik 

ifadeler elde etmek de mümkündür. Trejos 

ve ark. (2018), TW akışkanı için analitik bir 

durum denklemi elde etmek için öncelikle 

(9) ve (10) eşitliklerini Chang ve Sandler 

(1994) tarafından teklif edilen HS RDF için 

sayısal olarak çözmüşler, daha sonra bir 

paketlenme kesri parametrizasyonu teklif 

etmişlerdir. Türetimin detaylarına ilgili 

makalede ulaşılabileceğinden burada tekrar 

yer verilmeyecek, yalnızca hesaplamalarda 

kullanılan temel ifadeler kısaca ele 

alınacaktır. 𝑥 ൌ 𝑟/𝜎 indirgenmiş mesafe ve 

ξ ortalama değer teoremini karşılayan bir 

mesafe olmak üzere birinci ve ikinci 

mertebeli terimler için sırasıyla 

 

𝐴ଵ

𝑁𝑘஻𝑇
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elde edilmiştir. Burada gுௌሺξ; 𝜂ሻ, 𝜂ୣ୤୤ etkin 

paketlenme kesri cinsinden tanımlanan RDF 

olup  

 

gுௌሺξ; 𝜂ሻ ൌ gுௌሺ1; 𝜂ୣ୤୤ሻ                       ሺ18ሻ 

şeklinde tanımlanmış, radyal dağılım 

fonksiyonunun 𝑥 ൌ 𝜎 daki temas değeri olan 

gுௌሺ1; 𝜂ୣ୤୤ሻ için ise 

 

gுௌሺ1; 𝜂ୣ୤୤ሻ ൌ
ቀ1 െ

𝜂ୣ୤୤
2 ቁ

ሺ1 െ 𝜂ୣ୤୤ሻଷ                   ሺ19ሻ 

 

Carnahan-Starling ifadesi kullanılmıştır. 𝜂ୣ୤୤ 

için 
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parametrizasyon elde edilmiştir (Trejos ve 

ark., 2018). 𝐴ଵ ve 𝐴ଶ için elde bu ifadeler 

aracalığıyla TW akışkanının termodinamik 

özelliklerinin analitik olarak belirlenmesini 

sağlamış olur. 

2.3. Termodinamik Özellikler 

Farklı potansiyel menzili ve 

yoğunluk değerleri için TW akışkanına ait 

𝐴ଵ, 𝐴ଶ, artık iç enerji, basınç ve sıvı-buhar 

birlikte bulunma eğrisi hesaplamaları Trejos 

ve ark. (2018) tarafından yapılmış ve 

mevcut literatür verileriyle karşılaştırılmış 

olduğundan burada tekrar edilmemiştir. 

Çalışmanın asıl amacı durum denkleminin 

gerçek sistemlerin termodinamik davranışını 

temsil etme kabiliyetini test etmek 

olduğundan, hesaplamalar Ar ve Xe basit 

akışkanları için yapılmıştır. Sonuçlar, farklı 

teorik yaklaşımlar, bilgisayar simülasyonu 

yöntemleri ve deneysel olarak elde edilen 

verilerle karşılaştırılmıştır. Bu çalışmada, 

Barcenas ve ark. (2015) tarafından TW 

potansiyeli ile modellenen Ar ve Xe 

akışkanlarının sıvı-buhar birlikte bulunma 

eğrisi ve yüzey geriliminin Monte Carlo 

simülasyonu ile LJ potansiyelini en iyi 

şekilde taklit edecek şekilde seçilen 

potansiyel parametreleri kullanılmış ve 

Tablo 1 de verilmiştir. 

 
Tablo 1. Ar ve Xe için moleküler parametreler: HS 
çapı ሺ𝜎ሻ, çekim menzili ሺ𝜆ሻ ve potansiyel derinliği 
ሺ𝜖ሻ. 
Akışkan 𝝀 𝝈 ሾ𝐧𝐦ሿ 𝝐 𝒌𝑩⁄ ሾ𝐊ሿ 

Ar 2.045 3.3952 116.79 

Xe 2.030 3.9011 227.55 

 

3. Araştırma Sonuçları 

3.1. Sıvı-buhar dengesi 

Ar ve Xe için sıvı-buhar dengesine 

ait hesaplama sonuçları literatür verileri ile 

birlikte Şekil 1 de verilmiştir. Sürekli çizgi 

bu çalışmanın sonuçlarını, deneysel veriler 

NIST webbook dan, simülasyon sonuçları 

ise Mick ve ark. (2015) ve Marcelli ve 

Sadus (1999), tarafından yapılan 

çalışmalardan alınmıştır.  Mick ve ark. 

(2015), optimize Mie n-6 potansiyelleri 

(genelleştirilmiş Lennard-Jones 12-6 

potansiyeli) ile modelledikleri asal gazların 

sıvı-buhar dengesini büyük kanonik kümede 
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Monte Carlo simülasyonu ile 

hesaplamışlardır. 𝜎, 𝜀  ve 𝑛 potansiyel 

parametreleri her bir asal gaz için deneysel 

doymuş sıvı yoğunlukları ve buhar 

basınçları verilerini eş zamanlı olarak %1 െ

%4 aralığında doğrulukla verecek şekilde 

optimize edilmiştir. Marcelli ve Sadus 

(1999) tarafından Gibbs kümesinde Monte 

Carlo simülasyonu ile yapılan çalışmada, 

Barker ve ark.(1971; 1974), tarafından 

Argon ve Xe için teklif edilen farklı 

potansiyel ifadeleri kullanılmıştır. Çok 

sayıda parametre içeren bu potansiyel 

fonksiyonlarındaki parametreler deneysel 

ikinci virial katsayılarına ve moleküler ışın 

şaçılma verilerine fit işleminden 

belirlenmiştir. Şekil 1’den açıkça görüleceği 

üzere hiçbir potansiyel fonksiyonunun gerek 

Ar gerekse de Xe için sıvı-buhar dengesini 

tam olarak ortaya koyduğu söylenemez. Hal 

denkleminden elde edilen sonuçların her iki 

kol için özellikle yüksek sıcaklık bölgesinde 

simülasyon ve deneysel verilerden bir 

miktar saptığı gözlense de genel davranışın 

kabul edilebilir düzeyde olduğu söylenebilir. 

Özellikle kritik nokta yakınında deneysel 

verilerden olan sapma tüm sonuçlar için 

benzer niteliktedir.        



0,0 0,2 0,4 0,6 0,8

Ar

0,8

1,0

1,2

1,4

T
*

   

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8

T
*

0,8

1,0

1,2

1,4

Xe

 

Şekil 1. TW potansiyeli ile modellenen Argon ve Xenon için sıvı-buhar birlikte bulunma eğrisi. (—)  düz çizgi 
TW-EOS sonuçlarını, semboller ise sırasıyla simülasyon ve deney verilerini temsil etmeketedir: (●) (Marcelli ve 
Sadus, 1999) , (▲) (Mick ve ark., 2015), (■) NIST ChemistryWebBook.  
 

3.2. İndirgenmiş enerji ve basınç 

Argon ve xenon için farklı 

indirgenmiş sıcaklık (𝑇∗ ൌ 𝑘𝑇/𝜀ሻ ve 

yoğunlukta ሺ𝜌∗ ൌ 𝜌𝜎ଷሻ  indirgenmiş enerji 

ሺ𝑈∗ ൌ 𝑈/𝜀 ሻ ve indirgenmiş basınç (𝑃∗ ൌ

𝑃𝜎ଷ/𝜀) için yapılan hesaplama sonuçları, 

deney ve simülasyon verileri ile birlikte 

sırasıyla Tablo 2 ve Tablo 3’de verilmiştir.  

Deney ve simülasyon verileri Goharshadi ve 

Abbaspour (2006) tarafından yapılan 

çalışmadan alınmıştır. Argon ve xenon 

akışkanlarına ait indirgenmiş enerji ve 

basınç için NVT kümesinde moleküler 

dinamik simülasyonu ile yapılan 

hesaplamada, HFD (Hartree–Fock 

dispersiyon) benzeri çift potansiyel enerji 
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fonksiyonları, indirgenmiş viskozite 

çarpışma integrallerinin sıfır basınçta 

inversiyonu ile belirlenmiştir. Aynen Barker 

ve ark. (1971; 1974) tarafından teklif edilen 

potansiyel fonksiyonu ifadelerine benzer 

olarak HFD benzeri potansiyel fonksiyonu 

da çak sayıda parametreye sahiptir. Argon 

için Tablo 2’de verilen sonuçların 

karşılaştırılmasından açıkça görüleceği 

üzere indirgenmiş basınç için gerek 

simülasyon gerekse de bu çalışmada durum 

denklemi ile elde edilen sonuçların deneysel 

verilerden olan sapmasının özellikle düşük 

sıcaklık ve düşük yoğunluk bölgesinde 

büyük olduğu, yüksek sıcaklık ve düşük 

yoğunluk bölgesinde ise simülasyon 

sonuçlarının deneysel verilerle uyumunun 

durum denkleminden elde edilenlerden daha 

iyi olduğu görülmektedir. Durum 

denkleminden elde edilen sonuçların 

deneysel verilerle olan uyumundan ziyade 

simülasyon sonuçları ile uyum içinde olması 

beklenen bir sonuçtur. Simülasyon ve durum 

denkleminden elde edilen sonuçlar 

arasındaki uyumsuzluğun en önemli 

nedenlerinden biri her iki yöntemde 

kullanılan potansiyel fonksiyonlarının farklı 

olması olabilir. Simülasyonda kullanılan 

potansiyel fonksiyonu hesaplamada 

kullanılan potansiyel fonksiyonuna kıyasla 

neredeyse etkin bir potansiyel olma 

kabiliyetine sahiptir. Ayrıca pertürbasyon 

teorisinin doğasında var olan kabul ve 

yaklaşımların da bu uyumsuzluğun ortaya 

çıkmasında etkin olması mümkündür. 

İndirgenmiş enerji sonuçlarının 

karşılaştırılmasında simülasyon sonuçlarının 

beklenildiği üzere deneysel verilerle daha 

uyumlu olduğu, hesaplama sonuçlarının ise 

hem simülasyon hem de deneysel verilerden 

daha düşük olduğu görülecektir.  

 

Tablo 2. Argon için farklı indirgenmiş sıcaklık ve indirgenmiş yoğunlukta farklı yöntemlerle elde edilen 
indirgenmiş basınç ve enerji 

T* 𝝆 ∗ P*exp. U*exp. P*sim. U*sim. P*eos U*eos 

0,7441 0,7368 0,1306 -3,3053 0,4882 -3,3537 0,6325 -4,7184
0,8185 0,6803 0,0495 -2,8176 0,2498 -2,8655 0,4535 -4,1143
0,8365 0,0326 0,0223 0,9598 0,0231 1,0058 0,0281 1,1977
0,8433 0,6663 0,0631 -2,6847 0,2365 -2,7304 0,4513 -3,9520
0,8681 0,6534 0,0820 -2,5586 0,2536 -2,5953 0,4571 -3,7976
0,8783 0,0383 0,0270 0,9863 0,0277 1,0280 0,0340 1,2249
0,8929 0,6346 0,0805 -2,4005 0,2117 -2,4371 0,4160 -3,5961
0,9177 0,6087 0,0658 -2,2058 0,1640 -2,2368 0,3362 -3,3394
0,9201 0,5967 0,0437 -2,1360 0,1247 -2,1629 0,2741 -3,2396
0,9425 0,5958 0,0893 -2,0831 0,1764 -2,1064 0,3466 -3,1850
0,9619 0,0843 0,0533 0,7663 0,0561 0,8300 0,0657 0,9627
0,9673 0,5601 0,0720 -1,8407 0,1188 -1,8437 0,2434 -2,8501
0,9921 0,5094 0,0659 -1,5673 0,0769 -1,5269 0,1337 -2,3977
1,0037 0,1023 0,0644 0,7184 0,0666 0,7676 0,0784 0,8906
1,0456 0,1201 0,0763 0,6811 0,0795 0,7467 0,0918 0,8242
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Tablo 3. Xenon için farklı indirgenmiş sıcaklık ve indirgenmiş yoğunlukta farklı yöntemlerle elde edilen 
indirgenmiş basınç ve indirgenmiş enerji. 

T* 𝝆 ∗ P*exp U*exp P*sim U*sim P*eos U*eos 

0,7466 0,7073 0,0212 0,8778 -1,1673 -2,1472 0,2025 -4,2312 

0,8212 0,6722 0,0899 1,2419 -0,9493 -1,9212 0,3042 -3,8042 

0,8461 0,6351 0,0275 1,4850 -0,8736 -1,7617 0,1747 -3,4701 

0,8710 0,6181 0,0338 1,6454 -0,7873 -1,6775 0,1781 -3,2873 

0,8959 0,6001 0,0476 1,7963 -0,7631 -1,5814 0,1781 -3,0970 

0,9208 0,5790 0,0578 1,9612 -0,6631 -1,4835 0,1683 -2,8841 

0,9457 0,5179 0,0546 2,1906 -0,4951 -1,2467 0,0581 -2,3687 

0,9705 0,5119 0,0637 2,4064 -0,4603 -1,2120 0,1003 -2,2691 

 
Xenon akışkanı için Tablo 3’de 

verilen sonuçlar karşılaştırıldığı zaman 

simülasyonla elde edilen basınç değerlerinin 

tüm sıcaklık ve yoğunluk aralığında negatif 

olduğu, durum denkleminden elde edilen 

sonuçların ise tersine olarak pozitif olduğu 

görülmektedir. Enerji için ise hem 

simülasyon hem de durum denklemi ile 

yapılan hesaplamalarından elde edilen 

sonuçların her ikisi de negatif, deneysel 

veriler ise pozitiftir. En azından simülasyon 

ve hesaplama sonuçları nitel olarak uyum 

içindedir. Bu noktada her iki potansiyel 

fonksiyonunun da xenon akışkanını 

modellemede başarısız olduğunu söylemek 

mümkündür. 

  

4. Tartışma 

Bu çalışmada, Trejos ve ark. (2018) 

tarafından üçgen kuyu potansiyeli için ikinci 

mertebeli BH pertürbasyon teorisine dayalı 

olarak türetilen analitik durum denklemi Ar 

ve Xe akışkanlarının termodinamik 

özelliklerinin hesaplanmasında 

kullanılmıştır. Elde edilen sonuçlar hem 

simülasyon hem de deneysel veriler ile 

karşılaştırılmıştır. Her iki akışkan için sıvı 

buhar dengesi için elde edilen sonuçların 

kritik nokta yakındaki bölge haricinde hem 

deney hem de simülasyon verileriyle 

uyumlu olduğu görülmüştür. Diğer taraftan 

basınç ve enerji sonuçları için bazı 

uyumsuzluklar gözlenmiştir. Ortaya çıkan 

bu uyumsuzluğun başlıca sebeplerinden biri 

kullanılan durum denkleminin 

türetilmesinde kullanılan potansiyel 

fonksiyonunun yalnızca iki cisim 

etkileşmelerini içermesi olabilir. Üç ya da 

daha fazla cisim etkileşmelerini içeren bir 

potansiyel fonksiyonunun kullanılması 

durumunda sonuçlarda iyileşme 

beklenebilir. Pertürbasyon teorisinin ikinci 

mertebede kesilmesinin de sonuçlar 

üzerindeki etkisinin incelenmesi gerekir. 
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Pertürbasyon teorilerinde etkileşme 

potansiyeline ilave olarak en önemli 

etkenlerden bir diğeri de radyal dağılım 

fonksiyonudur. Trejos ve ark. (2018) 

tarafından kullanılan radyal dağılım 

fonksiyonu yerine daha gerçekçi bir radyal 

dağılım fonksiyonu kullanılması da sonuçlar 

üzerinde olumlu etkiye yol açabilecektir.  

Elbette, hem buhar-sıvı dengesi hem 

de basınç ve enerji veya burada dikkate 

alınmayan diğer termodinamik özellikler 

için daha iyi sonuçların elde edilebilmesine 

imkân sağlayabilme potansiyeline sahip 

spesifik potansiyel fonksiyonlarının 

kullanılması da mümkündür.  Ancak belirli 

bir atom ya da atom grubuna ait olan ve 

yarı-deneysel (Aziz-Slaman, Barker-Fisher-

Watts, BFW vb.)  veya ab initio (Jöger-

Hellmann-Bich-Vogel, JHB vb.) 

potansiyelleri grubunda yer alan (Deiters ve 

Sadus, 2019) spesifik potansiyeller, 

matematiksel olarak oldukça karmaşık 

yapıya sahip olduklarından analitik 

hesaplamalar için çok uygun değildirler. 

Diğer taraftan, hemen hemen her tür 

akışkana uygulanabilen üçgen-kuyu, kare-

kuyu, Lennard-Jones (12-6), Yukawa, 

Buckingham (exp-6), Kihara vb. 

potansiyelleri geneldir ve ab initio veya 

yarı-deneysel potansiyellerine göre analitik 

hesaplamaya daha uygundurlar. 
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