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Ozet — Aritmetik ortalama , Geometrik ortalama , Harmonik ortalama, Kuvadratik ortalama ve bunlar
arasindaki iliskini veren esitsizlikler, orta 6gretim ve iiniversite ders programlarinda 6grenilen 6nemli
konulardandir. Bu konunun &gretiminde esiksizlikler tek tek ele alinir ve dogruluklar: farkli yollarla
kanitlanir. Bu makalede, bu konunun 6gretimi ile bagli, farklt bir yol izlenilir. Bu ortalamalar, bir
Ortalama Fonksiyonunun birer 6zel durumlari oldugundan dolayi, adi gecen Ortalama Fonksiyonunun
daha genel durumu olan Agirlikli Ortalama Fonksiyonu ele almir. Bu fonksiyonun monotonluk
Ozelligine dayanarak ortalamalarla bagl tim bilinen esitsizliklerin (bilinmeyen, ¢ok sayida diger
esitsizliklerin de) dogrulugu gosterilir.

Anahtar kelimeler: Agirlikli ortalama fonksiyonu, aritmetik ortalama, geometrik ortalama, harmonik
ortalama, kuvadratik ortalama, esitsizlikler.

Abstract — On the Generalized Mean Function and Some Important Inequalities — The Arithmetic
mean, Geometric mean, Harmonic mean, Quadratic mean and the inequalities among them are one of
the important topics which are taught in secondary and higher education. In the teaching of this
subject, the inequalities are considered one by one and its validity is proved via different methods. In
this article, the different way related to teaching of this topic is presented. Since these means are the
special cases of a Mean Function, this function (Weighted Mean Function which is more general
Mean Function) is considered. By using the property of monotonicity of this function, the validity of
all the known inequalities between the means (also a lot of the unknown inequalities between the
means) can be shown.

Key words: Weighted mean function, arithmetic mean, geometric mean, harmonic mean, quadratic
mean, inequalities.

Giris
Esitsizlikler Teorisi matematigin 6nemli alanlarindan biridir. Diger alanlarda, 6zellikle
de Optimizasyon Teorisinde, genis sekilde uygulanmaktadir. Ornegin, Adilov ve

Tinaztepe’de (2002a, 2002b), bir ¢ok geometrik esitsizliklerin optimallestirme
problemlerine uygulamalari verilmistir.

Aritmetik ortalama, Geometrik ortalama, Harmonik ortalama, ve Kuvadratik
ortalama arasindaki iligkini ifade eden esitsizlikler, bu Teoride 6nemli yere sahiptirler.
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Once, bu ortalamalar1 tanimlayalim.

x=(x,x,,--x,) ve x, >0,i=1,2,...,n olmak iizere,

A(x)=x1+x2+...+xn G(x):"(—xlxz---xn
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fonksiyonlarina, siras1 ile, Aritmetik ortalama, Geometrik ortalama, Harmonik
ortalama, ve Kuvadratik ortalama denir. Bu ortalamalar arasindaki iligkiyi veren
esitsizlikler asagidaki gibidir:

H(x)<G(x) < A(x) < K(x) (1)

Bu esitsizlikler zincirinin her halkasi ayr1 ele almip, farkli yollarla ispatlanir.
Ornegin, G(x) < A(x) esitsizligi y =—1In x fonksiyonunun konveksliyine dayanarak
ispatlana bilir.

Bu makalede, dnce

1
t t t o\,
x+x,++x |

— 1 2
Mt(x)_( n HJ

seklinde ifade edilen Ortalama Fonksiyonu ele almr, H(x),G(x), A(x), K(x)

fonksiyonlarmin, bu fonksiyonun 6zel durumlari oldugu gosterilir. Daha sonra,
Ortalama Fonksiyonunun genel durumu olan Agirliklt Ortalama Fonksiyonunun ¢ok
onemli bir ozelligi ispatlanir. (1) esitsizlikler zincirinin dogrulugu, bu 6zelligin bir
sonucu oldugu gosterilir.

Ortalama Fonksiyonu ve Aritmetik, Geometrik, Harmonik, Kuvadratik
Ortalamalar

x=(x,%,,"-,x,) ve x,>0,i=1,2,...,n olmak iizere,
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1
M,(x)=(x‘+x2:"+x"J @)

seklinde tanimli fonksiyona, t. Dereceden Ortalama Fonksiyonu denir (Bekenbach ve
Bellman, 1961).

t parametresinin 6zel secilmis degerleri i¢in bu fonksiyonu inceleyelim.

Teorem 1. Asagidaki esitlikler dogrudur:

M, (x) = A(x) 3)
M,(x) = K(x) “4)
M (x)=H(x) (5)
M, (x) = lim M, (x) = G(x) ©)
M, (x)=lim M, (x)=max{x,x,,...,x,} (7)
M_ (x)= lir_n M, (x)=min{x,,x,,..., X, (8)

Ispat: (3), (4), (5) esitliklerinin dogrulugu agiktir. (6)’y1 ispatlayalim.

! 1 1
lln X +Xy+ e+ X,

t t t\;
. X+,
Mo(x)zhth(x):hm[ — "j =lime’ "
t—0 t—0 n

t—0

L’Hospital kuralin1 uygulayalim.
n X Inox +x5 Iy +--+x), Inx, Inx, +1nx, +--+n.x, 1

Mo(x):ltii]gexf-#xé-#----;.x; n —e n :(xlxz'“xn)n

Simdi de (7)’yi ispatlayalim. a = max{x,,x,,...,x, } olmak iizere

1

t ¢ Y\,
. L tx x|
M. (x)=lim M, (x)= lim (#j =
t—>+00 t—>+00 n
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. a
lima =a
t—>+0 n

Benzer sekilde (8) esitliyi ispatlamrD

Agithkli Ortalama Fonksiyonu ve Bir Onemli Ozelligi
X = (x]’x25“'9xn) > xi >Oai=1:2,"'7n ;o a= (a15a2"”’an)’ai e 0 > i= 1,2,...,1’!

n
ve Za_ =1 olmak iizere,
1

M, (x;0) =(iaixi’)t )

seklinde tanimli fonksiyona Agirlikli Ortalama Fonksiyonu denir (Bekenbach ve
Bellman, 1961).

Not. (2) Ortalama Fonksiyonu, bu fonksiyonun &zel, esit agirlikli, halidir. Yani, (9)’da

«a, agirhiklarinin hepsi 1 ’ye esit alimirsa, (2) Ortalama Fonksiyonu elde edilir.
n

Bu fonksiyonun t parametresine bagl bir 6zelligini gosterelim.

Teorem 2. M, (x;o) Agrhkli Ortalama Fonksiyonu t degiskenine gore artan
fonksiyondur.

t

. .. 0
Ispat: Her € R igin 3
t

> 0 oldugunu gostermeliyiz.
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{Zax In x! —{lnzn:aixi’j(zn:aixfﬂ
¢ zaixi i=1 i=1 i=1
i=1

Koseli parantezin 6niindeki M, ifadesinin her t € R icin pozitif oldugu agiktir.
£y ax;
i=1
Koseli parantezin igindeki ifadenin pozitif olmasi, f(y)= ylny fonksiyonunun
(O,oo) arahginda konveks oldugundan ( f "(y):l>0, her y >0 igin ) lensen
y

esitsizligini (Rockafellar, 1970) kullanarak, kolayca gosterilebilir. Boylece, her ¢ € R

igin oM, >0 olur. Dolayisiyla, M, (x;o) fonksiyonu t degiskeninin artan

ot
fonksiyonudur D
) esitsizlik  zincirini M, fonksiyonunu  kullanarak  yazarsak,

M <M,<M <M, seklini alir. Bunun da dogrulugu Teorem 2’den gikar. t
parametresinin her hangi bir artan ¢ <¢, <---<¢, dizisi alinirsa, bilinen ortalamalar

disindaki farkli ortalamalar i¢in de esitsizlikler zinciri elde edilebilir:
M <M, <--<M, (10)

Geometrik ortalama ve Aritmetik ortalamalar arasindaki farkli bir iligski (istatistik
anlamda), Adilov ve Tinaztepe (2005) ‘de arastirilmis ve ilging sonuglar elde
edilmigdir. Bu ortalamalarla bagli daha farkli esitsizlikler Adilov ve Tinaztepe
(2009)’da incelenmisdir.

Sonuc¢

Caligmada, matematigin 6nemli konularindan olan, orta &gretim ve {iiniversite ders
programlarinda yer alan Aritmetik ortalama, Geometrik ortalama, Harmonik ortalama,
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Kuvadratik ortalamalar ve bunlar arasindaki esitsizliklerin 6gretimi problemi ele almnir,
incelenir ve asagidaki yolun izlenilmesi onerilir:

1) M,(x) Ortalama Fonksiyonu tanimlanir;

2) Aritmetik ortalama, Geometrik ortalama, Harmonik ortalama, Kuvadratik
ortalama adi ile gegen, ¢ok bilinen fonksiyonlarin, M, (x) Ortalama

Fonksiyonunun t degiskeninin 6zel egerlerindeki durumlara kargilik geldigi
gosterilir (Teorem 1);

3) Daha genel fonksiyon olan, M, (x;o) Agirlikli Ortalama Fonksiyonu tanimlanir

ve M, (x) fonksiyonunun, bu fonksiyonun 6zel hali (esit agirhkl hali, yani
i= I,_n icin ¢, = l) oldugu gosterilir;
n

4) M,(x;a) fonksiyonunun t degiskenine gore monoton artan Ozelligine sahip
oldugu gosterilir (Teorem 2);

5) (1) esitsizlikler zincirinin dogrulugu, M, (x;o) fonksiyonunun monotonluk
6zelliginin bir sonucu oldugu gosterilir;

6) Bu o0zellige dayanarak, (10) seklinde daha farkli esitsizliklerin de elde
edilebilecegi gosterilir.

Esitsizliklerin 6gretiminde izlenen bu yolun sagladigi faydalar asagidaki gibi

listelenebilir:

a) (1) esitsizlikler zincirinin her halkasin1 ayri-ayr1 ele alip, ispatlanmasina gerek
yoktur. Teorem 1 ve Teorem 2 gibi iki teoremin ispatlanmasi yeterlidir;

b) Ortalamalarin, aym bir M, (x;o) fonksiyonunun &zel durumlari olarak

Ogrenildigi icin, aralarindaki iliskinin daha agik sekilde anlagilmasini ve
6greniminin daha kalict olmasini saglar;

¢) Konu anlatimi1 merkezine Genellestirilmis Ortalama Fonksiyonunun konulmasi,
yalmiz (1) seklindeki esitsizliklerin varhigr degil, ¢ <¢, <---<t, kosulunu

saglayan 7 ,t,,---,1, degiskenlerine karsilik gelen her tiirlii ortalamalar arasinda

da benzer esitsizliklerin varligini ve dogrulugunu gostermeye olanak saglar.
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