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0Oz

Bireyler tarafindan gerceklestirilen diisiinme siiregleri olduk¢a karmasik bir yapiya sahiptir.
Matematiksel akil yiiriitme de bir diisiinme siireci oldugundan, bu siireci ve sonucunu net bir sekilde ortaya
¢ikarabilmek de olduk¢a zordur. Bu ¢alismada, matematiksel akil yiiriitme becerisine ait siniflandirma ve
bu smiflandirmaya ulasirken kullanilabilecek analiz yontemi, Lithner (2006) tarafindan ortaya konulan
kavramsal ¢er¢eve kapsaminda agiklanmistir. Bu kavramsal gerceveye gére matematiksel akil yiiriitme
ezbere dayali matematiksel akil yiiriitme, algoritmaya dayali matematiksel akil yiirlitme ve yaraticiliga
dayali matematiksel akil yiiriitme seklinde ii¢ farkl tiir olarak simiflandirilmigtir. Ogrencilerin sergilemis
oldugu matematiksel akil yiiriitme becerilerinin hangi tiire ait oldugunu belirlemek i¢in ise matematiksel

derinlik, yiizeysellik, ¢esitlilik gibi alt bilesenler olusturulmustur. Tiim alt bilesenler géz 6niinde tutularak
ogrencinin sergiledigi matematiksel akil yiiriitme siireci derinlemesine incelenip, kavramsal ¢ergevede yer

“Bu ¢alisma birinci yazarin doktora tezinden tiretilmistir.
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alan sorulara cevap aranmistir. Olusturulan bu kavramsal ¢erceve, matematiksel akil yiiriitme tiiriinii daha
hatasiz bir sekilde belirlemeye yardim edeceginden énemlidir. Ayrica bu ¢alismada, kavramsal ger¢evenin
okuyucular tarafindan daha net bir sekilde anlasilmasi amaciyla matematik 6gretmenligi 6grencileri
tarafindan sergilenen matematiksel akil yiiriitme siireglerine yer verilerek analizler yapilmig ve bu analizlere
bagli matematiksel akil yiiriitme tiirleri de beraberinde sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Matematik Egitimi, Matematiksel Akil Yiiriitme, Matematiksel Akil Yiriitme
Becerisi Analizi, Matematiksel Akil Yiiriitme Becerisi Tiirleri, Matematiksel Akil Yiiriitme Siireci

Abstract

Thinking processes performed by individuals have a rather complicated structure. Since
mathematical reasoning is also a process of thinking, it is very difficult to clearly demonstrate this process
and its outcome. In this study, a classification of mathematical reasoning skills and the analysis method that
can be used by the researcher while reaching this classification are explained within the conceptual
framework introduced by Lithner (2006). According to this conceptual structure, mathematical reasoning
is classified into three different types, namely mathematical reasoning based on memory, mathematical
reasoning based on algorithm, and mathematical reasoning based on creativity. Sub-components such as
mathematical depth, superficiality, and diversity were created to determine which type of mathematical
reasoning skills students exhibit. By considering all sub-components, the mathematical reasoning process
put forward by the individual was examined in depth and an answer was sought to answer the questions in
the conceptual framework. This conceptual structure created is important as it will help determine the type
of mathematical reasoning more accurately. Also, in order to understand the conceptual framework more
clearly by the readers, the mathematical reasoning processes put forward by the students of mathematics
teaching are included, and case studies and analysis processes are presented.

Keywords: Conceptual Framework, Mathematics Education, Mathematical Reasoning, Mathematical
Reasoning Analysis, Types of Mathematical Reasoning Skills

GIRIS

Bir diisiinme yolu olan akil yiiriitme, verilen gérevde sonuca ulasabilme veya bir
iddia tiretebilmeyi barindirir. Yani iki veya daha fazla olay: iligkilendirirken ispat
yollarin1 kullanarak bir sonuca ulagmayi hedefler (Rizgi & Surya, 2017). Bir baska
tanimlamada ise akil yiirlitme, bir diisiinme siireci, bu siirecin bir {irlinii veya bunlarin her
ikisi olarak nitelendirilmistir (Lithner, 2008; Lithner, 2017; Norqvist vd., 2019). Akil
yiirliten birey planli, programli ve mantikli bir sekilde diisiiniip, problemi “Neden” ve
“Nasil” sorular1 etrafinda anlamlandirarak {ist diizey diistinebilmektedir (Erdem, 2011).
Akl yiiriitmenin belirtilen bu 6zellikleri, matematik alaniyla dogrudan iligkilidir. Ciinkii
matematik, blinyesinde barindirdig1 geometri, cebir, olasilik, sayilar ve daha pek cok
konuyu Ogretirken; gerekgeli diisiinme, Oriintiiler kesfetme, tahminde bulunma, akil
yiirlitme ve sonuca ulagsma gibi temel becerileri de 6gretir (Umay, 2003). Epistemolojik
acidan bakildiginda, akil yiiriitme matematigin yapi tagidir (Steen, 1999). Akil yiiriitme,
matematikte var olan kurallarin ve islemlerin 6grenilmesinde, her birey tarafindan ihtiyag
duyulan temel bir 6gedir (Erdem, 2015). Dolayisiyla matematiksel akil yiiriitme,
matematik egitiminin hem arastirma hem de uygulama alanlar1 i¢in olduk¢a 6nemli bir
konudur (Hjelte vd.,2020). Bireylerin matematiksel akil yiiriitme yeteneklerinin ne yonde
ilerledigini belirlemek istiyorsak oncelikli olarak gbze alacagimiz durum, onlarin mevcut
akil yiiritme yollartyla olaylar arasindaki gecisleri ve baglantilari nasil kurduklarini
kesfetmektir (Brodie, 2010). Oldukca karmasik olan bu diisiince sistemi icerisinde yer
alan matematiksel akil yliriitmelerin karakterize edilebilmesi, bu karmasiklig1 azaltacak
uygun yollar1 bulmakla miimkiindiir (Lithner, 2006). Bu baglamda caligmanin amaci,
matematiksel akil yiiriitmeye ait bir siiflandirmayr ve matematiksel akil yiiriitme
stireglerine yonelik analiz yontemini, Lithner (2006) tarafindan ortaya konulan gergeve
dogrultusunda sunmaktir. Ayrica ¢aligmada yer alan gerceveye drnek olmasi amaciyla,
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lic matematik Ogretmen adayi tarafindan li¢ farkli problem durumu icin sergilenen
matematiksel akil yiiriitme siirecleri, bu analiz ¢ercevesi kullanilarak analiz edilmis ve
sunulmustur.

Matematiksel Akil Yiiriitme Nedir?

Matematiksel akil yiiriitme, matematiksel nesneleri kullanarak yine bu nesneler
hakkinda muhakeme yapabilmek seklinde tanimlanabilecegi (Brodie, 2010) gibi;
problemlerin ¢oziimiinde formiile etme, varsayimlar olusturarak test etme ve
genellemeler yapma seklinde matematiksel siireclerin  kullanilmas1 olarak da
tanimlanabilir (Mata-Pereira & da Ponte, 2017). Yani eldeki mevcut bilgilerden hareketle
matematigin tanim, sembol gibi kendine 6zgii araglarini, tiimdengelim ve tlimevarim gibi
diisiinme tekniklerini kullanarak yeni bilgiler elde etme siirecidir (Milli Egitim Bakanligi
(MEB), 2013). Diisiinebilme, yorum yapabilme gibi temel yeteneklere dogustan sahip
olan insanoglu i¢in, matematiksel akil yiiriitme becerisini de bir temel yetenek olarak
degerlendirmek miimkiindiir (Ball & Bass, 2003). Dolayisiyla matematiksel akil
yuriitmenin sadece sayilarin oldugu durumlarda degil, giinliik yasamin icinde de yer
alabilecegi sonucuna varilabilir (Yesildere & Tiirniiklii, 2007). Bu yetenekler, uygun
ortam ve stratejilerin olusturulmasi halinde gelisebilir. Bahsi gecen bu uygun ortam ve
stratejiler ise ilkokul, ortaokul ve liselerde kullanilan 6gretim programlari ile olusturulur
(Altiparmak & Ozis, 2005).

Lithner (2008), akil yiirlitmeyi etkileyen faktorleri Sekil 1’de sunuldugu gibi
sematize etmistir. Belirtmis oldugu bu yapiya gore bireyin ortaya koydugu akil
yiirlitmeler, diistinme siireci, 6grenci yeterlilikleri ve icinde bulundugu sosyokiiltiirel
ortam tarafindan etkilenmektedir. Akil yiiriitme tlirlerinin olusumu, diisiinme siireci ile
sekillenir. Yani diisiinme siiregleri, akil yiiriitme tiirlerinin olusturucusudur. Belirtilen bu
gosterim ile diisiince ve akil yliriitmenin birbirlerine gére konumlar1 da netlesmektedir.
Etkilesimli ilerleyen bu yapida yer alan diisiinme siirecleri de d6grencinin sahip oldugu
yeterlikler 1s131nda kendini gostermektedir. Ogrenci yeterligi ise siirekli etkilesim
icerisinde bulundugu sosyokiiltiirel ¢evre ile sekillenir. Birbiri igine ge¢mis sekilde
meydana gelen bu girift yapi, ortaya ¢ikan akil yiiritmelerin alt yapisini olusturmaktadir.

Ortam Ogrenci yeterligi Diisiinme stireci » Akil yiiriitme siireci

Sekil 1. Akl yiiriitmeleri etkileyen faktorler (Lithner, 2008 'den alinmistir)
Matematiksel Akil Yiiriitme Tiirleri ve Simiflandirilmasi

Matematiksel akil yiiriitme ile ilgili literatiirde birgok siniflandirma mevcuttur.
Bazi smiflandirmalar, arastirma araci olarak tasarlandigindan oldukga genel bir
cercevede; bazi smiflandirmalar ise akil yiiriitme silireglerini asamalara ayirip bu
asamalarda olusturuldugundan daha dar bir gercevededir (Asiala vd., 1997; National
Council of Teachers of Mathematics (NCTM), 2000; Pirie & Kieren, 1999; Schoenfeld,
1985; Sfard, 1991; Skemp, 1978). Ancak Ggrencinin akil yiiriitmesinin altinda yatan
anlayis1 siniflandirirken, analitik araglar kullanan ve akil yiiriitmenin kendisini
karakterize etmeyi amaglayan siniflandirma yapisi oldukga azdir. Lithner (2006),
matematiksel akil yiiritmeleri siniflandirirken, akil yiiriitmelere yonelik farkli boyutlari
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g6z Oniinde tutan bir analiz ¢ergevesi olusturmustur. Bir¢ok bilimsel ¢aligsma neticesinde
belirlenen (Lithner, 2000a, 2000b, 2003, 2006, 2008) bu farkli boyutlar, matematiksel
akil yiirtitmenin karakterizasyonu i¢in énemlidir.

Lithner (2006), matematiksel akil yiiriitme becerisini, i¢ tiir olarak
siniflandirmistir. Bu siiflandirmaya ait tiirlere ve 6zelliklerine asagida yer verilmistir.

1. Ezbere Dayali Matematiksel Akil Yiiriitme (Memorised Reasoning (MR)):
Problem ¢6zme siirecinde yer alan matematiksel akil yiirtitmeler asagidaki iki sarti
sagliyor ise bu matematiksel akil yiiriitmeler ezbere dayali matematiksel akil yiriitme
tiirli olarak smiflandirilir.

= Strateji se¢imi, hafizadaki bir cevap tlizerinden hatirlanarak bulunur.
= Stratejinin uygulanmasi, sadece yazmayi igerir. Ogrenci, ¢0zlimiin tim
asamalarini hatirlar ancak bunlarin anlamini bilmez (Lithner, 2006).

Ezbere dayali matematiksel akil yiiritme de 6grenci bir problemle karsilasinca bu
sorunun ¢oziimiinii dnceki 6grenme tecriibelerinden, derslerinden ya da ders kitabindan
hatirlayarak birebir uygular. Siirecte kendi bilgi birikiminden herhangi bir katki ya da
yorum yapmaz. Bu smiflandirma tiiriiniin se¢ilmesine etken olan durumlar 6grencinin
inanglari, kavram imajlari, gercege karsi duyulan endise ve 6grenme ¢evresinden edindigi
tecriibelerdir (Lithner, 2006).

2. Algoritmaya Dayali Matematiksel Akil Yiirtitme (Algorithmic Reasoning (AR)):
Algoritma, belli bir problemi ¢ozerken takip edilecek kurallar biitiiniidiir. Matematiksel
olarak diisiiniildiigiinde ise art arda gelen tiim 1yi tanimli prosediirlerdir. Problem ¢6zme
stirecinde yer alan matematiksel akil ylirlitmeler asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu
matematiksel akil yiiriitmeler algoritmaya dayali akil yliriitme tiirii olarak siniflandirilir.

= Strateji se¢imi, yine hafiza da var olan cevap ilizerinden hatirlanir. Ancak
ezbere dayali matematiksel akil yiiriitmede oldugu gibi ¢6ziimiin tiim detaylar
hatirlanmaz. Kurallar seti, dogru sonuca gotiirlir. Yeni bir ¢oziim yolu
iretilmez.

» Kural verildiginde ya da hatirlandiginda stratejinin geri kalan1 akil yiiriiten
icin 6nemli degildir. Sadece dikkatsizlikten kaynaklanan hatalar sonuca
ulagsmaya engel olur (Lithner, 2006).

Algoritmaya dayali matematiksel akil yiiriitme de 6grenci bu sorunun ¢6ziim
yolundaki adimlar1 hatirlar, sonrasinda bu adimlar1 birebir uygular ve sonuca ulasir.
Adimlarda umulmadik higbir durum olmaz. Yeni bir bilgi, yeni bir karar, yeni bir yorum
ya da onlara dayandirilan yeni bir anlam olmaz. Ogrenci, uyguladigi algoritmanin
kavramsal kismiyla ilgilenmez. Ornegin, 3. Dereceden bir polinomun tiirevini alip; tiirev
konusunda herhangi bir kavramsal agiklamada bulunmama bu tiire 6rnek verilebilir
(Lithner, 2006).

Algoritmaya dayali matematiksel akil yiirlitme kendi i¢inde ii¢ alt kategoriye
ayrilir. Kullanilan algoritmanin elde edilis sekli bu kategorilerin olusturulmasina zemin
hazirlamistir. Bu alt kategoriler; Bilinen Algoritmaya Dayali Matematiksel Akil Yiirlitme
(Familiar Algorithmic Reasoning), Sinirlandirilmig Algoritmaya Dayali Matematiksel
Akil Yiriitme (Delimiting Algorithmic Reasoning), Rehber Algoritmaya Dayali
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Matematiksel Akil Yiritme (Guided Algorithmic Reasoning) seklindedir. Rehber
algoritmaya dayali matematiksel akil yiirlitme de kendi icerisinde Kisi Rehberliginde
Algoritmaya Dayali Matematiksel Akil Yiiriitme (Person Guided Algorithmic
Reasoning) ve Dokiiman Rehberliginde Algoritmaya Dayali Matematiksel Akil Yiiriitme
(Text Guided Algorithmic Reasoning) olarak iki alt kategoriye ayrilir (Lithner, 2006).

¢ Bilinen Algoritmaya Dayali Matematiksel Akil Yiiriitme (Familiar Algorithmic
Reasoning (FAR)): Ortaya konulan matematiksel akil yiiritmenin bu
siiflandirmaya ait olabilmesi icin asagidaki iki sart1 saglamasi gerekmektedir:

v’ Strateji se¢iminde, soruda yer alan benzer bir noktadan hareket edilerek bilinen
bir algoritma segilir.
v" Segilen algoritma uygulanir (Lithner, 2006).

Ifade edilen benzerlik, problemde gegen bir kelime, grafiksel ya da sembolik bir
ifadedir. Ornegin, 8grenci problemde yer alan “en fazla” ifadesi ile “bu soruda maksimum
minimum problemlerinde yapilan islemler kullanilacak™ seklinde bir diisiince ile strateji
secimini yapar ve gerekli algoritmay1 uygular (Lithner, 2006).

s Smurlandirdmig Algoritmaya Dayali Matematiksel Akil Yiiriitme (Delimiting
Algorithmic Reasoning (DAR)): Ortaya konulan matematiksel akil yiiriitmenin
bu siniflandirmaya ait olabilmesi igin asagidaki iki sart1 saglamas1 gerekmektedir:

v

v

Strateji se¢iminde kullanilan algoritma, yiizeysel ozellikler dikkate alinarak
olusturulmus bir algoritma kiimesinin igerisinden segilir.

Stratejinin uygulanmasinda, secilen algoritma ile dogru sonuca ulagilamazsa;
algoritma kiimesi igerisindeki bir baska algoritma ile yola devam edilir
(Lithner, 2006).

Problem tiiriine yonelik 6grencinin zihninde hatirlanan tiim algoritmalar herhangi
bir kavramsal diisiince ortaya konulmadan tek tek uygulanir. Amag¢ algoritmanin
uygunlugu degil bir cevabin elde edilmesidir (Lithner, 2006).

¢ Rehber Algoritmaya Dayali Matematiksel Akil Yiiriitme (Guided Algorithmic
Reasoning (GAR)): Rehber algoritmaya dayali matematiksel akil yiiriitme tiiri
sergilenirken kullanilacak algoritmalar, 6grencinin kendi 68renme yasantilari
neticesiyle edinilmis algoritmalar degildir. Bu algoritmalar, 6grencinin kendisinden
bagimsiz olan bir rehber vasitasiyla elde edilir. Rehberin tiirtine gore de iki farkli alt
kategoriye ayrilir.

v

v

Kisi Rehberliginde Algoritmaya Dayali Matematiksel Akil Yiiriitme (Person
Guided Algorithmic Reasoning (Person-GAR)): Rehber seg¢imi, bir kisi ise ve
probleme yonelik strateji secimi bu kisi vasitasiyla yapiliyor ayrica ¢ézen
kiside herhangi bir tartigma ortami olusturmadan stratejiyi uygulanip sonuca
ulasiyorsa, bu tiire ait bir akil yliriitme gergeklesmistir (Lithner, 2006).

Dokiiman Rehberliginde Algoritmaya Dayali Matematiksel Akil Yiiriitme
(Text Guided Algorithmic Reasoning (Text-GAR)): Rehber, teorem, 6rnek
soru, diyagram ya da kurali barindiran yazili bir dokiiman ise ve bu dokiiman
araciligiyla strateji se¢imi yapilarak herhangi bir tartisma ortami
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olusturulmadan, strateji uygulanip sonuca ulasiyorsa bu tiire ait bir
matematiksel akil yiiriitme gerceklesmistir (Lithner, 2006).

3. Yaraticthga Dayali Matematiksel Akil Yiiriitme (Creative Reasoning (CR)):
Yaraticilik yeni bir seyi liretmek icin hayal etme ve yetenegi kullanmay igerir. Problem
hakkinda yeni bir yol diisiinmedir. Problem ¢dzme siirecinde yer alan matematiksel akil
yiirlitmeler asagidaki sartlar1 sagliyorsa yaraticiliga dayali matematiksel akil yiiriitme
yapilmaktadir:

* (oziim icin hatirlanan yol degil, yeni bir yol bulunmalidir.
= Stratejinin se¢iminde ve uygulanmasinda akil yiiriitmeler tartigsmalar ile
desteklenmelidir (Lithner, 2006).

Problem durumuyla karsilasan 06grenci ¢oziime yonelik Onceki 6grenme
tecriibelerinden, soruda yer alan benzer ifadelerden yararlanmadan sadece kavramsal
bilgi temelini ve diisiince giiclinii kullanarak bir ¢6ziime ulasir. Burada ¢6zlimiin kesin
dogru olmasi &nemli degildir. izlenen yolun matematiksel temellere uygunlugu
onemlidir. Ogrenci kullandigi kavramlarn derinlemesine 6zelliklerini agiklayabilmeli;
uyguladigi adimlar1 neye dayanarak attigini belirtebilmelidir (Lithner, 2006).

Matematiksel Akil Yiiriitme Tiiriinii Belirlemeye Yonelik Analiz Yontemi

Matematiksel akil ylriitme tlirleri tanimlandiktan sonra, &grencilerin
sergiledikleri diisiinme siire¢lerinde bu tiirlerden hangisini kullandiklarini belirlemek icin
bir analiz siireci gerekmektedir. Bu analiz siirecinde dokiimanlar {izerine uygulanan
betimsel analiz siireci ile aragtirmaya katilan 6grencinin o problem igin ortaya koydugu
matematiksel akil ylirlitme becerisi tiirii belirlenmeye ¢aligilir. Bunun igin ilk etapta
yaziya dokiilmiis olan goriisme ile 6grencinin o problemi ¢ézerken kullandigi calisma
kagidi karsilagtirmali olarak arastirmaci tarafindan birka¢ kez okunur. Sonrasinda
Ogrencinin sergilemis oldugu bu diisiinceler 1s18inda, Lithner (2006) tarafindan betimsel
analiz i¢in belirlenen dort soruya cevap aranir. Bu dort soru goriisme verileri yardimu ile
arastirmaci tarafindan ayrintili sekilde cevaplanir. Cevaplanan sorular neticesinde,
Ogrencinin o problem i¢in sergilemis oldugu matematiksel akil yiirlitme becerisi tiirii net
bir sekilde kendini gdsterir. Daha sonra da bu akil yiiriitme becerisi tiirii slirecin tiim
0zelliklerini yansitan siniflandirma kodlariyla kodlanir. Bu kodlama sistemi, akil yiiriitme
siirecini O0zet bir sekilde sunmaya firsat vermektedir. Dokiimanlar {izerinden cevabi
aranan dort sorunun neler oldugu ve bu sorularda gegen kavramlarin ifade ettigi anlamlar
asagida sunulmustur.

% Soru 1: Sergilenen matematiksel akil yiiriitme siirecinin igerdigi farkli bilesen cesitleri
nelerdir?

% Soru 2: Belirlenen bilesenlerin barindirdigi, matematiksel agidan anlamli olan veya
olmayan o6zellikler nelerdir?

% Soru 3: Aragtirilan bu siirecte yer alan diigiik ve yiliksek seviyedeki matematiksel akil
yiiriitme tiirleri nelerdir?

% Soru 4: Arastirtlan bu muhakeme durumu calismasinda yasanilan gelisimin ya da
giicliigiin altinda yatan ana sebepler nelerdir? (Lithner, 2006)

561



Atatiirk Universitesi Kazim Karabekir Egitim Fakiiltesi Dergisi, 43, 2021, 556-575

Ornek analizler yapilirken bu sorulara verilen cevaplar S1, S2, S3 ve S4 seklinde
numaralandirilarak sunulmustur. Belirtilen bu sorularda ‘bilesen’ ve ‘bilesenlerin
Ozellikleri’ kavramlar1 yer almaktadir. Lithner (2006)’in bu kavramlar ve gesitleri i¢in
yapmis oldugu agiklamalar soyledir:

Bilesen (Component): Akil yiriitme siirecinin temel birimlerini olusturan ¢ati ifadedir.
Uc farkli bilesen mevcuttur. Bunlar nesne, doniisiim ve kavramdir.

% Nesne (Object): En temel birimdir. Bir kisinin yaptig1 sey ya da yapilan bir seyin
sonucudur. Ornegin, sayilar, fonksiyonlar, grafikler, diyagramlar. ..

¢ Doniisiim (Transformasyon): Bir nesnenin baska bir nesneye doniisme olayidir.
Ornegin, temel aritmetik islemlerinin reel sayilara uygulanmasi bir doniisiimdiir.

% Kavram (Concept): Nesneler, doniisiimler ve onlarin 6zellikleri iizerine insa edilmis
olan matematiksel fikirlerdir. Fonksiyon kavrami, sonsuzluk kavrami 6rnek olarak
verilebilir. Kavram ifadesinin sinirlar1 kesin olarak ¢izilemese de temelde ortak bir
anlayis1 saglamak esastir (Lithner, 2006).

Bir bilesenin sahip oldugu nesne, doniisiim ve kavram ifadeleri matematikg¢iler tarafindan
kabul edilebilir dogrulukta ise bu bilesen, kabul edilebilir bilesen (accepted component)
olarak adlandirilir. Bunun yaninda bir de ger¢ek yasamla ilgili olan ifadeler gercek yasam
bileseni (real world component) olarak adlandirilir.

Bilesenlerin ozellikleri (Property): Belirtilen bilesenlerin  matematiksel acidan
durumlarin ifade eden yapidir. Alt kategorileri ise soyledir:

¢ Kabul edilebilir ozellik (Accepted property): Bir bilesen 6zelliginin bu kategoride
olmas1 i¢in kabul géren matematiksel gerceklere dayali olmasi gerekir. Ornegin
tabanlar1 ayni olan iki Gislii saymin ¢arpiminda iisler toplanir. Bu bir kabul edilebilir
bilesen 6zelligidir.

% Modelleme Ozelligi (Modelling property): Gergek yasamdaki bir problemin
matematiksel diinyaya aktarilarak ¢6ziim bulunabilmesidir. Bu aktarim {i¢ agamada
yapilir. Birincisi, gercek yasam problemi sunulur ve bu problem piir matematik
diinyasina transfer edilir. Ikincisi, problem matematiksel ydntemlerle ¢oziiliir.
Ucgiinciisii ise, sonug tekrar ger¢ek yasama gevrilir ve yorumlanir. 1. ve 3. safhalarda
gergeklestirilen dontisiimdiir. 1. safhada girenler ile 3. sathada c¢ikanlar kabul
edilebilir bilesen (accepted component) degil gercek yasam bilesenidir (real world
component).

% Matematiksel Ozellik (Mathematical property): Bir 6zelligin matematiksel dzellik
olabilmesi i¢in kabul edilebilir 6zellik (accepted property) ya da modelleme 6zelligi
(modelling property) olmasi gerekir.

s Yiizeysel ve derinlemesine ozellik (Surface and intrinsic property): Derinlemesine
0zellik problem ¢6zme siirecindeki belli bir durumun bilesenlerinin merkezidir. Yani
konunun 6ziine hakim olan diisiince yapisini igerir. Yiizeysel 6zellik ise bu durumla
cok az iligkilidir veya hi¢ degildir. Yani problem ¢dzme siirecine hakim olmayan
diisiince yapilarini igerir (Lithner, 2006).

Analiz siirecinde, belirtilen dort soru ve o sorulardaki alt kavramlar kullanilarak
matematiksel akil yiiriitme becerisi tiirlerine ulagilmaya c¢aligilmaktadir. Birinci soru ile
Ogrencinin ortaya koydugu diisiince yapisini boliimlere ya da bilesenlere ayirmak
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amaglanmaktadir. Boylece iginde bulunulan kanisik tablo sadelestirilmeye
calisiimaktadir. Ikinci soru ile boliimlere ayrilip sadelesen bu tablodaki bilesenler tek tek
ele almarak bunlarin matematiksel ozellik tasiyip tasimadiklarini; yiizeysel veya
derinlemesine diigiince yapis1 barindirip barindirmadiklarini incelemek amaglanmaktadir.
Uygun bilesenleri ve onlarin 6zelliklerini belirlerken asil hedeflenen durum ise akil
yiiriitme tlirlinii yakalayabilmektir. Birinci ve ikinci soruda belirlenen bilesenler ve
bilesenlerin Ozellikleri 1s181inda mevcut akil yiirlitme becerisi tiirii sekillenmeye
baslamaktadir. Ugiincii soru ile 6grencinin sunmus oldugu bu tablodaki diisiik ve yiiksek
seviyedeki matematiksel akil yiiriitmelere dikkat ¢ekilir. Bilesenlerdeki 6zellikler de goz
onlinde bulundurularak bu tablonun genel resminin ortaya ¢ikmasi saglanir. Ortaya
konulan akil yiirlitmenin belirtilen matematiksel akil yiirlitme becerisi tilirlerinden
hangisiyle uyum gosterdigi aciklanir. Dordiincii soruda ise bu tablonun altinda yatan
nedenlere odaklanilir. Ogrencinin gériisme siirecinde kullandig: ifadelerden ve goriisme
stirecindeki tavrindan hareketle boyle bir akil yiirlitme siirecini ortaya koyma nedenleri
belirlenmeye c¢aligilir.

Analiz siireci sonunda da yine Lithner (2006) tarafindan sinirlari ¢izilen siniflandirma
kodlar1 kullanilarak, tiim matematiksel akil yiiriitme siiregleri i¢in birer kod olusturulur.
Bu kodlama sistemi, analiz silirecinde ayrintili bir sekilde anlatilan tiim bilgilerin okuyucu
tarafindan birka¢ simgeyle anlasilmasina firsat vermektedir. Belirtilen bu kodlama
sistemi, analiz sonucu elde edilen matematiksel akil yiiriitme becerisi tiiriinii ve ii¢ farkli
bilgiyi barindirmaktadir. Bu bilgiler ise su sekildedir:

% Dogruluk (Correctness): Verilerin MR, AR veya CR olarak siniflandirilmasindan
sonra yapilan akil yiirlitmenin tam dogru olarak yapilip yapilmadigini belirtmede
kullanilan kategoridir. Bu agidan bakildiginda yapilan akil yiiriitme ile ulasilan sonug
dogru ise d, yanlis ise y; ne tam dogru ne de tam yanlis yani olasi ise o; eger bu
durumlarin ti¢li de mevcut degilse veya herhangi bir sonug yoksa x (belirsiz) olarak
kodlama yapilir.

s Cesitlilik (Range): Coziilmeye galisilan bir problemde, farkli akil yiiriitme tiirleri bir
arada bulunabilir. Ornegin yapilan akil yiiriitmenin bir kism1 MR nin 6zelliklerini
gosterirken diger kismi AR’nin Ozelliklerini gosterebilir. Bu durumda akil
yuriitmenin tiirii AR olarak kodlanir. Akil yiiriitmeler bu acidan siniflandirilirken
lokal (I, local) ya da global (g, global) terimleri ile adlandirilir. Eger tek bir akil
yuriitme tlirii hakim ise g (global), birden fazla tiir mevcut ise | (lokal) bu durumlarin
ikisi de mevcut degilse x (belirsiz) olarak kodlama yapilir.

s Matematiksel esaslar (Mathematical foundation): Coziim olusturulurken,
matematiksel acgidan yiizeysel (surface) ya da derinlikli (intrinsic) 6zelliklerden
hangisinin dikkate alinarak bir akil yiiriitme yapildigin1 gosterir. Yiizeysel ise y,
derinlikli ise d, bu durumlarin ikisi de mevcut degilse x (belirsiz) olarak kodlama
yapilir (Lithner, 2006).

Smiflandirma yapilirken akil yiiriitmelerin bu 6zellikleri de dikkate alinarak
kodlamalar gergeklestirilir ve bu kod ARxxx seklinde ifade edilir. Burada AR, iizerinde
calisilan durum i¢in belirlenen matematiksel akil yiiriitme tiiriinii; alt kategorilerdeki
birinci x, akil yiiriitme ile dogru bir sonuca ulasildigini; ikinci x, akil yiiriitme tiirii
cesitliligini; tiglincii x ise akil yiiriitmenin matematiksel temellerini gésterir. Veriler igin
kullanilan siniflandirma kodlamasina bir 6rnek verelim. Yapilan akil yiiriitme incelenmis
ARudgx seklinde bir kod verilmis olsun. Bu kodun anlami sudur: d6grencinin yaptig1 akil
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yiiriitme temel akil yiiriitme tiirlerinden algoritmaya dayali matematiksel akil yiiriitmedir.
Bunun yaninda sirasiyla verilen alt kodlara bakildiginda, dogruluk kategorisinde d kodu
ile dogru bir sonuca ulasildig1; cesitlilik kategorisinde g kodu ile sadece algoritmaya
dayali matematiksel akil yiiriitmenin O6zelliklerini sergiledigi; matematiksel temeller
kategorisindeki x kodu ile de belirsiz bir durumun mevcut oldugu anlasilmaktadir. Bunun
anlami ise ylizeysel veya derinlikli bir diisiince sergiledigi noktasinda kesin ayrimin
yapilamadigidir. (Lithner, 2006).

Aciklanan matematiksel akil ylirlitme becerisi tiirleri ve analiz yontemini kapsayan
ornek durumlar asagida sunulmustur. Bu 6rnek durumlarda dncelikle problem durumu,
ardindan 6grenciyle yapilan miilakat siirecinin yazili formuna ve 6grencinin yazdiklarma
yer verilmistir. Veriler 1s1ginda yapilan analizin ardindan smiflandirma kodu
sunulmustur. Sonuglarin gegerligi ve giivenirligi i¢in tiim silirecin ayrintili sekilde
aktarimina 6zen gosterilmistir.

Matematiksel Akil Yiiriitme Becerisinin Siniflandirilmasi ve Analizine Yonelik
Uygulama Ornekleri

Bu béliimde, her bir matematiksel akil yiiriitmenin tiiriine yonelik, matematiksel akil
yluriitme siireci ve analizi 6rnegine yer verilmistir. Boylece ¢alismamizda agiklanan
siiflandirma ve analiz yonteminin daha iyi anlasilmas1 amaglanmistir. Matematiksel akil
yluriitme siirecleri olusturulurken, ti¢ farkli matematik 6gretmen adayina matematikle
alakal1 birer problem durumu yoneltilerek ¢ézliime ulasmalar1 istenmistir. C6ziim siireci
sesli diisiinme ile gerceklestirilerek ses kaydi alinmistir. Bu ses kayitlar transkript
edilerek matematiksel akil yiiriitmeye yonelik sunulan ¢ergeveye uygun olarak analiz
edilmistir. Boylece 6gretmen adaylarinin ortaya koydugu matematiksel akil yiiriitme tiirii
de belirlenmistir.

Ezbere Dayali Matematiksel Akil Yiiriitme Ile Ilgili Ornek Durum
Problem: “y/2 sayisinin say1 dogrusu iizerindeki kesin yerini ¢izerek gosteriniz. ¢
Leyla’nin probleme ait matematiksel akil yiiriitme durumu: Leyla’nin probleme yonelik

calisma kagidi (Sekil 2), klinik miilakat transkripti, matematiksel akil yiiriitme analizi ve
siniflandirma kodu asagida sunulmustur.

Sekil 2. Leyla 'nin probleme ait ¢aliyma kagidi
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Leyla’min probleme ait klinik miilakat transkripti:

Leyla: Evet yine bu soru.

Arastirmact: Biliyor musun bu soruyu?

Leyla: Bu soruya kavram yanilgilari dersinde bakmistik da. Séyle x ekseni ile y
ekseninden 1 br olan araligi se¢ip, suramn degeri hani kareleri toplamindan \2 olur.
Bunu da iste aralik olarak séyle su sekilde yapip suraya gelen kismini...

Arastirmaci: Ne ¢iziyorsun oyle?

Leyla: Yani yay ¢izerek o aciyi x eksenine, surast 45" lik bir aci olur. Bu aciy1 x eksenine
yerlestirerek hani buradaki karsiligina gelen deger N2 'nin degeri oluyordu.
Arastirmaci: Peki bu dersten once bunu sorsaydim nasil ulasirdin sonuca?

Leyla: I1... Bu dersten once de Konya 'da boyle bir soru sorulmustu hani éyle hatirlyyorum
ama, onun disinda boyle bir sey diistinebilir miydim bilmiyorum. Yani zannetmiyorum.
Arastirmaci: Neden peki?

Leyla: Yani aslinda séyle mesela N2 'nin tam bir reel sonucunu bulamadigimiz icin dogal
sayilarda mesela sayt dogrusunda yerine yerlestirebilmek igin tam olarak orayi
kavrayamadigimizdan, hangi sayiyla hangi sayr arasinda oldugunu kavrayabiliyoruz
ama onun tam olarak degerini bilmedigimiz icin yerlestirmek anca yaklasik olarak
verlestirebilirdik. Yani karesi hangi sayidan kiiciik hangi sayidan biiyiik diye onun igin 1
ile 2 arasinda bir deger olabilirdi.

Arastirmact: Tamam Leyla.

Leyla 'min probleme ait matematiksel akil yiiriitme analizi:

S1: Leyla’nin akil yiiriitme siirecinde: i) Coziim prosediirii ii) Koordinat diizlemi,
koordinat diizlemi {izerindeki dik {iggen (nesne) bilesenlerinden olusmaktadir.

S2: Leyla soruyu okur okumaz, dnceki 6grenme g¢evresinden bu soruyu hatirladigini
belirtmistir. Bu asamadan sonra onu sonuca gotiirecek ¢oziim prosediiriinii birebir

uygulamustir. Koordinat sistemini ¢izmis iizerine dik tiggeni yerlestirmis ve uzunlugu v2
birim olan hipoteniisii say1 dogrusu iizerine tagimistir. Uyguladig1 ¢oziim prosediirii ve
bu prosediirde kullandig1 nesneler matematiksel olarak anlamlidir. Ancak derinlemesine
diisiince yapisi kullanarak, herhangi bir tartisma ortami olugturmamustir.

S3: Benzer soruyu, hem su an devam ettigi lisans programindan hem de bundan 6nceki
lisans programindan hatirlayan Leyla, ¢6ziim basamaklarini birebir takip ederek sonuca
ulagmistir. Herhangi bir yorumda bulunmamis, kendi matematik bilgisinden bir diislince
sunmamistir. Bu durumda akil yiiriitme becerisi tiirii tipik bir MR 6rnegidir.

S4: Leyla v2 nin kesin yerini 6nceki yasantilarindan hatirlayarak matematiksel olarak
derinlemesine bir tartisma ortami sunmadan ulagmustir. Arastirmacinin, “Bunlari
hatirlamasaydin sen sonuca nasil ulagirdin?” sorusu karsisinda ise Leyla herhangi bir sey
diistinemeyecegini belirtmistir. Yani bu noktada kendi bilgisine ve bu bilgileri biitiinciil
olarak diisiinebilecegine dair bir giivensizligin varligindan bahsedilebilir. Bunun nedeni
olarak da ozellikle irrasyonel sayilar konusunda olugmus ya da olusturulmus kavram
imajlarin1  gdsterebiliriz. Ciinkii Leyla irrasyonel sayilart dogal sayilar gibi
kavrayamadiklarini belirtmistir. Sorunun cevabi noktasinda sadecev/2’nin tahmin yoluyla
yerini sdyleyebilecegini dile getirmistir. Tim bu durumlar Leyla’nin akil yiiriitiirken
ezbere yonelmesinin ve derinlemesine fikirler sunmada yasadig1 zorluklarin sebepleri
olarak gosterilebilir.
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Leyla’min probleme ait simiflandirma kodu: Leyla’nin Probleme ait ortaya koydugu ve
arastirmamiz kapsaminda analiz edilen akil yiiriitme becerisi tiirli, siniflandirma kodlar
kullanilarak MRggy olarak kodlanmistir. Bu kodlamada; akil yiiriitme becerisi tiirii MR;
dogruluk kategorisinde, problemde dogru bir sonuca ulasildigindan d (dogru); cesitlilik
kategorisinde, akil yiiriitme siirecinde tek tiir akil yiirlitme var oldugundan g (global);
matematiksel esaslar kategorisinde, matematiksel olarak yiizeysel bir diislince tarzi
sergilediginden y (yiizeysel) olarak gdsterilmistir.

Algoritmaya Dayali Matematiksel Akl Yiiriitme Ile Ilgili Ornek Durum

Problem: ”y = Vx2 + ax + b fonksiyonunun en genis tanim kiimesinin gercek sayilar
kiimesi olabilmesi i¢in a degerinin nasil se¢ilmesi gerektigini belirleyiniz”

Aylin’in Probleme Ait Matematiksel Akil Yiiriitme Durumu. Aylin’in probleme yonelik
calisma kagidi (Sekil 3), klinik miilakat transkripti, matematiksel akil yiiritme analizi ve
siniflandirma kodu asagida sunulmustur.

Sekil 3. Aylin’in probleme ait ¢alisma kagidt
Aylin’in probleme ait klinik miilakat transkripti:

Arastirmaci: Evet Aylin sesli diistinerek soruyu ¢ézmeni istiyorum.

Avlin: Bu karekék ifadesi ¢ift katli yani 4. dereceden ¢ift bir derece. Dolayistyla icerisinin
> 0 olmas: gerekiyor.

Arastirmact: Neden?

Avlin: Ciinkii kokiin i¢i negatif olamaz cift kathilarda. Bunu séyle diigtinebiliriz yani
—aolsa V—a? diye bir sey olmaz yani esiti. Bunu nasil agiklayayim 1

Arastirmaci: Negatif olunca ne oluyor?

Avlin: Eksi olunca tanimsiz oluyor. hani nasil tanimsiz oluyorsa mesela y = V' —a? desek
karelerini alsak y? = —a? gibi bir sey olur ki y nin karesi hi¢hir zaman negatif olmaz.
Buda pozitif bu da pozitif ama buradaki isaret negatif olmus oluyor. bu miimkiin olmuyor.
Dolayisiyla i¢inin = 0 olmasi gerekiyor. Diyor ki en genis tanim kiimesinin reel sayt yani
gergel sayilar kiimesi olmasi icin a degerinin nasil segilmesi gerekiyor. Bu ifadenin reel
sayilar olabilmesi icin bence burada A< 0 olmas: gerekiyor.

Arastirmaci: Neden?
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Avlin: Sey ciinkii A< 0 olursa suradaki a ‘min da > 0 olmasi lazim. A< 0 olursa bu ifade
her zaman > 0 olur.

Arastirmaci. Neye bagh olarak oluyor bu durum?

Avlin: Neye bagh olarak... Simdi A= 0 olursa mesela veya iste A> 0 olursa iki tane kok
olmusg oluyor a ve b gibi. Biz bunun igaret tablosunu yapinca, atiyorum a da pozitif oldugu
icin su deger de negatif olmus oluyor ki icerisi negatif olamaz (isaret tablosunu inceledi
koklerden a ve b arasint negatif buldu). Yani o yiizden dolayr A’nin < 0 olmasi gerekiyor
ki kok olmasin.

Arastirmaci: Peki pozitifli kisimlari alsak buradan.

Avlin: Negatifleri atsak... onu... pozitifleri alrsak o da olabilir ashinda ama iste
pozitifleri alirsak mesela su ifade de pozitif olur ve saglar. Ama sey burada kéklerini
bulmamiz sikinti o yiizden 6yle diigiiniiyorum.

Arastirmaci: O yiizden A< 0 olunca hi¢bir kokii olmayacak, a da pozitif oldugu icin
bastaki x? 'nin katsayisi. O zaman nasul bir sey yapacagiz?

Avylin: Hi hi evet. O zaman A= b? — 4ac den a? — 4.1. b < 0 diyorum a? < 4b oldu. Bir
de a > 0 vard..

Arastirmact: Hangi a?

Avlin: Su a...Ha basta zaten a > 0 oluyor bu degil o zaman. Boyle bir ifade geldi.
Arastirmact: O halde a nasil secilmeli?

Avlin: a -2b ile 2b arasinda secilmeli (—2b < a < 2b).

Arastirmaci: Tamam Aylin. Peki boyle bir ¢oziim yaptin. Boyle akil yiiriitmeyi ya da béyle
kavramsal olarak bilmeyi nasil 6grendin?

Avlin: Ben yani once okuldan égrendim A< O durumunu filan. Kitaplara ¢alisinca filan
da gordiim. Ik baslarda bunlar: pek hatirlayamiyordum mesela A< 0 , a > 0 gibi biraz
hafizamda sey vardi ama iste zamanla bu oturdu yerine. Simdi mesela boyle bir soru
gordiigiimde hemen iste sey diyebiliyorum A< 0 segelim, a > 0 diyelim pozitif olsun filan
diye diyebiliyorum. Zamanla oturdu yani biraz bu. Ozellikle su ifade. Yani bu sorular
okurken zaten bana bir ipucu veriyor yani en genis tanim kiimesinin reel sayilar kiimesi
olmasi igin. Yani burada hemen diyebiliyorum A< 0 olsun diye. Biraz da herhalde ¢ok
soru ¢oze ¢oze oluyor.

Arastirmaci: Tamam Aylin.

Aylin’in probleme ait matematiksel akil yiiriitme analizi:

S1: Aylin’in akil yiiriitme stireci: 1) Coziim prosediirii i) Koklii sayilar kavrami, aritmetik
islemler (transformasyon) bilesenlerinden olusmaktadir.

S2: Aylin ¢6ziim prosediiriinii 6grenme yasantilarindan edindigi kavramsal bilgilerle insa
etmistir. Attig1 adimlarda kullandig1 ifadelerin veya yapilarin, arastirmaci tarafindan
sorgulanmas1 durumunda bunlar1 agiklayabilmistir. Ornegin, ¢ift dereceli koklii sayilarda
kokiin i¢indeki sayinin neden sifirdan biiyiik olmasi gerektigini; A degerinin neden
sifirdan kii¢iik olmasi gerektigini, aksi durumda neler olacagini matematiksel esaslar
1s1ginda belirtmistir. Cozlime ulasacagi son asamada yaptigi aritmetik islem hatasi
nedeniyle dogru sonuca ulasamamistir. Ancak sadece sonuca yonelik ve yiizeysel
olmayan bir diislince tarzi sergilemeyi bagarmustir.

S3: Aylin akil yiiriitme siirecini, atti§1 adimlarin farkinda olacak sekilde ilerletmistir.
Konu ile alakali kavramsal bilgiye hakim oldugu anlasilmaktadir. Derinlemesine
matematiksel 6zellikleri goz onilinde bulundurmustur. Buraya kadar ortaya koydugu akil
yiirlitme becerisi tiirli CR 6zelliklerini tagiyormus gibi goriinse de goriisme sonunda
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kullandig1 ifadeler gergek tiirii belirlememizde yardimci olmustur. Aylin’in “dzellikle su
ifade, yani bu sorulart okurken zaten bana bir ipucu veriyor. Yani en genis tanim
kiimesinin reel sayilar kiimesi olmast i¢in yani burada hemen diyebiliyorum A< 0 olsun
diye.” seklindeki disiincesi, onun bu tip sorularda bir algoritma kullandiginin
gostergesidir. Bu sebeple verilen soru i¢in akil yiirlitme becerisi tiirii AR olarak
siiflandirilmaktadir.

S4: Aylin ortaya koydugu akil yliriitme siireciyle, konuyla ilgili matematiksel kavramlara
hakim oldugunu gosteren bir durum sergilemistir. Bu hakimiyet, siiregte kullandigi
kavramlarin anlamlarim1 kolayca agiklayabilmesi ve yorum yapabilmesi araciligiyla
anlasilabilmektedir. Arastirmacinin bu hakimiyetin nedenini sorgulamaya yonelik
sordugu soruya Aylin, “ Ben yani once okuldan égrendim A< 0 durumunu filan.
Kitaplara ¢calisinca filan da gordiim. Ilk baslarda bunlar pek hatirlayamiyordum mesela
A< 0, a > 0 gibi biraz hafizamda sey vardi. Ama iste zamanla bu oturdu yerine. Simdi
mesela béyle bir soru gordiigiimde hemen iste sey diyebiliyorum A< 0 segelim, a > 0
diyelim pozitif olsun filan diyebiliyorum” seklinde cevap vermistir. Yani kavramlar
tizerindeki hakimiyetin yaninda bir asinalik da s6z konusudur. Bu durumu ise hem kendi
caligsmalar1 hem de 6grenme c¢evresiyle elde ettigini belirtmistir.

Aylin’in probleme ait siniflandirma kodu: Aylin’in probleme ait ortaya koydugu ve
aragtirmamiz kapsaminda analiz edilen akil yiiriitme becerisi tiirii, siniflandirma kodlar1
kullanilarak ARogg olarak kodlanmistir. Bu kodlamada; akil yiiriitme becerisi tiirii AR;
dogruluk kategorisinde, problemde olas1 bir sonuca ulasildigindan o (olas1); gesitlilik
kategorisinde, akil yiiriitme siirecinde tek tiir akil yiirlitme var oldugundan g (global);
matematiksel esaslar kategorisinde, matematiksel olarak derinlemesine bir diisiince tarz1
sergilediginden d (derinlemesine) olarak kodlanmistir

Yaraticiliga Dayali Matematiksel Akil Yiiriitme Ile Ilgili Ornek Durum
Problem: “f(x) =x+ 1g(x) = i ise fog fonksiyonu i¢in goriintii kiimesini bulunuz”

Hikmet 'in probleme ait matematiksel akil yiiriitme durumu: Hikmet’in probleme yonelik
calisma kagidi (Sekil 4), klinik miilakat transkripti, matematiksel akil yiiriitme analizi ve
siniflandirma kodu asagida sunulmustur.

y-d=x |

fX)=x+1 gx)= : ise fog fonksiyonu igin goriunti kiimesini bulunuz

| . / ‘{_j,’y/"_ [

Sekil 4. Hikmet’in probleme ait ¢aliyma kdgidi
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Hikmet’in probleme ait klinik miilakat transkripti:

Hikmet: Tamam simdi once fonksiyonlar verildigi i¢in fonksiyonun tanim kiimesi goriintii
kiimesi verilmemis. Bunu da verilen fonksiyon iizerinden belirleyecegiz. Mesela f(x)
fonksiyonu igin tanmim kiimesine baktigimizda bunu tanimsiz yapan bir nokta yok o yiizden
reel sayilardan, hani suraya y desek fonksiyonun tersini alsak y = x + 1,

y — 1 = x oluyor. Bu fonksiyonun tersini veriyordu. Buda f~1(x) = x — 1 yapiyor.
Burada da yine fonksiyonu tanmimsiz yapan deger yok o yiizden reel sayilardan reel
sayilara oluyor.

Arastirmaci: Tamam

Hikmet: Bu fonksiyona baktigimiz zaman g fonksiyonunda da tamim kiimesine
baktigimizda tanmimsiz yapan bir nokta var. Oda 0 sifir noktasi. Onun disinda tanimsiz
yapan bir nokta yok. O yiizden reel sayilardan sifirin ¢ikariimis halidir (R — {0}).
Gortintii kiimesini inceledigimiz de y = 1/x yapacak tersini inceledigimiz de x = 1/y
olur. Yani buda g=*(x) = 1/x i verir. Yine burada da reel sayilardan sifir ¢ikarmak
zorunda kalacagiz (R — {0}). Simdi fonksiyon f altinda g fonksiyonu f(g(x)) evet
bunun goriintii kiimesini soruyor bize. Bunu nasil bulacagiz (6grenci diigiinmektedir).
Sayle yapabiliriz yine fonksiyonda yerine yazabiliriz yani f (1/x) = (1/x) + 1 olur.
Buradan da (1 + x)/x seklinde gelir buda yine y ye esittir. Burada x i yalniz birakip
tersini bulacagiz. 1 + x = xy yapar 1 = x(y — 1) olur buradanda 1/(y — 1) = xolur.
Dolayisiyla verilen fonksiyonun tersini 1/(x — 1) olarak buluruz. Buradan da burayi
tammsiz yapan bir deger vardir o da 1 dir. O yiizden goriintii kiimesi olarak baktigimizda
gortintii kiimesi reel sayilardan 1 in ¢itkarilmis halidir (R — {1}).

Arastirmaci: Daha once boyle sorularla karsilastin mi?

Hikmet: Yani karsilastim da hani ilk once soyle diistinmiistiim biraz once de diistinmiistiim
ama hani dedim direk sonug¢ta bunun goriintii kiimesi bunun tanim kiimesi olacak. Oradan
gideyim dedim ama oradan zorlanacaktim ¢iinkii bunu yerine yazdigim zaman birde
bunun tersini aldigim zaman farkl bir fonksiyon ortaya ¢ikacak ama burada yazdigimiz
zaman farkl bir fonksiyon ortaya ¢ikmiyor. Hani tanim kiimesi olarak direkt bu geliyor.
Buna bagli bir gériintii kiimesi bulacagiz oda biraz isimizi zorlastiracak.

Arastirmaci: Oyle tek tek diisiiniince, tamam.

Hikmet’in problem 1’e ait matematiksel akil yiiriitme analizi

S1: Hikmet’in akil yiiritme siireci: 1) Coziim prosediirii ii) Tanim ve goriintii kiimesi
kavramlar1 iii) Fonksiyon girdi ¢iktilari (nesne), aritmetik islemler (transformasyon)
bilesenlerinden olusmaktadir.

S2: Hikmet uyguladif1 ¢dziim prosediiriinde izledigi adimlar1 agiklamustir. Oncelikle
verilen her bir fonksiyonun tanim ve goriintii kiimelerini belirlemekle ise baslamistir.
Tanim kiimelerine nasil ulagtigini belirttikten sonra fonksiyonlarin terslerinden hareketle
gorlintii kiimelerini de olusturmustur. Bu adimlarin ardindan bileske fonksiyonunu
olusturup yine ters fonksiyon 6zelliginden gériintii kiimesini ortaya ¢ikarmistir. izlemis
oldugu bu ¢6ziim prosediirii ve siirecte yer verdigi kavramlari matematiksel olarak
anlamli bir sekilde kullanmistir. Yine matematiksel olarak derinlemesine 6zellikleri goz
oniinde bulunduran bir diisiince sergilemistir.

S3: Hikmet akil yiirlitme siirecinde hem algoritmadan faydalanmig, hem de matematiksel
olarak derinlemesine diisiinceler sergilemistir. Fonksiyonlarin goriintii kiimelerini bulma
ve bileske fonksiyonu olusturma asamasinda algoritmalar1 kullanarak sonuca ulasmistir.
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Algoritmalar1 uygulama esnasinda ise herhangi bir agiklamada bulunmamistir. Bu
sebeple belirtilen kisimlardaki akil yiiriitme becerisi tiiri AR’dir. Verilen f ve g
fonksiyonlar1 ile fog fonksiyonunun tanim ve goriintii kiimelerini bulma asamalarinda
ise kavramlarla ilgili yorumlar yaparak ilerlemis ve sonuca ulasmistir. Olusturdugu
tartisma ortamlarindan dolay1 belirtilen bu kisimlardaki akil yiiriitme becerisi tiirii ise CR
ozelliklerini tasimaktadir.

S4: Hikmet’in bu soru i¢in ortaya koydugu akil yiiriitme siireci incelendiginde, kullandig1
kavramlara hakim oldugu anlagilmaktadir. Uygulamis oldugu ¢6ziim prosediiriiniin
disinda farkli bir ¢6ziim prosediiriinii de zihninden gecirdigini goriismenin son
kismindaki “... oradan gideyim dedim ama oradan zorlanacaktim...” ifadesinden
anliyoruz. Yani Hikmet’in, birden fazla yolu diistinebildigi anlasilmaktadir. Bu durum ise
saglam bir kavramsal alt yap1 ile miimkiin olabilir. O halde Hikmet’in sergilemis oldugu
bu siirecin altinda saglam bir kavramsal alt yapinin varligindan s6z edebiliriz.

Hikmet’in probleme ait siniflandirma kodu: Hikmet’in Probleme ait ortaya koydugu ve
arastirmamiz kapsaminda analiz edilen akil yliriitme becerisi tiirii, siniflandirma kodlar1
kullanilarak CRqig olarak kodlanmistir. Bu kodlamada; akil yiiriitme becerisi tiirii CR;
dogruluk kategorisinde, problemde dogru bir sonuca ulasildigindan d (dogru); ¢esitlilik
kategorisinde, akil yiiriitme siirecinde iki farkli tiir akil yiiriitme var oldugundan 1 (lokal);
matematiksel esaslar kategorisinde, matematiksel olarak derinlemesine bir diislince tarzi
sergilediginden d (derinlemesine) olarak kodlanmigtir.

SONUC VE ONERILER

Matematik egitimine yonelik hazirlanan 6gretim programlariyla, ¢ok daha yetkin
problem ¢oziiciiler yetistirmek amaglansa da; 6grenciler, problem ¢oziimleri sirasinda
ezberci ve algoritmik akil yiiriitmeleri daha ¢ok tercih etmektedirler (Lithner, 2006).
Hedef ve sonug arasindaki bu fark matematiksel 6grenmelerde giicliiklerin yaganmasina
sebep olmaktadir (Hiebert, 2003). Matematiksel 6grenmeler zaten dogas1 geregi oldukga
karmasiktir (Niss, 1999). Bununla beraber matematikteki tiim kurallarin ve islemlerin
temelinde matematiksel akil yiiriitmeler vardir (Umay & Kaf, 2005). Dolayisiyla
matematiksel Ogrenme siirecindeki karmasiklik, matematiksel akil yiiriitmeleri de
kapsamaktadir. Bir diisiinme siireci olan matematiksel akil ytiriitmelerle ilgili yapilan
arastirmalar, her bireyin farkli tarzda matematiksel akil yiiriitmelere sahip oldugunu
gostermektedir (Akkus-Cikla & Duatepe, 2002; Bishop vd., 2001; Malloy, 1999). O halde
bireye 0zgii ger¢eklesen matematiksel akil yiiriitme siireclerini ortaya ¢ikarmaya yonelik
bir gercevenin varligi, bu alanda 6grencilerin ne tiir ve ne sekilde matematiksel akil
yiiriitmeler benimsediklerini daha net ortaya ¢ikarmay1 saglayacaktir.

Uluslararast 6gretim programlarinda (NCTM, 2013) 1srarla iizerinde durulan ve
ogrencilere kazandirilmasi hedeflenen beceri olan matematiksel akil yiiriitme, matematik
egitimi arastirmalarinin merkezindedir (Lithner, 2006). Matematiksel akil yliriitmenin
karakterizasyonuna yonelik bir¢ok ¢erceve calismasi literatiirde mevcut olmasina ragmen
bunlar dar kapsamlidir. Lithner (2006), yapmis oldugu bir¢ok bilimsel c¢alisma
neticesinde (Lithner, 2000a, 2000b, 2003, 2006, 2008) matematiksel akil yiiriitmenin
tiirlerini belirli cizgilerle birbirinden ayirmis ve bu tiirlere karar vermeyi saglayacak
analiz yontemini belirlemistir. Bu ¢alisma ile matematiksel akil yiiriitme siire¢lerinde
kullanilabilecek Lithner (2006) tarafindan ortaya konulan ¢erceve sunulmustur. Ayrica
bu cerceveye uygun olarak analiz edilmis matematiksel akil yiiriitme siire¢lerinin
orneklerine de yer verilmistir. Boylece analiz yonteminin nasil uygulandig gosterilmistir.
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Cergeve ile li¢ farkli matematiksel akil yiirlitme tiiriiniin oldugu belirtilmistir. Bunlar,
ezbere dayali matematiksel akil yiiriitme, algoritmaya dayali matematiksel akil yiiriitme
ve yaraticiliga dayali matematiksel akil yiiritmedir. Siniflandirma tiirlerinde yer alan
ezbere dayali matematiksel akil yiiriitme, her ne kadar en alt seviyedeki akil yiiriitme tiirii
gibi goriinse de bir problem durumu karsisinda Ogrencinin herhangi bir yorum
yapmamasina gore ezberden bir seyler sdyleyebilmesi yoniinden onemlidir. Yani
ogrenme ortamlarindaki farkli deneyimlerin bir akil yiirlitme siireci baslattig1 sonucuna
varmamizi  saglayabilir. Ogrenme ortamlarinda karsilagilan farkli  etkinliklerin
ogrencilerin akil yiiriitme ve diistinme becerilerini olumlu etkiledigini savunan Apaydin
ve Tas (2010) ve etkilesimli 0grenme ortamlarmin matematiksel akil yiiriitmeyi
baslatmaya katki sagladigin1 belirten Zembat (2006)’1n ¢alismalarinda, ezbere dayali
matematiksel akil yiiriitmeleri goriilmektedir. Diger siniflandirma tiirii olan algoritmaya
dayali matematiksel akil yiirlitme ise akil yiiritmeye yonelik bir¢ok bilimsel ¢alisma da
yer almaktadir (Boesen vd., 2010; Karakoca 2011; Lithner, 2000a; Lithner, 2000b;
Lithner, 2003; Lithner, 2004). Ozellikle bugiine kadar 6grenme cevrelerinde edindikleri
tecriibelerden hareketle kullanilan bu akil yiirlitme tiirli sayesinde, 6grenci hem zamandan
kazanirken hem de diisiinsel anlamda yorulmamaktadir. Ayrica se¢ilen algoritmanin her
durumda calistyor olmasit 0grenme ortamlarinda sik¢a karsilagilan benzer problem
durumlarina uygulanisini kolaylastirmaktadir. Bu durum bu akil yiiriitme tiiriiniin daha
cok tercih edilmesinin sebebi olarak gosterilebilir. Matematiksel akil yiiriitme tiirlerinden
clinciisii 1se 0grencilerin derinlemesine diisiiniip, kavramlar arasinda baglar kurarak
olaylara biitiinciil olarak bakabildigi akil yiirtitmelerin hakim oldugu yaraticilifa dayali
matematiksel akil yiiriitmedir. Ogrenme ortamlarmin dgrenmeye agcik, tartisma
durumlarinin sik¢a olusturuldugu, herkesin diisiincelerini rahatca ifade edebildigi sekilde
tasarlanmas1 6grencilerin bu akil yiiriitme tiirlinii tercih etmelerine katki saglayabilir.
Ilgili alan yazinda yer alan calismalarda da (Yankelewitz, 2009; Basaran, 2011;
Tirasoglu, 2013; Erdem, 2015) bu tarz etkilesimli ortamlarin 6grencilerdeki matematiksel
akil yiiriitme becerisini gelistirmeye olumlu yonde katki sagladigi sonuglarma
ulasilmstir.

Matematiksel akil ytiriitmeye yonelik analiz yonteminin varligi, bir diisiinme yolu
olan matematiksel akil yiirlitmedeki karmasikliga 151k tutacaktir. Bu sayede dgrencileri
mevcut matematiksel akil yiiriitme becerileri belirlenerek onlar1 gelistirmeye yonelik
calismalar yapilabilir. Belli 6gretim yontemleri kullanilarak bu yontemlerin 6grencilerin
matematiksel akil yiirlitme becerilerine etkileri incelenebilir.

Katki Oram Beyani: Birinci yazar arastirma fikrinin ortaya ¢ikmasi, literatiir taramasi,
aragtirma verilerinin toplanmasi ve incelenmesi ile arastirmanin raporlanmasi
asamalarinda, ikinci yazar arastirma fikrinin gelistirilmesi, yontemin belirlenmesi,
tartisma boliimiinlin  zenginlestirilmesi ve makalenin genel diizenlemesinde katkida
bulunmustur.
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Extended Abstract
Introduction

The changing world of today, which is rapidly developing in every field, needs
people who can adjust to the change and tackle the problems with solution-focused
approachand multidirectional thinking. The members of the education field, who are
aware of this need, improve the teaching programs so that students gain reasoning skills
would be the priority, because, individuals can reasonably evaluate the problems they
encounter by reasoning, which is a thinking process. They can reach a meaningful result
by thinking holistically about the information they acquire. The number one field that
needs to use reasoning processes is mathematics because of its nature. Mathematical
reasoning is actively utilized while teaching the rules, processes, patterns and many other
elements of mathematics, because, mathematics is built on the cause-effect chain. For this
reason, it is important to have an effective mathematical reasoning ability in learning
environment. The identification and classification of mathematical reasoning, which is
the subject of research in education, is very difficult due to the complexity of reasoning
which is a thinking process. In this study, the types of mathematical reasoning skills
presented by Lither (2008) and the analysis method used to determine these types are
explained. In this way, it is possible to classify the mathematical reasoning skills put forth
by individuals in terms of superficiality or depth. The steps followed in reaching these
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classifications that are created, namely the existence of an analysis method and the
validity and reliability of the scientific work done; as well as the classification of the
mathematical reasoning skills studied are important.

Conclusion and Suggestion

In the classification created by Lithner, low or high level mathematically thinking
processes presented by a student who encounter problems is essential. Accordingly,
mathematical reasoning is divided into three types. The first is Memorised Reasoning
(MR). The solution strategy in this reasoning is retrieved through a solution in memory.
The individual in this types who uses writing only, remembers all stages of the solution
but does not know the meaning of what he writes. The second one is Algorithmic
Reasoning (AR). The whole sequence of rules to be followed when solving a problem is
called an algorithm. When the solution strategy is determined in this reasoning, the
solution that exists in memory is retrieved again. However, only the algorithm, not the
complete solution, is retrieved as it is in memorized reasoning. This algorithm is applied
to the problem encountered. No new solution is produced. There is no evaluation of the
conceptual structure of the mathematical structures used in the algorithm. The third one
is Creative Reasoning (CR). In mathematical reasoning, the concept of creativity involves
thinking about a new way of solving a problem. In this types of reasoning, a student puts
forward a new solution to a problem by reasoning and supporting with arguments. There
may be mathematical reasoning situations in which only one or both of three types are
used together. The important point is to be able to determine the correct types when
examining these processes. In this phase, the analysis method developed by Lithner is
used again. The four main questions determined by the results of the long research are
answered by the mathematical reasoning process performed by the student. The big
picture or the reasoning types is determined by a structure moving from piece to the
whole. The first question is, “What different kinds of components are involved in
mathematical reasoning?”. The second question is, "What kinds of mathematical and non-
mathematical properties do the components have?”. The third question is, "What types
of high and low-quality reasoning take place in the learning environment? . The fourth
question is, "What are the main reasons behind progress and/or difficulties in the
reasoning situations studied? . Finally, the type of mathematical reasoning and subfields
are symbolized by the coding system developed in the literature.

Mathematical reasoning is an important topic that is focused on newly developed
educational programs in recent years in our country as well as in many other international
educational programs, because, reasoning improves the system of thinking and prepares
individuals for today's world. However, it has a complex structure. For this reason, it is
difficult to determine at what level the mathematical reasoning skills have been gained in
the teaching process. The existence of an analysis method for mathematical reasoning
will shed light on the stated complexity. In this way, studies can be done to improve
students' current mathematical reasoning skills by determining them. Using certain
teaching methods, the effects of these methods on students' mathematical reasoning skills
can be examined.

Etik Kurul Belgesi: Bu arastirma herhangi bir canli tizerinde gergeklestirilmedigi i¢in
etik kurul onay1 alinmasini gerektirmemektedir.
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