Uber den Schlichtheitskern einer Potenzreihe und
die Schlichtheitsdichte einer analytischen Funktion

Orhan H. ALISBAH

(Mathematisches Institut der Universitit Ankara)
(z. Zt. Institute for Advanced Study, Princeton N. ].)

Ozet : Bu aragtirmada ayrikdegerli (schlicht) fonksiyonlarin genel teo-
risiyle ilgili olarak bir iistel serinin ayrik degerlilik karakteri, aynikdeger ge-
kirdegi ve analitik bir fonksiyonun ayrikdegerlilik yogunlugu gibi ii¢ yeni
kavram tarif olunmaktadir. § 1 de Bieberbach teoremine = dayanarak, verilen
bir iistel serinin » ayrikdegerlilik karakteri igin yalmz a; ve az ye tabi ve

r<<2]-%| geklinde bir esitsizlik elde olunmaktadir. § 2 de ise ayrikdeger-
= @

lilik yogunlugu d(z) = z——-}— ile verilen 8zel bir fonksiyon simifi - incelen-
z

mektedir. Klisik teoride miithim bir rol oynayan f(z) = —2___ fonksiyonu bu

(z—1)2

stmifin tabif bir elemanidir.

Einleitung :

In der vorliegenden Arbeit werden als neue Begriffe, der
Schlichtheitscharakter und der Schlichtheitskern einer Potenz-
reihe definiert und die Schlichtheitsdichte d(z) einer analyti-
schen Funktion eingefiihrt.

Im § 1 erhdlt man auf Grund des Bieberbach’schen Koeffi-
zientensatzes eine Abschitzung fiir Schlichtheitscharakter einer
Potenzreihe, welche nur von a; und a, abhingt. Sie sieht fol-
gendermassen aus: r < 2 | %1 | -

2

Im § 2 wird eine spezielle Klasse von Funktionen studiert,
fir die d(z) =z —% ist. In dieser Klasse befindet sich auch

die spezielle Funktion
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O =2

die in der klassischen Theorie der Schlichten Funktionen eine
besondere Rolle spielt.

§ 1

Es sei nun P(z) =ay -} a,z+ --.- eine Potenzreihe, de-
ren Konvergenzradius gleich R ist. Es soll weiter a; == 0 sein.
Dann behaupten wir, dass es eine von Null verschiedene Zahl
r =< R gibt, von der Art, dass fiir z-Werte, welche der Bedin-
gung | z | <<r geniigen P (z) Werte annimmt, die nicht wie-
derholt werden. Denn, sonst giibe es in jedem noch so kleinen
Kreise um den Nullpunkt, mindestens ein Punktepaar wo P(2)
den gleichen Wert annimmt. Hieraus folgt aber, dass es mindes-
tens zwei Punktfolgen gibe, welche gegen den Nullpunkt kon-
vergieren, so dass auf den die sich entsprechenden Stellenpaare
dieser Folgen, P(z) den gleichen Wert annimmt. 2z, und
z% (z; == 2}) sollen die entsprechenden Elemente zweier solcher
Folgen reprisentieren, bilden wir nun den Ausdruck
D (z, =21 = L LD

2, — 2§
aber dazu, dass P’ (0) ==a, = 0 sein muss. Da dieses Ergebnis
mit der am Anfang gemachten Annahme a; == 0 im Widerspruch
steht, so folgt hieraus die Richtigkeit unserer Behauptung. Wir
nennen die positive Zahl r den Schlichtheitscharakter der Po-
tenzreihe P(z) in Bezug auf den Punkt z =0 und den Kreis
um den Nullpunkt mit dem Radius r (<< R) Schlichtheitskern
der genannten Potenzreihe.

» so ist er stindig Null. Das fiihrt

Nun betrachten wir den Ausdruck P, ({) = P—(E)r D¢+
1
224 o, wo L= —:— ist. Konvergenzradius dieser transfor-

mierten Reihe ist dann gleich % (=1). Andererseits stellt

aber P, (C) eine fiir | { | <1 schlichte Funktion dar, fiir die
ausserdem P, (0) =0 und P (0) =1 ist. Demnach erhalten wir
nach dem Bieberbach’schen Koeffizientensatz die folgende Un-

gleichung :
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Und hieraus :

Q
as

r<<?2

wo das Gleichheitszeichen nur fiir
R _
‘ PO(C)—(Ec__l)z’ |8I—‘1s
d.h.
z

P () =ay+ —2—
(x—:;—l)2

(Theorem 1).

Dieser Fall bedingt aber, wie leicht zu sehen: ist, dass dann
r = R ist. Fiir die iiberigen Fille gilt danach

{
Q

ay

O<r<2\

" Ein leichtes Beispiel zeigt, dass der eigentliche Wert von r-

a,

von 2 wesentlich abweichen kann. Betrachten wir z.B. die

az
Funktion ¢ (2) = ay + a1z + a,z* welche als eine Potenzreihe
mit dem Konvergenzradius R = © und a, = 0 fiir k>3 auf-
gefasst werden darf, so erhalten wir als Schlichtheitskern dieser
Reihe den Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius’

(<2}

Wir finden es niitzlich, hier einen Begriff einzufiihren, welcher
fiir die Betrachtung des Schlichtheitscharakters von Bedeutung
zu sein scheint. Es sei nimlich w = f(z) eine eindeutige ana-
lytische Funktion, welche in einem Bereiche B definiert ist.
Wir gehen nun von einem inneren Punkte z, des Bereiches B
aus und fragen nach der nichstgelegenen Wiederholungsstelle
2% — d.h. f (o) = f (z§) —, falls eine solche existiert und bilden
den Ausdruck d(z;) =z, — z§. Wir nennen d (2) lokale Sch-
lichteitsdichte der Funktion f(z) in Bezug auf B. Fiir jeden ab-
geschlossenen Teilbereich B* von B, welcher keine Nullstelle

aQ

2a2

a
az
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der Ableitung f' (z) von f(z) enthidlt, gibt es eine positive
Zahl d*, so dass fiir jeden Punkt 2P von B*, im Kreise vom
Radius d* um P keine Wiederholungsstelle vorkommt. Es ist
demnach d* <<r (z) wo r Radius des Schlichtheitskern des be-
ziiglichen Funktionselementes bedeutet, d* ist ndmlich Minimum
des Absoluten Betrages der Schlichtheitsdichte in dem abge-
schlossenen Teilbereich B* von B. Dieses Minimum existiert
sicher, falls iberhaupt eine Schlichtheitsdichte existiert. Sie ist
nimlich dann wie leicht ersichtlich eine stetige Ortsfunktion.

Fiir unser obiges Beispiel, ist d(z) =22z - %, Fir die Linea-
2

ren Funktionen w=f(z)= :z i 2 mit A =k0, existiert
keine Schlichtheitsdichte, weil sie ja eine umkehrbar eindeutige
Abbildung der vollen Ebene auf sich ausfihren d.h. iiberall
schlicht sind. ’

Sowohl der Schlichtheitskern als auch Schlichtheitsdichte
aw-}-b
cw-+d

sind invariant gegeniiber linearen Transformationen w*—

mit & =& 0,
Die obige Abschitzung fir r erhilt eine besondere Bedeu-

tung, falls 2

_aa-ll <R (R ist Konvergenzradius von P (z)) ist.
2

a

Denn in diesem Falle enthilt der Kreisring 2 al
2

<lz|<R

notwendigerweise Wiederholungsstellen (Theorem 2).

Man nehme an, es giibe ein Punkt zy von B, so dass bei
beliebiger Anniherung zu diesem d(z) von f(z) gegen Null
konvergiert, dann ist ' (z,) = 0 (Theorem 3).

Da die Existenz der Schlichtheitsdichte mit dem Vorhanden-
sein der Wiederholungsstellen verkniipft ist, so folgt der Beweis
wie oben,

Ist aber das Funktionselement der Ausgangsfunktion durchweg
schlicht oder die Funktion selbst, schlicht in einem grosseren
Bereiche, welcher den Konvergenzkreis des betrachteten Funk-

a

tionselements enthilt, so muss natiirlich R <<2 sein.

Qg
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§ 2.
In diesem Abschnitt, wollen wir als ein spezielles Beispiel
. eine Klasse von Fonktionen studieren, fiir die d(z)=z—%
ist. Mit anderen Worten fiir jeden Wert von f(z) soll die niichs-

tgelegene Wiederholungsstelle im Punkte%— liegen, d. h. f(8) =

f(%) Geht man z. Beispiel von einer linearen Funktion ¢ (2)

= oz + B mit A <=0 aus und bildet man den Ausdruck
Y243

fO—2@.2(7)

so erhdlt man eine auf der Vollebene definierte meromorphe
Funktion, welche fiir die Erlauterung bisher eingefiihrter Begriffe
einen niitzlichen Dienst leistet.

Diesz Funktionen sind nimlich im Inneren des Einheitskreises
schlicht, so dass der Einheitskreis fiir sie eine patiirliche Sch-
lichtheitsgrenze bildet. Sie sind schlicht und meromorph fiir

| z| <1, falls | % [ %=1 und schlicht und reguldr ebendort falls
li

¥
Voraussetzungen f(0) =0, f (o) = — 1, welche der Normierung
dienen, so bekommt man die Funktion

= 1. Macht man noch im letzteren Falle die folgendeh zwei

fO) == mit ()=

welche in der klassischen Theorie der Schlichten Funktionen
eine besondere Rolle spielt.

(Eingegangen am 28. 6. 1953)





