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, von E. EGESQY
(Mathematisches Institut der Universitit Ankara)

Ozet : Bu aragtirmada, hipoid ¢arklarin hesabina ge¢meden dnce, uzayda
@ ve ¢’ zarf ylizeylerinin diferepsiyel denklemi (§ 1) ve orlanin gened ¢Ezi-
miine (§ 2) gidilmigtir. (§ 3) de kiire iizericrde terif edilen kepehh D dérme
hareketinden (§ 4) de ¢izgiler uzayina gegilmis ve diferersiyel cerklemin ge-
vel bir ¢8ziimi verilmigtir (§ 5). @’ zarf yiizeyinin denklemi de dusl birim
vektorlerin kargilagtirilmasindan faydalanarak hesaplanmigtir.

*
* *

I. Wie in der ebenen und sphirischen Kinematik, gilt auch
im Raum das Gesetz von der Zusammensetzung der .Geschwin-
digkeiten :.

> > >
Va = vf +Vr
Es sei ¢ eine Fliche mit der Gleichung
xi=xl(t, u) i=1, 2,3,

~ die im Gangraum R ruhe. Bei einem ein-gliedrigen Bewegungs-
vorgang B nimmt sie ! verschiedene Lagen im Rastraum
R’ ein, die im allgemeinen eine Einhiillende ¢’, mit der Glei-
chung

x,' == X'i, (t, u) = 1, 2, 3,

besitzen. Wir bezeichnen diese Fliche ¢" alsdie Hiillbahnfliche
oder kurz Hillbahn von ¢ bei B;. Die beiden werden sich zu
einem Zeitpunkt ¢ lings einer Kurve k beriihren, die man Cha-
rakteristik nennt (k... £ = konst., u = verind).

Wir betrachten einen Punkt X dieser Kurve. Im Verlaufe
von B; bewegt sich dieser Punkt X von ¢ und ¢’ sowohl auf
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der Fliche ¢ (C... u = konst,, ¢ == verind.), wie auch auf der
Fliche ¢’ (C’ ... u = konst,, ¢ = verind.). Die Kurve C wird

hierbei mit der Relativgeschwindigkeit \7, = 5(: durchlaufen,
die auch die vektorielle Anderung (nach der Zeit #) von X ge-
geniiber R bedeutet. Ebenso wird die Bahnkurve auf ¢’ mit der

Absolutgeschwindigkeit \7,1, der Geschwindigkeit von X gegen
R’ beschrieben. Die drei Vektoren Va , Q: und )Z: fallen in die
gemeinsame Tangentialebene von ¢ und ¢’: ,
(1) X¢=lva+plx,

Da

ol

VIZ —I—EEXEZ

ist, so ist
—> — - — -
Vu = Xf + 9 + Q X X

= o
Q , Q bestimmt hierbei die Momentan Schraube. Nach (1)
haben wir somit

oder i,=155€+§+§><§]+“i
@ | PX+QX,—2+8xX
mit »

P=122,  q=-%

Die Hﬁllbahnﬂﬁcheh qS und ¢’ sind also bei einem beliebi-
gen Bewegungsvorgang im Raum durch die Differentialgleichung
(2) gekennzeichnet.

II. Die allgemeine Losung der inhomogenen Differential-
gleichung (2) unterscheidet sich von der allgemeinen Ldsung
der homogenen Differentialgleichung nur durch eine additiv
hinzutretende Funktion, die selbst eine beliebige partikulire
Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist.

Wenn wir beide Seiten dieser homogenen Gleichung
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(3) PX,+QX,—=0x X

—
mit X skalar multiplizieren, so erhalten wir:

P(XX)+alXx)=o0

Wegen X = \/_> und
x,:(X ’fi)z %, — X X_Z)
\/ X V X
finden wir ‘
(4) PX, 4+ QX, =

Nehmen wir im besonderen an, P und Q sei fest und su-
chen wir das allgemeine Integral von (4):

dt :du =P:Q Charakteristik
dX =10

Pu —Qt =¢

X=¢

Also ist das Allgemeine Integral von (4):
X =X (Pu— Qi)
Hier ist X eine willkiirliche Funktion von (Pu — Q).

Um die Natur der Differentialgleichung (3) zu entersuchen
setzen wir

- ' ___xl—l-ix, :xl—ixg
(5) &= X — x3 und K X — x3
ein. Durch Umkehrung erhalten wir :
§+ — E—n 1
Xy = En+1x X9 == — E’]-*—lx’ Xs——gn+lx

Um_nun unsere vektorielle Differentialgleichung'(3) in diese

neuen Koordinaten zu iibertragen, leiten wir (5) nach ¢ ab, bil-
den also

P5+QE und Pn+Qny, .
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Wir finden so die beiden konjugierten Differentialgleichun-
gen:

(6)  PEAQE= o [—(DHi Q)E+2UQE(Q—i Q)]=R(, 1)

() Pt Qu= o [—(2—i Q)12 —(@rH2)]=T(t, u)

Die Lésung der partiellen Differentialgleichung (6) fiithrt uns auf
die Losung der folgenden RICCATIschen Differentialgleichung :

B E=5 =@+ i2) 8+ 2%t — (& —i0)

Ill. Als ein Beispiel betrachten wir zuerst den geschlossenen
Drehvorgang D auf der Kugel, dessen Polbahnen K reise mit
rationalem Umfangverhiltnis sind. Bei geeigneter Wahl der
Achsenkreuze konnen wir fiir die Polbahnen setzen [1].

- > —> -

P = E, sin P cos nt -+ E, sin P sin n¢ 4 E; cos P

—> > > —>

P’ = — E’, sin P’ cos nt — E’y sin P” sin nt E’; cos P’
P und P’ sind die spharischen Radien.
Der Zusammenhang zwischen Gang-und Rastkreuz sei durch

7 =g .
EIZAI"‘E" (]=1a 2, 3)

gegeben, wobei die A, eine orthogonale Mat;rix bilden "und
differenzierbare Funktionen eines reellen Parameters ¢ (Zeit)
sein mogen. Fiir den so erklirten eingliedrigen Drehvorang D

N
berechnen wir zuerat die Aj,, dann den Drehvektor €. Nach
der Definition unseres Bewegungsvorgangs konnen wir sofort
» Ay = cos (P + P')
schreiben
Da »

- > D>
P =P und P=P
ist, so erhalten wir Folgendes:

nsin P = —n'sin P’

und
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A, = cos (P + P’) cos nt cos n't + sin nt sin n’¢
A,, = cos (P -+ P’) sin nt cos n’t — cos nt sin n't
Ay = — sin (P + P’) cos n"t

A, = cos (P -+ P’) cos nt sin n't — sin nt cosn't
Ay, = cos (P + P’) sin nt¢ sin n’t + cos nt cos n't
Ay3 = —sin (P + P’) sinn’t

Az = sin (P 4+ P’) cos nt

Ay, = sin (P - P') sin nt

Ay =cos (P4 P)

Da sich die Umkehrung der orthogonmalen Transformation
leicht, nimlich in der Form

-> -
Ek = Alk E:
schreiben liset, finden wir

> 3. -> ->
Ek = 2 Alk Alm E‘m - ka E

s m=1

m

Wir wissen, dass| @, [ eine schief-symmetrische Matrix ist,
also

ka + ka =

gilt. Da im besonderen Q,, = 0 ist, treten nur drei wesentliche

Grossen in der Matrix || Q;,, || auf. Wir bezeichnen sie kiirzer
mit

ka = Qn

fir zyklische Anordnungen der drei Indizes k, m, n = 123, 231, 312.
Nach diesen Definitionen konnen wir leicht die Q, berechnen:

91 = (A12 A)g + Agg Ags + Agg A83) dt = n’ sin (P + Pl) cos nt dt
Qz = (A.n A“ + Als An + Agg Am) dt = n' sin (P —‘I" P’) sin nt d‘
Qg = (Au Ap -+ Am Aza + Aal Ayp)dt = [“""i‘n' COS(P"FP')]"“

IV. E. Study’s Ubertragungsprinzip der Liniengeometrie
besteht in der ein-eindeutigen Abbildung der gerichteten Ge-
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raden des dreidimensionalen Euklidischen Raumes auf die dualen
Punkte der Einheitskugel, Besitz ein Strahl G den Richtugsvek-

—

- ——
tor g und den Momentvektor g um den Ursprung o, so wird das
-—

had —
Vektorpaar g, g zum dualen Einheitsvektor

— — -+
C=yg +¢ (mit &2 = 0)
zusammengefasst,

Erweitern wir nun den zwangldufigen, geschlossenen Derh-
vorgang D ins Duale, so erhalten wir durch Ubertragung einen
zwangliufigen, geschlossenen Bewegungsvorgang B; in Euklidi-
schen Linienraum. Hierzu sehen wir alle durch grosse Buchsta-
ben bezeichneten Grossen als duale Zahlen, bzw. Vektoren an,
deren Realteil wir durch die zugehdrigen kleinen Buchstaben
ausdriicken ; die Dualteile mégen dann durch Uberstreichen an-
gedeutet werden.

Wir wissen, dass die Ubertragung in den Linienraum die
beiden aufeinander rollenden Polkreise in zwei Drehhyperboloide
iiberfiihrt, die aufeinander schroten [1]:

Bevor wir die Formeln (6) und (7) auf unsere Beispiel
anwenden, berechnen wir die infinitesimale Drebung und Schie-
bung.

Q=0 +e0=2Q, ;: + Qs 83 + Qe; (Moment beziigl o)
°=

n’ sin (p + ¢’) cos nt ;: -+ n' sin (p + p) sin nt ;;
+[—n -+ n’ cos (p +¢')] es

§= n’ (p + ¢’} cos (p + ¢') cos nte, + n' (7 + ¢ cos (o+¢)
sin nt e3 — n' (5 -+ 7 Jsin(e -+ ¢') e
[mit P=p+cp und P'=p’—|—-s;]
oder

-— ' - -
—2acosnte + 2asinnte; + b e

- - -
=@dcosnte +a@sinnte; b e

el e}
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2a = n’ sin (p + p) , =n"(p -+ p'cos (p+ ¢)
b =—n+n"cos(p+¢), =—n'(p+¢')sin(p 4 ¢")

Mit diesen Abkiirzungen ergibt sich die RICCATIsche Differen-
tialgleichung (8) in der Form: '

a
8

f= 5 (e ™ & 4 ibE + iaen)
oder
E=—iAe" 2 L iBE+ iAent, (A==qa:P, B=5:P)
Eine spezielle Losung der Gestalt
=K et

dringt sich auf und fiihrt zur (quadratischen) Bestimmungsglei-
chung

AK? + (n—B)-K—A =0

fir die reelle Konstante K. Dass allgemeine integral des Sys-
tems

E=—iAe 2L iBE+iAen
A =iAent it —iBy—iAeint
ist
1 W K eitntp)t ‘
€= —; -+ W:i(n+p)t et (P =2AK—B ’ W:W(Cl))

14+ WKeitntp)t
— K + W e—i(ntp)t )

evinf

Die Parameterdarstellung der Losung des homogenes Systems ist
daher :

x; = 2X [(W?2—1) cos nt 4 W cos pt—WKZ2cos (2n + p) t]:
(W2+1)(K*+4-1)
xg == 2X[(W2—1) sin nt — W sin pt — WK2sin (2n - p)]¢:
(W2 + 1)(K2 + 1)
x3 = X [(W?2 —1)(K*—1) + 4 WK cos (n + p) £]: (W2 + 1) (K2 + 1)

oder

—> - - -
Xi=x1e; +x3e2+ 13¢5
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V. Suchen wir jetzt die spezielle Losung des inhomogenen
Systems :

oder
Px, 4+ Qx, =—by -+ asinntz- acosnt
Py, + Qy, = bx — a cos nt z 4} a sin nt
PZ+ QZ——asinntx+}acosnty+ b
Wir suchen den Ansatz: , ?
x=A4Bsinnt 4 Ccosnt
y=D - Esin nt 4 F cos n?
Z=L <4 Msinnt + Ncosn?
mit
A=a +ayu, B=b +bu |, C=c¢ +cyu
D=d,+dyu, E=e¢+eu |, F=f+fu
L=L+ lu, M=m, +m,u, N=mn+nu
Wir finden sofort : .
N=M=0 , E=C , F=—B

und
A=D=0
Also x = B sin nt + C cos nt
y = Csinnt — B cos nt
Z=L

62= [ 11 =0
b __ab-+ a(pn—b)
' (B!

__alaa+5 (6—pn)}

%= Q@ + 6—pn)

I — (b—pn) [a a -+ b (b—pn)

’ Q[a? + (6—pn)?]

x = b; sin nt -} ¢y u cos nt

y=— b, cos nt 4 c, u sin nt

z=1lu
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2
xt 4yt — (b _apn) 22 = b2 Drebhyperboloide.

Spezielle Losung des inhomogenen Systems ist

g = (b;sinnt+cyucosnt) e, +(—b, cosnt{cyusinnt)ey + lyu ;;.
Allgemeine Lésung des inhomogenen Systems (2) ist:

- — -
X=Xh+S'

VI. Die Hillflichan ¢ des Rastraunes ergebsn sich durch

die Transfoimation

> —> > == - =
X =0X=00+4+0x=U+X

oder
Xl:::al'k(xk—l_uk) i’ k=1’ 2, 3
- - - -
Ei=e F+2e ei=20 (Moment beziigl. o)
> - = = -> -
Ei—citee e——uXe
- -
Ei=Ay e Ap=ay +¢ea,
- - - -> -
e =a; e, und Gpe.=—u X e
— -—

- -
Ty er = €y @iy U3 — Q3 Uy) + ey (a;3uy — a; u3) +ez(ay vy — puy)
G Ug—2y3 Uy =iy, Q3 Uy — Ay Ug=0;y, G Uy — A Uy =83 i =1,2,3
uy = (ap @5 —ay Gp) ¢ ag
uy = (g @,y —ay3 @y) @ ag

ug == (ag @;3 — Q13 Gyy) : Ay

a,; = cos (p + ¢’) cos nt cos n't 4 sin nt sin n't
a;, = cos (p + ') sin nt cos n't — cos nt sin n't
a3 = — sin (g 4 g’) cos n’t

az = cos (p + p’) cos nt sin n't — sin nt cos n't
ays =cos (p + p’) sin nt sin n't + cos nt cos n't

ag = — sin (p - ¢’) sin n't
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ag, = sin (p + p’) cos nt

agy = sin (p 4 p’) sin nt

ags = cos (p + ¢')

d,——(p+ ¢’)sin(p + p’) cos nt cos n't

a,=—1(p+ E—' ) sin (6 + ¢*) sin nt cos n't
@y =—(p+p')cos(p +¢) cosn't

@y — —(p 4 p" ) sin (p + ¢’) cos nt sinn'¢
@a=—1(p + ¢’ )sin(p + p’) sin nt sin n’t

5332“(E+?)005(P+ ¢’)sinn’t
@y =(p+ ") Cos(p+ ¢) cos nt
dp="(p+p")Cos(p+ ¢)sin nt
da=—p+ ¢') sinnt
sind, finden wir fiir—z: : ;
u1=(;+?)sinnt
u2=—(5+?)cosnt

uy=0.
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