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Özet : Bu araştırmada, hipoid çarkların hesabına gfeçmeden önce, uzayda
<5 ve zarf yüzeylerinin difeıensiy.l denklmni (§ 5) ve etlerin genel çc'zü-
müne (§ 2) gidilmiştir. (§ 3) de küre üzeıicde t^rif edikn kıp&h D dÖTire
hareketinden (§ 4) de çizgiler uzayına geçilmiş ve
Del bir çözümü verilmiştir (§ 5). zarf yüzeyinin

difeıcEsiyel denklemin gc‘ 
denklemi de dual birim

vektörlerin karşılaştırılmasından faydalanarak hesaplanmıştır.

# *

I. Wie in der ebenen und sphârischen Kinematik, gilt auch 
im Raum das Gesetz von 
digkeiten :

der Zusammensetzung der ;Geschwin-

y. +v.
Es sei (fi eine Flâche mit der Gleicbung

X, = X, (Z, «) i = 1, 2, 3 ,
die im Gangfraum R ruhe. Bei einem ein-gliedrigen Bewegungs-

Bı nimmtvorgang sie 00 * verschiedene Lagen im Rastraum
R' ein, die im allgemeinen eine Einhüllende (fi', mit der Glei- 
ehung

X}' = Xi' (/, a) i = 1, 2, 3,

besitzen. Wir bezeichnen diese Flâche (f)' als die Hülibahnflâche
öder kurz Hülibahn von (fi bei Bp Die beiden werden sich zu
einem Zeitpunkt t lângs einer Kurve k berühren, die man Cha-
rakteristik nennt {k.. t == konst., u — verând).

Wir betraehten einen Punkt X dieser Kurve. İm Verlaufe 
von Bı bewegt sich dieser Punkt X von (fi und (fi' sovvohl aut
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der Flâche 0 (C... u = konst,, t == verând.), wie auch auf der 
Flâche <^' (C' ... u = konst., Z = verând.). Die Kurve C wird

hierbei mit der Relativgescbwindigkeit V, — X, 
die auch die vektorielle Ânderung (nach der Zeit Z)

durchlaufen,
von X ge-

genüber R bedeutet Ebenso wird die Bahnkurve auf mit der 

Absolutgeschwindigkeit V„, der Geschwindigkeit von X gegen

R' beschrieben. Die drei Vektoren , V, und X„ fallen in die
gemeinsame Tangentialebene von </> und 0' :

(1) 
Da

Xt --- X Va + H X|‘O

Vy =Q -)- £î x X

İst, so İst

V..= X,+Û+ÛXX

Q , Ö bestimmt hierbei die Momentan Schraube. Nach (1) 
haben wir somit 

öder

Xj —- Xj [^X( ® X x] X,

(2) PX, + QX,'a = Q + Ö X X

a

mit
1 — X 

X
h 
XQ = -P =

Die Hüllbahnflâchen (f) und </>' sind also bei einem beliebi- 
gen Bewegungsvorgang im Raum durch die Differentialgleichung 
(2) gekennzeichnet.

II. Die allgemeine Lösung der inhomogenen Differeotial- 
gleichung (2) unterscheidet sich von der allgemeinen Lösung 
der homogenen Differentialgleichung nur durch eine additiv 
hinzutretende Funktion, die selbst eine beliebige partikulSre 
Lösung der inhomogenen Differentialgleichung ist.

Wenn wir beide Seiten dieser homog^en Gletohung
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(3) P X, + Q - o X X

mit X skalar multiplizieren, so erhalten wir :

P {x xj + Q (x C) = 0

Wegen X = und

(xx.),
X, X,•B

--(xxj

finden wir

(4) PX, + QX„ = 0

I-----2

X
F----- 2

X

Nehmen wir im besonderen an, P und Q sez fest und 
chen wir das allgemeine Integral von (4) :

su-

dt : du
dX = 0

Pa — Qz = Cı

X=€2

Charakteristik

Also İst das Allgemeine Integra! von (4): 

X = X (Ptz — QZ)

Hier İst X eine willkurliche Funktion von (P« — QZ).
Um die Natur der Differentialgleichung (3) zu 

setzen wir
entersuchen

(5) ■yı + ixi 
X — X3 und •*^1 — Î-V2

X -X3

ein. Durch Umkehrung erhalten wir :

X, X, İTİ — 1
+1

nun unsere vektorielle Differentialgleichun^"(3) in diese 
neuen Koordinaten zu übertragen, leiten wir (5) nach t ab, bil-

Um

den also

P^z + Ql« und

X2 = — I --
+ 1 ^3 = X

P »J» + Q 11« .
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Wir finden so die beiden konjugierten Differentialgleichun- 
gen :

(6) P Çe+Q A Qi)^2+2/Q3?-(Q2-/ Q,)1=RO, u)

1
2

(7) Pv,,.Chi, [ — (İ22—i Qı)vj2—2zQ3TJ—(£22 + î^1)]“T(Z, u)

Die Lösung der partiellen Differentialgleichung (6) führt uns auf 
die Lösung der folgenden RlCCATIschen Differentialgleichung ;

(8) - (£Î2 - f Öı)l

111. Als ein Beispiel betrachten wir zuerst den geschlossenen 
Drehvorgang D auf der Kugel, dessen Polbahnen K reise mit 
rationalem Umfangverhâltnis sind. Bei geeigneter Wahl der 
Achsenkreuze können wir für die Polbahnen setzen [1].

P = El sin P cos nt -j- E2 sin P sin nt + E3 cos P

P' = — E'ı sin P' cos nt — E'g sin P' sin nt E'3 cos P'
P und P' sind die spharischen Radien.

Der Zusammenhang zwischen Gang-und Rastkreuz sei durch

Ey -- -A jk E* 3)

gegeben, wobei die Ay* eine orthogonale Matrix bilden und 
differenzierbare Funktionen eines reellen Parameters t (Zeit) 
sein mögen. Für den so erklârten eing-liedrigen Drehvorang D

berechnen wlr zuerat die Ay*, dann den Drehvektor Ö. Nach
der Definition unseres Bewegungsvorgangs können wir sofort 

A33 = cos (P + P')

schreiben 
Da

P =P' und P = P'

İst, so erhalten wir Folgendes: 
n sin P = n' sin P'

und
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Ajı = cos (P 4- P') cos nt coa n't 4- sin nt sin n7
A]2 = cos (P 4- P') sin nZ cos nt cos n2 sin nt

Ajg — — sin (P 4~ P) cos nt

= cos (P 4“ P) cos nZ sin nt — sin nt cos zıY
A22 = cos (P 4- P') sin nZ sin n'Z 4^ cos nt zaa n t

^13 = — sin (P 4* P ) sin n'Z
A31 = sin (P 4" P*) cos nt

= sin (P 4- P ) sin 71Z
A33 = cos (P 4- P )

Da sich die Umkehrung der orthogonalen Transformation 
leicht, nâmlich in der Form

E* = Aik E^ 
schreiben lâset, finden wir

-^3
E-* — Â,jfc E,'m

f OT=1

Wir wissen, dass || Ö^t,, || eine schief-symmetrische Matrix İst, 
also

öim + — 0

gilt. Da im besonderen Ö^^ = 0 İst, treten nur drei wesent(iche 
Grössen in der Matrix || || auf. Wir bezeichnen sie kürzer
mit 

= Qn

förzyklische Anordnungenderdreilndizes^t m, n = 123, 231, 312. 
Nach diesen Definitionen können wir leicht die £2^^ berechnen :

öl = (Â12 Ai3 + Âj2 A23 + Â32 Ass) dt = n sin (P -j- P ) cos nt dt 

02 = (Âıj Ali + Aj3 A21 4“ Â33 A31) dt — n sin (P 4~ P ) sin n2 dt 

Ö3 = (Âjı Ai2 -j- Â21 A22 4- Â31 A32) dt = [—n4-n' cos(P4-P’)]’£/2

IV. E. Study’s Obertragungsprinzip der Liniengeometrie 
besteht in der ein-eindeutigen Abbildung der gerichteten Ge-
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raden des dreidimensionalen Eukiidischen Raumes auf die dualen 
Punkte der Einheitskugel. Besitz ein Strahi G den Richtugsvek-

tor g und den Momentvektor g um den Ursprung o, so wird das

Vektorpaar g , g zunn dualen Einheitsvektor

G = g +s ğ (mit = 0)

zusammengefasst.
Erweitern wir nun den zwanglâufigen, geschlossenen Derh- 

vorgang D ins Duale, so erhalten wir durch Übertragung einen 
zwınglâufigen, geschlossenen Bewegungsvorgang Bj in Eukiidi
schen Linienraum. Hierzu sehen wir aile durch grosse Buchsta- 
ben bezeichneten Grössen als duale Zahlen, bzw. Vektoren an, 
deren Realteil wir durch die zugehörigen kleinen Buchstaben 
ausdrficken; die Dualteile mögen dann durch Überstreichen an- 
gedeutet werden.

Wir wissen, dass die Übertragung in den Linienraum die 
beiden aufeinander rollenden Polkreise in zwei Drehhyperboloide 
überführt, die aufeinander schroten [1] ;

Bevor wir die Formeln (6) und (7) auf unsere Beispiel 
anwenden, berechnen wir die infinitesimale Drehung und Schie- 
bung.

£2 -— to “I" £ tû — £^2 Ö2 "4” ^3 ^3 (Moment bezügfl. o)

0) = n' sin (p 4" P ) cos nt eı 4“ sin (p 4" p ) sin nt 62 
—

4- [—n 4- n' cos (p 4- p')] Cs

w = n' (p 4- p’) cos (p 4- p) cos e/ + n' (P 4- p' (p+p3

sin nf «2 — n' (p 4" p' )sin(p + p') «s

[ mit P = p 4- 8 P und P' = P' + 8 P' ]

öder

ta =7a cos nt 4" 2a sin nZ «2 + b Cg

tû = a cos nt eı 4" 2 sin nt b
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mit
t 2a = n sin (p + p) ,

I b — — n + n' cos (p p'),

a = n' (p -j- p cos (p + p3

6 = — n' ( P + p') sin (p + P')

Mit diesen Ablcürzungen ergibt sich die RICCATIsche Differen
tialgleichung (8) in der Form :

1 /. •? = ^0ae-'‘,-int -}- İh Ç + f a

öder

|2 + /BÇ + ıAe',int (A = a:P, B = 6:P)

Eine spezielle Lösung der Geştalt

I = K e-"'

drângt sich auf und führt zur (quadratischen) Bestimmungsglei' 
chung

AK2-+- (n—B)-K—A = 0 

für die reelle Konstante K. Dass allgemeine integral des Sys
tems

İst
"(1 = 1 A 6'"^ — I B 7] — z A e~'"^

1 = 1 -I- WKe-C"+p)<
—K 4- W

,ini (p==2AK—B, W^W(cd}• e

=
1 ■+■ WKe-'(’’+'’)'

— K + W • e,~int

Die Parameterdarstellung der Lösung des homogenes Systems ist 
daher :

= 2 X [(W® —1) cos nZ W cos pt—WK^ cos {2n -|- p) Z]:
(W2-4-l)(K2-f-l)

= 2X[(W2-1) sin nt - W sin pf - WK2 sin (2n p)] Z:
(W2 + 1)(K2-4-1)

ATj = X [(W2 —1) (K’-l) + 4 WK cos (n p) Z]: (W^ + 1) (K^ + 1) 

öder

~ Xıeı-\- X2 ea + «»•
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V. Suchen wir jetzt die spezielle Lösung des inhomogenen 
Systems ;

Px(4-Qx„ = (ö + wX X
öder

P X, + Q ’fn = — + a sin nt 2 4~ a cos nt
Pg, Q= bx — a hos nt z 4“â sin nt

PZ4-QZ = — asinntx + a cos nt + 6 

Wir suchen den Ansatz :

X = A 4" B sin nt + Ç cos nt 

= D + E sin nt + F cos nt
Z = L + M sin nt + N cos nt

mit
A = «1 + Ug a , 
D = t/ı + <^2 a , 
L = /ı + /2 a ,

Wir finden sofort :

N=M=0 ,

B = bı + u , 
E = eı + «2 a , 
M = mj + a ,

E =C
und

Also
A=D = O

X = B sin nt + C cos nt 
y = C sin nt — B cos nt 
'L = L
bi = cı = il = Q

'1

C2

C = Ci + Cg u

N = n| + «2 “

F= —B

a 6 + a{pn—b) 
a^ + {pn-b\^

a [a S + 6 (6—pn)]
Q[a2 + (6-^n)q

[b—pn) [a â + 6 {b—pn} 
Q[a2 + (b— pnp]

X = bı sin nt + C2 a cos nt 
y — — bı cos nt + C2 a sin nt 
z = l2U

b

^2 ---
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X2 4- y-i _
2

I z^a
b — pn Drehhyperboloide.= 6?

Spezielle Lösung des inhomogenen Systems ist 
► —>■ —>■

s = {bı sin nZ + C2 a cos nZ) Cı 4" (—bı cos nt 4-C2M sin nt)
Aügemeine Lösung des inhomogenen Systems (2) ist:

X=X/. + S-

VL Die H jUflâchen <j&’ des Rastraunes ergeben sich durch 
die Transfoimation

X' =Ö^ =ÖT> + Ö^ = U + X
öder

X/ = a,k [Xk + u*)

El = Ci 4- s e(

Ğ & = 1, 2, 3

e, = 0 (Moment bezügl. o)

Ef — Cf + s e'i ei = — uX e'ı

Eî = ^ik et A/* — Oj* + £ Oik

e. = Ojit Cfc und ^ik = “ X c/

otk «k = eı a.-2 «3 — aız + Ca (a.., Uj — 0,1 «3) + Cg (a,ı Ug — 12 «1)

®;2 “3—^i3 “2 —ÛJİ , ^i3 — ÛJI U3 ■0(2, «il “2 — 0/2 «1 = a,3 i —1,2,3
«1 = (^21 5,2 — flıl «22) • e!32 

“2 = (^22 Ö.l — ^12 Ö21) : flsı 

“3 — ®;2 ^13 *^22) ! e(g2

Da
flıı = cos (p + p') cos nZ cos n7 + sin nt sin n'<

0)2 = cos (p + p ) sin n< cos n'i — cos nZ sin n7
ctıs — — sin (p + p') cos n'Z
«21 = cos (p 4- p') cos nt sin n'< sin n< cos n7
O22 = cos (p 4" p) sin nt sin n'^ + cqs nt cos nt

a^ = — sin (p 4- p') şip n7
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C31 = sin (p + p') cos nt

= sin (p + p') sin nt

083 = cos (p + p')

5.1 = { p + p') sin (p + p') cos n< cos n't

âi2 = — ( p + p') sin (p + p') sin nZ cos n'Z

013 ( P + p') cos (P + p') cos n't

«21 = — ( p + p' ) sin (p + p') cos sin n'<

022 = — ( P + p’) sin (p + p') sin nt sin n7

5i3 = •— ( P + P') cos (p + p') sin n'f

«il ( p + p' ) ®O9 (p + p') cos nt

â32 = i P P'} ^os (p + p') sin nt 

033 = — ( p + p') sin nf

sind, finden wir für u :
«1 = ( P + p' ) sin nZ

U2 = —• ( p + p’ ) cos nt

U2 = Q .
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