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Ozet: Bu aragtirma, bir parametreli dizlem bareketlerin genellegtiril-
mesi sayillan ve H. R. Miiller tarafindan ortaya atilan diizlemde benzerlik
hareketlerine ait Szeliklerin genigletilmesi mahiyetindedir. Bu itibarla 1. de
benzerlik hareketlerinin analitik ifadesi verilmigtir 2. de G, GRUSS V) tara-
findan tarif edilen yuvarlanma kayma hareketleri diizlemin benzerlik hareket-
lerine tegmil edilerek zarf egrilerinin denklemleri hesaplanmigtir. 3. de yiik -
sek basamaktan kutup yerleri yardimi ile pol zincirinin genellegtirilmesi Jya-
pilmigtir,

»
* *

1. Die Eigenschaften ebener, dhnlich verinderlicher Systeme 2
hingen mit den hheren Polen zusammen. Es handelt sich hierbei
um Eigenschaften, die als Verallge-
meinerungen von Rollgleiten der Hiill-
bahnen und Polketten der ebenen Ki-
nematik anzusehen sind. ‘

Zuerst beschreiben wir die Dars-
telling ebener Bewegungsvorginge
mittels komplexer Zahlen : Wir denken
uns zwei Ebenen E und E’ aufeinan- -,
der gelegt und gegeneinander beweg-

lich (Abb. 1).

Die Gangebene E trage das Gang- -
- - €1
kreuz {o; ¢, , e; } mjt dem Ursprung Abb. 1

e -
ound den recht winkeligen Einheitsvektoren e, , e;, wobei e, links

1 G. GRUSS, Zur Kinematik des Rollgleitens. Z, angew. Math. Mech.
31, (1961). .
3 Vgl. Doktor Arbeit von I Olcaylar.
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—?
von e, liegensoll. Eatsprechend sei in der Rastbebene E’ das Rast-

- =
kreuz {o';e'l, €, yvon der gleichen Art festgelegt.

Wir fassen nun die Koordinaten eines Punktes X zu kom-
plexen Zahlen

x=x,+1x ) X' =x;+ix,

—_
zusammen, Auch den Vektor o’ o stellen wir im festen Achsen-
kreuz durch eine komplexe Zahl

u =u,+iu,
dar. Um die Formeln symmetrisch zu gestalten, erscheint es

zweckmissig, dem gleichen Vektor im beweglichen System die
Grosse '

u=u +iu

zuzuordnen. u entspricht also dann dem Vektor ;;’. Der Dreh-
winkel, um den das bewegliche gegen das feste Achsenkreuz
verdreht ist, sei mit ¢ bezeichnet. Aus der Figur erkemnt man
unmittelbar die Beziehung :

o =— u e
Weiter gilt fiir einen beliebigen Punkt X :
x = (—u+ x) e =o' + xe?

Ein einparametriger Bewegungsvorgang wird nun festgelegt,
wenn ¥ und u damit auch «' von einem reellen Parameter ¢
abhiingen. Wir konnen nunmehr die Darstellung dhnlich verédn-
derlicher ebener Systeme erkliren: p sei eine reelle Fuktion
von ¢, der Ahnlichkeitsfaktor und p (t) = 0. Dann gibt uns die
Gleichung

x' = (—u+ x)pe?

oder
(1) xX =u+vx
mit ' v=opet und u=—uv

die Darstellung eines ebenen Ahnlichkeitsvorgangs.
Ein Punkt X sei in der beweglichen Ebene E befestigt, x
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also eine feste komplexe Zahl. Seine Geschwindigkeit gegeniiber
der festen Ebene E’, also die Absolutgeschwindigkeit, stimmt
dann mit der Fiihrungsgeschwindigkeit iiberein und ist durch

X =u Fox
gegeben. Durch Bildung weiterer Ableitungen . erhrlten wir
“hohere Beschleunigungen, der Ordnung (n—1):

(n) (n)  (n)
2) X =u +ox
(n) (n) (n)

(3) X =u Fo(x'—ud)]o
’ Der Pol P, ist durch das Verschwinden der Fiihrungsge-
schwindigkeit, der Beschleunigungspo! P, durch das Verschwin-
den der Fiihrungsbeschleunigung gekennzeichnet. Es liegt nun
nahe, jenen Punkt P,, den Geschwindigkeitspol n-ter Ordnung
zu nennen, dessen Geschwindigkeit n-ter Ordnung Null ist.
(n)

x" =0 fithrt aber zu

(r) (n) @ (n) (n)
x=p,=—1u'iv , X =pp=u —ovu:iv (v=0)

Hiemit kénnen wir statt (2) auch

(n) (n) (n)
(4) X' =v(x—p) =0 —p)|v
schreiben.

Sehen wir bei einem Ahnlichkeitsvorgang vom Zeitgesetz ab,
kommt es uns also nur auf die rein geometrischen Verhiltnisse
an, so erzielen wir durch die Wahl des Drehwinkels ¢ als pa-
rameter vielfache Vereinfachungen. Ein spezielles Beispiel ergibt
sich durch besondere Wahl der Funktion p. :

Fir ¢ =1t und p = a? finden wir aus

v = a? ef? (a£1)
die Formel
(n)
V = (Iga + i) a? €?

D amit ergibt sich folgende Vereinfachung :

) x" = (Iga + iy (x' — p)
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2. Wir vollen kurz vom Rollgleiten der Hillbahnen!'! shnlich
verdaderlicher Systeme erzihlen. Hiezu betrachten wir eine in
der beweglichen Ebene E befestigte Kurve K und deren Hiill-
bahn K’ in der festen Ebene E’. Der gemeinsame Beriihrungs-
punkt Y durchliuft nun die Kurve K mit der Relativgeschvin-
digkeit V,, der die komplexe Zahl y, entspricht. Ebenso besch-
reibt der Punkt Y die Kurve K’ mit der Absolutgeschwindig-

—+
keit V,, der die Zahl y, zugeordnet werde. Da sich die beiden

> -
Kurven K, K’ in Y beriihren, fallen V, und V, in die gemein-
same Tangente.

Solange Y von Momentanpol P, verschieden ist, wird auch

V: == V, sein. Der Punkt Y durchliuft daher die beiden Kur-
ven K, K’ mit verschiedenen Geschwindigkeiten und legt in
bestimmten Zeitpunkt auf ihnen verschiedene Bogenlingen zu-
riick. Die gegenseitige Lageinderung von K uad K' ist somit
aus Rollen und Gleiten zusammengesetzt. Dieser Vorgang kann

durch die Gleichung

oder ,
¥y =2y, bzw. Yr = 1Yo

charakterisiert werden. Statt dieser Gleichungen konnen wir
auch schreiben:

¥y = Ay, + yp) bzw. Ya— Y= Ay

Hier entspricht y; dem Fithrungsgeschwindigkeitsvektor.
Wegen (4) finden wir schliesslich

y=y.=rMy+ @G~ po:d
bzw. ,
Ay=yg —(g—p)ov:v

Die Rollgleitzahl A wird sich im allgemeinen mit der Zeit #
indern: A = X (¥). : :

Wir kénnen nun nach allen Hiillkurvenpaaren K, K’ fragen,
die bei unserem Ahnlichkeitsvorgang mit der vorgegebener
Rollgleitzahl A auf einander rollen und gleiten. Hiezu miissen

wir obige komplexe Ditferentialgleichung integrieren. Nach einer
Umformung finden wir
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6) g=vLg—p):o L —a:(1—2)

() y=ol (Y —p)iv L'—1:(1—3)=141L
Das homogene System von (6)

® y=oLy:v

kann durch den Ansatz
y= & P (1)

gelost werden. Fiir die reelle Funktion @ (¢) ergibt sich

@@:-i/Lla.
v

Unter Verwendung einer beliebigen komplexen Konstanten
C ergibt sich somit das allgemeine Integral von (8)in der Gestalt

o fu
y=Ce®=Ce °

Das inhomogene System (6) kann nun durch Variation der
Konstanten integriert werden, Wir erhalten

A —if
= vae

und daraus
C=—f%Lpe—i¢dt+C0=——f%pe_@dv—|—Co

mit einer Integrationskonstante C, .

Die Rollgleitkurven K der gangebene besitzen somit die
Darstellung ’
LL —fL%
) y=—v-ef [%pe / dv——Co]

Fir die Rollgleitkurven k' der Rastebene ergibt sich durch
Integration von (7)

rdo ’ _ r do
(10) y'=—efL v[%p'e I "dv—C{,]-
Bei fester A erhalten wir die Darstellungen :
K-.. y=—L-va-/pv_(L“)dv+CovL

K- y'= ——L-vL'-fp' oD g g 4 C, o
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Man kann von K mit der Formel (9) unter Verwendung von
(1) auch direkt zu K’ (10) gelangen.

3. Bei ecinem analytischen Ahnlichkeitsvorgang
xX=u +4ovx

sind die Grossen u = u (), v = v(f) analytische Funktionen
des reellen Parameters ¢. Sie besitzen daher diese Funktionen
Ableitungen nach ¢ von beliebig hoher Ordnung. Gleiches gilt
dann auch fiir die Funktion x" = x” (¢) eines in der beweglichen
Ebene E befestigten Punktes X. Diese Funktion ist dann durch
(1) bei festem x bestimmt.

Die Folge der Pole P, bricht bei einem analytischen Abn-
lichkeitsvorgang nicht ab Man nennt diese Gesamtheit der Pole
P, eines analytischen Ahnlichkeitsvorgangs B zu einem bestimm-

ten Zeitpunkt ¢ die zugehorige Polkettel?! von B. Insbesondere
verwenden wir diese Bezeichnung fiir die Folge der Pole P,,

wenn der Drehwinkel ¢ = ¢ als parameter und p = a¥ gewihlt
wird.
Es gilt nun der

Satz : Ein analytischer Ahnlichkeitsvorgang ist abgesehen von
seiner zeitlichen! Durchlaufung (Zeitgesetz) durch Vorgabe
der Polkette vollig bestimmt. Allgemeiner ist der Ahnlich-
keitsvorgang samt seiner zeitlichen Durchlaufung bestimmt,
wenn seine simtlichen Beschleunigungspole hoherer ord-
nung und das Zeitgesetz ¢ = o (¢) vorgegeben werden,

Die Richtigl;eit dieses Satzes folgt etwa aus der TAYLOR-
schen Entwicklung der Bahnkurve Eines Punktes X der beweg-
lichen Ebene :

X+ 89 =% @ + 2 Clga + - [ @il

Man kann also tatsichlich fiir die Bahnkurve jedes beliebigen
Punktes X von E eine Potenzreihenentwicklung angeben, die
bei einem analytischen Ahnlichkeitsvorgang in der Umgebung
der betrachteten Stelle ¢ konvergieren wird und in der nur die
Koordinaten der Pole P, P,, --- P,, -+ vorkommen.

Schreibt man im allgemeinen Fall die TAYLORsche Formel,
so erhilt man die Entwicklung :
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(n)

¥t ap=x@+ 2 EF =i o.

Hierin entsprechen bpun die p, den hoheren Beschleuni-

gungspolen. Bei Kenntnis von ¢ = ¢ (¢) und p = p (¢) ist dann auch
(n)
v : v und damit die zeitliche Durchlaufung der Bahnkurve jedes

Punktes X bekannt.
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